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第 一 章 ” 集 论 与 集 代数 


根据 逮 辑 学 家 的 观点 ， 数 学 乃 是 集 论 及 其 人 逻辑 结果 ， 就 分 析 学 
家 而 言 ， 集 以 及 直接 由 和 集 所 定义 的 概念 是 基本 工具 ， 经 常熟 练 地 使 
用 这 些 工具 是 绝对 必要 的 ， 因 此 ， 我 们 先 讲述 关于 集 与 函数 的 两 
节 ， 基 本 上 述 而 不 证 ， 主 要 想 规定 记号 和 术语 ， 读 者 如 需要 可 用 作 
复习 .关于 选择 公理 和 无 穷 算术 的 8 3 、8 4 更 为 重要 : 这 两 节 的 
定理 大 都 有 详细 证 明 ， 不 熟悉 这 些 内 容 的 读者 仔细 学 习 这 两 节 是 可 
取 的 ， 

显然 ， 如 果 不 弄 清 实数 域 和 复数 域 的 结构 ， 人 们 就 无 法 认真 研 
筑 实 值 函数 和 复 值 函 数 ， 因 之 ，§ 5 给 出 这 些 对 象 的 简明 而 完整 的 
构造 。 读 这 一 节 时 可 复习 有 关 知 识 ， 要 不 然 就 采取 接受 的 态度 ， 

就 集 论 公理 的 程序 意义 上 来 说 ， 本 书 并 不 严格 。 我 们 承认 集 、 
承认 有 理 数 就 是 了 。 除 此 之 外 ， 对 所 论 及 的 都 要 设法 予以 证 明 ， 


$1 集 代数 


(1.1) 集 的 概念 ”如 上 所 述 ,我 们 把 集 的 概念 看 作 是 已 知 的 。 
粗略 地 说 ， 一 个 集 〈 集 体 、 集 合 物 、 育 集体 、 类 、 族 ) 中 指 的 是 任 
意 一 个 可 识别 的 某 种 事物 的 全 体 . 我 们 用 指出 集 的 元 ( 元素、 点) 
的 方法 来 识别 集 。 人们 已 基于 “是 … 的 一 个 元 ”或 “属于 ”概念 公 
理化 地 表述 了 和 集 论 。 从 这 些 公 理 可 以 建立 完善 的 集 论 ， 但 这 一 过 程 
是 太 宛 长 、 繁 难 了 ,并且 与 经 典 分 析 相 去 其 还， 而 经 典 分 析 却 是 本 
书 的 主要 课题 ， 因 此 ， 我 们 不 去 费力 地 严格 讨论 集 的 模仿 ， 而 始终 


家 为 《 集 ”的 同 义 语 。 一 一 详 者 注 


求助 于 直观 与 初等 逻辑 . 集 论 的 严 廊 论述 见于 P.Halmos@ 及 
P.Suppes®,. 

(1.2〉 记号 按照 习惯 的 用 法 ， 我 们 采用 下 列 约定 记 号， 集 
的 元 素 用 斜体 小 写字 母 c,b,c,…，xy yz cy0,… 表 示 . 集 用 斜 
体 大 写字 母 4,B,C，… 表 示 。 集 族 用 草 体 大 写字 母 .ogg ,及 , 宅 ,… 表 
示 。 在 特殊 场合 下 ， 我 们 须 考虑 集 族 的 总 类 ， 这些 总 类 用 大 写 
Cyrillic 字 母 @ 记 ,可 ,表示 。 

一 个 集 往往 用 它 的 元 素 所 具有 的 某 一 性 质 来 定义 . 我们 用 {x 
P(x)}{ 其 中 P(x) 是 某 个 与 x 有 关 的 命题 ] 表 示 所 有 合 于 PCx) 的 x 所 
成 的 集 ， 在 此 我 们 并 没有 使 集 的 定 义 更 明确 ,因为 “性 质 各 

“ 集 ” 从 某 种 观点 看 来 是 同义词 . 

事物 * 是 集 的 一 个 元 素 时 ， 记 作 x€ A; 而 x* A 的 意思 是 x 不 在 
4 中 ， 

空 集 记 为 如， 它 没有 元 @@， 这 样 ， 名 二 {x:x 是 实数 ，x?<<0}= 
{XX 是 Bronx 动 物 园 中 的 独 角 兽 ) 人 @， 等 等 ， 

设 x 是 任意 一 个 事物 ， {x} 表示 仅 有 一 个 元 的 集 . 同样 ,人 x1， 
xs，…x%a} 表 示 它 的 元 恰好 是 xlyxa，…x* 的 集 . 

全 书 采用 以 下 记号 :，N 表示 全 体 正 整数 的 集 {1,2,3,…); Z 未 
示 全 体 整 数 的 集 Q 表示 全 体 有 理 数 的 集 ，R 表示 全 体 实数 的 集 ， 
K 表示 全 体 复数 的 集 ， 我 们 假定 读者 已 知 集 N，Z,Q， 而 $5 则 肥 
构造 尺 和 天 . 

(1.3) 定义 设 A4 和 B 是 两 个 集 ， 而 且 合 于 条 件 ， 对 于 一 切 


-一 一 


DP.Halmos, Naive set Theory, Princeton, N.J.: D,Van 
Nostrand Co.1960, 

@P.Suppes, Axiomatic set Theory ,Princeton, N.J.: D.Van 
Nostrand Co.1960, 

@@ 西 里 尔 ( Cyrillic ) 字母 是 现代 俄语 字母 的 本 源 。 译 者 注 

”图 原 文中 void[emply，vacuots]set 都 是 空 集 的 同 义 话 ， -一 一 译 者 注 
Bronx 是 纽约 市 的 一 区 名 ， 独 角 曾 是 身体 似 马 的 一 种 传说 动物 .其 实 
不 妨 称 为 “ 独 角 马 ”。 一 一 译 者 往 


"2: 


x ， 由 xE 4 可 推出 xEB， 则 4 叫做 B 的 子 集 ， 记 为 AC-B 或 B2>A. 
如 果 ACB， 且 BCA， 则 记 为 4 二 B，A 志 BB 便 否 定 A 二 B. 好 
果 AACB， 而 4 志 B， 则 称 和 4 是 8 的 真子 集 ， 记 为 4 挟 B。. 我 们 指 
出 ， 在 集 相等 的 意义 下 ， 空 集 是 唯一 的 ， 因 为 如 果 名 与信 ;是 任意 
两 个 空 集 ， 风 有 好: 和 CC 人 ， 且 他 :CC C1. 

《1.4) 定义 如 果 4 和 了 3 是 两 个 集 ， 则 定义 4UB 为 集 {x: 
XE A 或 XE€B}， 称 AUB 为 4 与 B 的 并 ，' 命 .是 一 个 集 族 ,， 则 定义 
Ub = 一 4X: 对 于 某 个 AE .9 ，xEAh}. 同样 ， 如 果 {A,), 1 是 以 I 为 
指标 集 的 一 个 集 族 , 则 记 U4, 二 {x: 对 于 某 个 :€ 1 了，xEA,)。 如 


果 工 = N《 全 体 正 整数 ) ,通常 把 U A, 写成 U4,. 诸 如 U A, 的 其 
他 记号 的 意义 是 不 言 自明 的 . 

已 知 集 4 和 B， 定 义 A 门 为 集 {(xz:xE4 且 xEB7， 称 40B 为 4 
与 B 的 变 、 如 时 .of 是 任意 一 个 集 族 , 定义 fo = 人 (x: 对 于 一 切 
AE.A，xEA);， 如 果 {4,}, .1 是 以 1 为 指标 集 的 一 个 集 族 ， 则 记 

hn 4, 一 人 :对 于 一 切 (EDixEA,} 记号 人 A,( 以 及 类 似 记号 ) 
的 意义 是 显而易见 的 . 

例 设 4,=1xz:x 为 实数 ，|1x|1<- 一 -)》， 有 =12)3…， 则 
0 4,={0). 

设 A 是 一 个 集 ，4 的 子 集 全 体 作成 的 族 是 完全 确定 的 一 个 集 族 ， 
它 岂 做 4 的 考 集 ， 记 为 儿 (A) .例如 ， 芳 A= 41 2， 则 244) 一 (人 ， 
{1}),{2),{1,2}). / 

(1.5) 定理 设 A, B,C 是 任意 集 ， 则 有 


(i) AUB=BUA.; (i’) ANB=BNA., 
(ii) AUA=A; (iir) ANA=A. 
《iii) AUD=A., (iii’) ANG=Y; 
(iv) AUCBUC) (iv’) ANCBNC) 

一 《AUB)UCi ~《ANMB)NC; 
(vy) ACAUB., (vy’) ANBCA., 


(vi) 4CB 的 充 要 条 件 是 (vi ) AcB 的 充 要 条 件 是 
: AUB=28; ANB=A 

本 定理 的 证 明 很 简单 ， 留 给 读者 . 

(1.6) 定理 

(i) 4nCBUC)=(4nB)UC4AnC)， 

(ii) AUCBNC)=(AUB) NAUC). 

证 ”这些 恒等式 以 及 其 他 类 似 的 恒等式 都 可 以 借助 于 图 解 予 以 
验证 中，( 让 的 验证 见 图 1 .可 用 类 似 的 图 解法 来 验证 (ii)， 不 过 ， 
我 们 可 利用 (Ci) 和 定理 (1.5) 证 明 如 下 : 


图 1 


CAUBIMNMCAUC)=CAUB)N AU (CAUB)NC) 
~—(ANAU (CBN AU (ANCIUCBNC) 
=AU(BNCYUCBN A UANC) 
=AU(BNC): 

末 尼 等 式 成 立 ， 因 为 B 站 ACA, 且 ANCCA, 品 @ 
二 读者 应 注意 ， 图 解法 有 助 于 记忆 定理 内 容 ， 并 能 启发 证 明 思路 ， 
但 不 能 代替 严格 的 分 析 论 证 。 一 一 译 考 注 。 
人 @ 全 书 用 符 导 “ 口 ” 表 示 证 毕 。 


。 4 ， 


(1.7) 定义 当 4nB= 旋 时， 就 说 4 和 B 不 相交 . 如 果 .o 是 
其 每 一 对 互 异 元 都 不 相交 的 一 个 集 族 , 就 说 .oz 两 两 不 相交 ， 于 是， 
一 个 指标 族 {4,} ,+ ， 如 果 只 要 4 天 7， 就 有 有 1 由 41 一 名， 它 便 是 
两 两 不 相交 的 . 

《1.8) 定义 在 以 后 的 大 多 数论 述 中 ， 所 考虑 的 一 切 集 都 是 
某 个 确定 的 “通用 ” 集 X 的 子 集 。 这 样 ， 如 果 4CX， 便 定义 4 ( 相 
对 于 X) 的 余 集 为 集 {x:xEX,x A}， 余 集 用 A' 表示 。 当 哪个 集 是 
通用 集 可 能 不 明确 时 ， 就 把 4' 写成 Xn A'。. 4A4' 的 其 他 常用 记号 有 
X 一 4， 和 入 4，X~4，C4，A 人 4 ;我们 只 用 记号 人 ， 

(1.9) 定理 (De Morgan 律 ) 

(i) (AUB)’=A NB’,; 

(ii) (ANMNB)’= A UB’, 


(ii (U4 ) = 站 4 


¢ ei 


CiV) (Na) = 站 4 


这 些 和 恒等式 的 证 明 都 很 容易 ， 留 给 读者 ， 

(1.10》 定义 设 4 和 B 是 两 个 集 ，4 和 8 的 对 称 差 指 的 是 集 
{Xx:XE A 或 XEB， 有 旦 x4ANMB}， 记 作 A 八 B. 注意 A 和信 8B 是 由 属于 4 
或 B， 而 不 同时 属于 二 者 的 点 所 成 的 集 ， 也 可 定 义 为 A 人 B=(AN0 
8’)U(A’ 门 B)， 对 称 差 如 图 
2 所 示 . 

《1.11〉 定义 设 X 是 一 
个 集 ， 绝 是 X 的 一 些 子 集 所 成 
的 非 空 集 族 ， 如 果 满 足下 列 条 
件 ， 

(i) ”A,BE 3 剖 涵 AUB 
CF; ~ 图 2 


(ii》 4,BE 绷 蕴涵 4n BE 多 ， 则 称 罗 为 集 环 (或 称 级 为 集 
所 成 的 环 ) .对 于 求 余 运 算是 封闭 的 集 环 ( 即 4AE 朋 蕴 渗 4 GE2 罗 ) 称 
为 集 代 数 ( 或 称 为 集 所 成 的 代数 ) . 

(1.12〉 评注 ” 集 环 对 于 有 限 交 运 算是 封闭 的 ， 因 为 如 果 A， 
BE 级 ， 则 应 用 两 次 (1.11,ii) 便 推出 AN B= 二 4N (A4NB’) EC 经. 
根据 (1 ,11.i) 和 (1.11.ii)， 我 们 得 出 4A3=(4UB)n(C4ADB) GE 
级 ， 又 注意 到 ， 既 然 鹏 非 空 ， 便 有 多 E 多 . 当 且 仅 当 和 E 多 时 ， 
多 也 是 一 个 代数 .不 是 集 代 数 的 集 环 是 有 的 ， 例 如 N 的 有 限 子 集 
全 体 所 成 的 族 是 集 环 ， 但 不 是 集 代数 . 

(1.13) 定义 假若 一 个 集 环 〈 集 代数 ) 级 满足 以 下 人 条件: 

如 果 (4.:nEN})CC 角 ， 那 么 UA € gH, 

则 称 级 为 o 环 (oa 代数 》 [或 称 多 为 集 所 成 的 c 环 (0 代数 ) ] 

测度 论 经 常 论述 构成 o 环 或 o 代 数 的 集 族 . 不 是 0 代数 的 o 环 是 
有 的 ， 例 如 一 个 不 可 数 集 的 可 数 子 集 全 体 所 成 的 族 就 是 如 此 ，《【〔 可 
数 和 不 可 数 的 定义 见 $ 4 ，》 

(1.14) 评注 号 有 许多 集 环 和 集 代数 的 公 \ 理 论述 ， 事 实 上 ， 
某 些 很 奇特 的 实体 可 看 作 集 环 或 集 代 数 [ 胸 (1.25))]， 设 百 是 任意 一 - 
个 集 。 假 定 对 于 每 个 aeEB， 可 以 确定 唯一 的 元 素 a"EB， 而 对 于 每 
一 对 元 素 a,bEB， 可 以 确定 唯一 的 元 素 cVbEB， 使 得 这 些 运 算 满 
足 : 

(i) aVb=bVa, 

(ii) aV(WVce)=(aVb)Vo, 

(iii) Ca*Vpo*)*YVY CarVp)*=a., 

1890 一 1930 年 闻 许 多 作者 研究 过 这 样 的 集 8， 它 具有 运算 V 和 * (或 
类 似 运算 ) ， 并 满足 与 (i) 一 (iii) 等 价 的 公理 . 根据 英国 数学 家 
G.Boole (1815 一 1864 ) 的 姓氏 ， 对 此 类 集 他 们 提供 了 一 个 一 般 名 
称 ， 定 名 为 Boole 代 数 ， 公 理 (i) 一 (iii) 是 由 美国 数学 家 EV 


只 是 由 于 具有 启发 性 ， 才 列 入 了 这 一 小 眉 ， 初 学 者 可 暂且 略 去 。 
6 


Huntington《 1874 一 1952 ) 提出 的 @ 〇 . 

读者 会 注意 到 ， 如 果 把 ao,b 看 作 是 集 ， 而 V 和 * 看 作 是 并 和 求 
余 ， 那 么 (i) 一 (iii) 就 变 成 恒等式 了 .在 Boole 代 数 中 也 可 规定 其 他 
运算 ， 比 如 说 ， 人 入 (类 似 于 集 的 运算 符号 ) 规定 为 a 人 b= 《a*VY 
)*， 在 研究 抽象 Boole 代 数 方 面 ， 人 们 已 付出 艰巨 劳动 。，20 世纪 
30 年 代 ， 当 代 美 国 数学 家 M.,.H.Stone 证 明了 ,任意 Boole 代 数 可 如 
下 明确 解 桨 为 一 个 集 代数 @@， 已 知 任意 Boole 代 数 B， 存在 一 个 集 
XX ，XX 的 子 集 所 成 的 一 个 代数 纪 以 及 B 到 级 上 的 一 个 一 一 映射 7， 
使 得 r(a#) 一 (7(a))7 C(* 恋 为 1)， 且 TCaVb) 二 TC(q) UT(b)《(YV 变 为 
U ) ， 这 样 一 来 ， 根 据 在 Boole 代 数 中 研究 运算 的 观点 ， 人 们 只 研 
集 代 数 束 行 了 . 

Stone 关 于 Boole 代 数 表 示 法 的 论述 ， 曾 建立 在 一 个 稍 许 不 同 的 
实体 ( Boole 环 ) 的 基础 之 上 ， 一 个 Boole 环 是 指 合 于 以 下 条 件 的 
任意 一 个 环 5 : 对 于 每 个 xE€5S， 有 xX? 二 xX. 【人 环 的 定义 见 (5.。37 

Stone 曾 经 指出 ，Boole 代 数 和 有 乘法 单位 元 的 Boole 环 可 以 认 
为 是 等 同 的 ， 从 而 将 其 研究 建立 在 Boole 环 的 基础 之 上 . 更 确切 地 
说 ， 对 了 于 任意 Boole 环 5， 都 存在 一 个 集 环 有 罗 和 S 到 多 上 的 一 一 映 
射 ， 满 足以 下 两 个 条 件 : 

atb)=Tt(a)AT(b) 
及 
tr(ab)=7(a) (1 Tb), 
鹿 就 是 说 ， 一 个 Boole 环 中 的 加 法 对 应 于 对 称 益 ， 而 乘法 对 应 于 交 。 

上 述 结果 的 证 明 、Boole 代 数 与 Boole 环 以 及 集 代 数 与 集 环 的 篇 
幅 很 长 的 论述 ， 读 者 均 可 参阅 G ,Birkhoff@. : 

(1.15) 习题 将 下 列 各 式 化 为 最 简 形 式 ， 

个 参见 ，Trans.Amer.Math.S9oc.5，288 一 309〈《19047) 。 

人 参见， 人 Trans.Amer.Math.9oc.40，37 一 1t1(〈《1936) . 

BG .Birkhoff, Lattice Theory, Amer.Math.Soc.Collo- 

quium Publications，25 卷 ,第 二 起 ; A mer -Math.>oc.， 
New York, N.Y., 1948, 
fY ， 


(a) (AU(BN(C(CUW')))’; 
(by (CX’UYNCXUY))’,; 
(co) (ANBNC)YUCA NBNCUCANB’ NC) 
UCAN BNC’)UCANB’ NC UA NBNC'’) 
UC4nB' NC). z 
《1.16) 习题 (Poretsky ) 已 知 两 个 集 X 和 Y， 证 明 X= 他 
当 且 仅 当 了 一 XAy. ， ， 
(1.17) 习题 用 文字 说 明 集 【jC [4;) 和 [站 CC【)4)， 
kan | I= 


L 


= 


其 中 {41,4,,…,A,,…} 是 以 N 为 指标 集 的 任意 一 个 集 族 ， 并 证 明 ， 
前 者 是 后 者 的 子 集 . 

(1.18) 习题 证 明 下 列 等 式 : 

(a) AA(BAC)=(AAB)ATC., 

(b) ANC(BAC)=(AN BACANC), 


(c) AA 八 A4= 8) 

(d) 2 人 A=A. 

《1.19) 习题 设 {4A,}, .和 {B,》, 6 是 两 个 非 空 集 族 . 试 证 ， 
(C1) (UA,)A(UB, CUCA,AB,). 


并 举 一 例 验证 包含 关系 可 以 是 真 包含 关系 .如 果 在 (i) 中 将 所 有 U 
换 成 们 ， 会 有 什么 结论 ? 
(1.20) 习题 设 A,B,C 是 任意 集 . 试 证 . 
4 人 BC(4Ac)UCBSAC) 
并 举 一 例 说 明 包 含 关系 可 以 是 真 包含 关系 . 

(1.21) 习题 设 {M,)*.!1 和 {N,)*.1 是 两 个 集 族 ， 且 集 N, 两 
两 不 相交 ， 规 定 Qj 二 M1 ,QQ 二 MN 门 (Mi1U…UM,_1)’ (n=2,3， 
…) ， 证 明 : Ns,AO,CU (CNeAMD (n=1,2,…). 

(1.22〉 习题 考虑 有 有 限 个 字母 (比如 ac 个 GaG>>1) 的 一 
个 字母 表 ， 其 中 所 谓 一 个 字 是 指 字母 (不 一 定 互 异 ) 的 一 个 有 限 序 
列 ， 两 个 字 相 等 指 的 是 它们 有 同样 多 的 字母 ， 并 且 依 次 有 相同 的 字 
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每 考虑 字 长 9 为 1( 1 > 1 ) 的 所 有 字 , 试 问 ， 菜园 定 字母 至 少 重 
复 两 次 的 字 有 多 少 个 ? 某 固定 字母 至 少 重复 三 次 的 字 有 多 少 个 。 有 
多 少 个 字 中 出 现 两 个 指定 的 互 异 字母 ? 
(1.23) 习题 
(a) 设 4 是 一 个 有 限 集 ,>(4) 表 示 4 的 元 素 个 数 : 这 样 ， ?CA) 
便 是 非 负 整数 ， 试 证 . 和 
vCAUB)=»(A)+?(B)—?»CAfB). 
(b) 将 上 述 恒等式 推广 到 vz(AUBUC) 和 rvCAUBUCUD) 的 
情况 . z 
(c) 一 位 大 学 注册 管理 员 报 告 ， 全 校注 册 学 生 数 是 10000 名 ， 
其 中 2521 人 已 婚 ，6471 人 是 男性 ，3115 人 21 岁 以 上 ，1915 名 男生 已 
婚 ，21 岁 以 上 已 婚 者 是 1873 人 ，21 岁 以 上 已 婚 男生 是 1302 人 ， 试问 
这 个 报告 是 否 正确 ? 
(《d) 请 帮助 这 位 管理 员 . 对 于 一 个 10000 人 的 学 生 团 体 ， 根 据 
《c) 中 所 列 的 类 型 ， 试 求 与 (b) 中 所 求 得 的 恒等式 一 致 的 正 整数 ， 
(1.24) 习题 试 证 ， 在 任意 一 个 Boole 环 中 , 均 成 立 以 下 恒 
等 式 : 
(a) Xx 二 Xx= 0. 
(b) xy=yX, 
(1.25) 习题 
(a) 设 B 是 能 除 尽 30 的 正 整 数 全 体 所 成 的 集 ,. 对 于 Xx*,y€ B, 设 
xV? 是 zx 和 ?的 最 小 公 倍数 ， 命 ** 二 ,证 明 :，B 是 一 个 Boole 
代数 ， 试 给 出 一 个 象 (1.14) 中 所 说 的 表示 B 的 集 代 数 . 
(b) ”用 任意 无 平方 因子 正 整 数 代替 30， 推 广 (a). 
《c) 试 推广 (b) :考虑 所 有 无 平方 因子 正 整 数 所 成 的 集 B ,定义 
xVy? 为 XY 和 ?的 最 小 公 人 倍数， 定义 x 人 ?为 x 和 ?的 最 大 公 因 
子 ， 定 义 x 人 ?为 :2 ， 证 明 ， 了 3 可 以 表示 为 某 个 集 环 ,但 不 能 玫 


曲 字 母 前 数目 称 为 宇 长 。 一 - 译 者 注 
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未 为 一 个 集 代 数 ， 
$ 2 ”关系 与 函数 

本 节 我 们 着 手 研究 关系 和 函数 的 概念 ， 这 些 概念 在 初等 分 析 中 
以 不 同 的 形式 为 我 们 所 熟知 。 我 们 采用 目前 流行 的 观点 ， 即 关系 和 
函数 从 其 图 形 来 看 是 没有 区 别 的 ， 也 就 是 说 ， 它 们 都 是 有 序 偶 所 成 
的 集 ， 与 在 集 的 场合 一 样 ,我 们 对 这 些 概念 也 只 作 不 很 正规 的 讨论 ， 

(2.1) 定义 设 X 和 了 是 两 个 集 ， X 和 Y 的 Cartesian 沫 积 是 
指 有 序 偶 (x,y)，x EX ，y EY 全 体 所 成 的 集 XXY. 人 @ 

当 且 仪 当 % 和 =n,y= 二 v 时 ,我 们 写成 (X,Y) 二 《4,0)。 这 样 ,(1,2) 夺 
(2,1)， 而 {1,2) 二 12,1). 

(2.2) 定义 ”一 个 关系 是 指 有 序 偶 所 成 的 任意 一 个 集 ， 这 样 ， 
两 个 集 的 Cartesian 冬 积 的 任意 子 集 便 是 一 个 关系 .注意 ， 人 是 一 
个 关系 . 

(2.3) 定义 设 1 是 任意 一 个 关系 ，f 的 定义 域 规定 为 集 
domf 二 {Xx: 对 于 某 个 y，(x,y) €f}，f 的 值 域 规定 为 集 ragf 一 17: 对 
于 某 个 x,(x,y) Ef}， 符 号 f-! 表 示 f 的 道 :f7!1={(y,X):(x,y) Ef}. 

《2.4) 定义 设 1f 和 8 是 两 个 关系 ，f 和 g 的 合成 (也 叫做 积 
或 痰 (iterate))] 定 义 为 关系 8 of 二 {C(x,z) 对 于 某 个 y,《X,y) Ef， 


(y,z) 和 g}. 
f 和 g 的 合成 可 以 是 空 集 , 事 实 上 ,8 of= 名 的 充 要 条 件 是 (rngf) 
N (domg) 二 名 , 


(2.5) .定义 设 f 和 g 是 两 个 关系 ,fcCg， 则 称 g 是 的 一 个 开 
拓 ， 而 了 是 8 的 一 个 限制 . 
下面 我 们 详 述 后 面 要 用 到 的 某 些 特殊 类 型 的 关系 ， 如 需要 ， 我 
。 @ 原 书 这 盟 用 肩 腾 号 ， 即 用 成 光世 者 示 两 集成， 的 Cartesian 妥 积 ， 
基 示 党 书 符 导 系统 的 严 并 性 , 但 限于 印刷 条 件 ,中 文 版 改 用 “X?。 
当 后 文 ( 如 (22.36) ) 混合 使 用 普通 意 下 的 靖 号 时 , 读者 当 不 难 巴 
以 区 分 。 -一 译 考 注 
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们 就 用 约定 记号 xj 表示 (xy) Ef. 

《2.6) 定义 ， 设 和 是 一 个 集 ，X 上 的 等 价 关 系 是 指 满 足下 列 
条 件 的 一 个 关系 人 CC 和 六壬 : 对 于 和 中 的 任意 xyyyz， 有 

(i) x~x( 自 反 的 )， 

(ii) xX、~ 人 ?7 顷 涵 y~x《(〈 对 称 的 ) ; 

(iii) x~y，?7y~z 绚 涵 x~ zx (传递 的 ) . 

(2.7) 定义 设 P 是 一 个 集 ，P 上 的 半 序 关系 是 指 满足 下 列 条 
件 的 一 个 关系 二 CPXP; 

(1i) xY<x( 自 反 的 ) 

(ii) x 魏 》，27 委 x 旨 涵 x 一 y( 反 对 称 的 〉; 

(iii) x<?，2?7 委 > 殖 涵 * 魏 > (传递 的 ) . 

如 果 委 又 满足 

(iv) xyEP 萤 涵 x 魏 ?或 ySx (三 分 法 ) , 则 二 叫 做 P 上 的 一 
个 线性 序 关 系 〈 也 叫做 简单 序 关 系 ， 全 序 关 系 ) DO， 如果 xz 委 >， 而 
x 半 y》 ， 就 写成 4Y 拉 7 YX 之 y 这 个 式 子 表 示 y 和 xx， 而 X>>? 表 
示 ? 了 < xX. 

如 果 委 是 满足 以 下 条 件 的 线性 序 关 系 : 

(v) 若 记 起 4CP， 则 存在 一 个 元 素 a E 4， 使 得 对 于 每 个 
xE4， 有 ce<x(cz 是 4 的 最 小 元 案 ) ， 
那么 委 叫 做 P 上 的 一 个 良 序 关 系 . 

一 个 半 序 集 是 指 一 个 有 序 偶 ( P , 委 ) ) ， 其 中 了 是 一 个 集 ， < 和 是 

P 上 的 一 个 半 序 关系 .如 果 志 是 一 个 线性 序 关 系 ，《 PP ,三 ) 就 叫 
做 一 个 线性 有 序 集 ( 简单 序 集 、 全 序 集 ) .如 果 委 是 一 个 良 序 关 
系 ， 则 〈P，, 委 ) 叫做 一 个 良 序 集 @. 

设 P 是 一 个 线性 有 序 集 ， 对 于 x,yE 了 P， 我 们 作 以 下 规定 ， x 志 y 
时 ，max{xy'y)} 一 ?yySx 时 ，max{xyy)} 一 x. 对 于 PP 的 有 限 子 集 


个 原文 中 的 Complete，total， 这 里 此 | 中 译 为 “全 7? 。 至 者 注 _ 
人 如 果 不 致 引 起 误解 ， 后 文 有 时 就 称 怒 为 线性 有 序 集 、 良 序 集 、 
等 等 。 一 一 译 者 注 
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X12 《所 有 Xj 不 一 定 互 异 ) ， 我 们 规定 max {x1 ,Xs,*…， 
Ta 二 maxiXssmaxtiXisX2s9 9 x_i 可 类 似 地 定义 表达 式 
minfxzyyy 和 minfXz ,Xs 9 9Xa 

(2.8) 例 (a) 设 多 是 任意 一 个 集 族 , 则 集 包 含 关 系 灾 是 .多 
上 的 一 个 半 序 关系 ， 而 (. 色 ，C ) 是 一 个 半 序 集 ， 我 们 简称 .多 被 
己 半 序 化 ， 读 者 应 注意 ， 这 个 关系 可 能 不 是 一 个 线性 序 关 系 ， 这 取 
决 于 .多 ;比如 ， 取 多 一 力 (10,1) ). 

《b) 设 P 是 非 负 有 理 数 全 体 所 成 的 集 : 

P= {rt:x EO,X20}, 
又 设 乏 是 P 上 的 普通 序 关 系 , 那么 是 PP 上 的 一 个 线性 序 关 
系 ， 而 P 了 有 最 小 元 素 0 . 但是， 根据 这 个 序 关 系 ，P 却 不 是 一 个 良 
序 集 。 这 是 因为 ， 确 实 存在 P 的 非 空子 集 ， 它 们 没有 最 小 元 素 . 例 
如 设 4 一 {xEP:x 关 0}、 则 只 要 zxE 4， 就 有 二 E4， 可 见 4 没有 最 
小 元 素 . 

《c) 正 整 数 全 体 所 成 的 集 N ,按照 普通 序 关系 成 为 一 个 线性 有 
序 集 ， 它 也 是 一 个 良 序 集 .最 后 这 一 斯 言 等 价 于 数学 归纳 法 的 
Peano 公 理 ， 

” “(2.9) 定义 设 了 是 一 个 关系 ，A 和 是 一 个 集 ， 则 A 在 f 下 的 象 
定义 为 集 

1(4)={y， 对 于 菜 个 XE€ 4,(xzyy)E 了. 
注意 ， 1( 4) 二 名 的 充 要 条 件 是 4N diomfs 和 4 在 丰 的 原 旬 是 集 
六 1(4)， 

《2.10) 定义 ”如果 一 个 关系 满足， 只 要 (x,y)€f,(x,zx)E 
f， 就 有 y= 二 zx， 就 说 f 是 单 什 的 ， 如 有 果 f 和 f°"!: 都 是 单 秆 的 ， 则 了 叫做 
一 对 一 关系 或 一 一 关系 (1-1 关系) 名 ， 可 类似 定义 多 对 一 关系 、 
一 对 多 关系 和 多 对 多 关系 . 

因为 单 值 关系 在 分 析 数 学 中 起 着 重要 作用 ， 所 以 我 们 提出 以 下 


@ 括 号 内 的 简便 记 法 是 译 者 加 的 。 一 一 译 者 注 
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定义 ， 

(2.11〉 定义 ”一 个 单 值 关系 叫做 一 个 函数 ( 瑞 射 、 变 换 、 运 
算 、 对 应 、 映 照 @ ) . 

(2.12) 例 正 芝 函 数 ， 即 {(xysinx):xzER) 是 多 对 一 的 ， 这 
个 函数 的 道 ， 即 {(sinxyx):xER} 是 一 对 多 关系 . 关系 {(zyy):x， 
yER，x? 十 92 一 1 } 是 多 对 多 关系 ， 函 数 {(zytgx):xzER， 一 本 < 
x 妇 了 } 是 一 对 一 函数 ， 

《2.15) 定义 设 了 是 一 个 函数 ， 瑟 和 了 分 别 表 示 f 的 定义 域 
和 什 域 ， 对 于 xEX， 命 f(x) 表 示 了 的 合 于 (x ,fx)) € 1 的 唯一 元 素 ， 
元 素 信 x) 叫 做 f 在 x 的 值 或 x 在 1 下 的 象 . 

注意 ， 为 了 完全 确定 一 个 函数 ， 只 要 确定 函数 的 定义 域 以 及 在 
它 的 定义 域 的 每 一 点 的 函数 值 就 行 了 . 

《2.14) 评注 根据 (2.9)， 我 们 注意 到 ,如 果 了 是 一 个 函数 ， 
A 是 一 个 集 ， 则 fC4)={f(x):x€ ANdomf}, f° :1(A4)= x:xE€ 
domf,f(X)E€ A}. 读者 应 验证 这 些 等 式 . 

(2.15) 定理 设 X 和 Y 是 两 个 集 ，fCXXY 是 一 个 关系 ， 假 
定 {4,) ,1 是 X 的 一 个 子 集 族 ，{B,), ,1 是 了 的 一 个 子 集 族 . 对 于 
ACCX， 用 4/ 表示 A 关于 XX 的 余 集 ; 对 于 BCY， 用 B/ 表示 B 关 于 
Y 的 余 集 ， 则 有 


Gi) (U4)- Ura 
(iii) ?5 [1 74 


却 未 必 成 立 ， 


原文 为 “application”。 法 文 里 此 词 可 译 为 “映照 ”或 “ 贴 
合 ” 和 等， 英文 里 它 一 般 指 “ 巾 台 ”。 但 在 微分 几何 中 ，“ 贴 合 ” 
一 词 有 其 特定 的 儿 种 解释 。 为 避免 名 词 混乱 ， 这 里 从 法 文 的 “上 映 
照 ” 一 义 。 一 一 译 者 注 
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ci) 大门 B)= 门 广 :Ca 

(iv) 广 !(CB') 一 ( 广 !CB))7 

(v) ff°10B)N A)= BN A). 

本 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

《2.16〉 评注 ”由 定理 (2.15) 可 见 ， 根据 任何 纯 集 论 性 质 ， 
1-1 函 数 的 定义 域 和 值 域 不 能 彼此 区 别 开 ， 如 果 和 和 了 是 两 个 集 ， 
且 存 在 一 个 有 定义 域 X 和 值 域 了 的 1-1 肖 数 了 ， 则 对 于 和 的 任 意 子 
集 有 ,我 们 有 1CA’)==f(A4) .对 于 四 的 任意 子 集 族 {4,},。1 ,我 们 有 
1 U A.) 二 Uf(4.) 及 f( Nn 4.)== M4,)， 对 于 Y 的 子 集 和 广 ! 
也 有 类 似 结果 . 这 样 一 来 ， 在 f 和 广 ! 卡 保持 一 切 Boole 运 算 〈( Un， 
和信， ) 不 变 . 

(2.17) 定义 设 1 是 一 个 函数 ， 且 :4omf 一 X，rngfC7 了 7， 则 说 
1 是 X 到 Y 了 内 (或 XY 上 到 Y ) 的 一 个 通 数 DD ， 记 作 f:X 一 了 . 如 果 
”rngf 二 了 ， 就 说 了 是 到 了 Y 上 的 @. 

(2.18) 定义 ”一 个 序列 是 定义 域 为 正 整数 全 体 的 集 N 的 一 个 
函数 .如 果 x 是 一 个 序列 ， 在 处 的 x 值 常 写成 x,， 而 不 写成 x(n). 
值 *: 叫 做 这 个 序列 的 第 项 ， 第 n 项 是 *, 的 序列 x 记 为 (x,)?-!， 或 
简 记 为 (x,)， 设 有 一 个 序列 (x.)， 如 果 对 于 每 个 25E N， 有 x,€X， 
便 说 (xs) 在 基 中 ，(x,)C 忆 XY 这 种 写法 是 记号 的 误 用 @. 

后 面 几 次 要 用 到 以 下 定理 . 

(2.19) 定理 设 人 是 满足 以 下 条 件 的 任意 一 个 淫 数 族 ， 如 
果 f,g € 9， 那么 或 是 {Cg， 或 是 8 己 f。， 也 就 是 说 ， 关于 己 是 线 
性 有 序 的 . 命 h 二 US， 则 ， 

( i ) hh 是 一 个 函数 ; 

或 称 f 是 把 区 映 入 了 的 函数 ， 一 一 译 者 注 

@ 或 称 f 映 满 六 一 一 译 者 注 


@ 作 者 的 意思 是 ,本 书 准备 滥用 这 一 错误 记 法 。 会 见 (6.,25), (6.81) 
等 段 。 一 一 主考 注 
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(ii) domh= U {domf:f€ 3}, 

(iii》 如 果 xEdomh, 那么 对 于 合 于 XE domf 的 每 个 1:E€ 了， 有 
h(xX)= fH(X); 

(iv) rngh= Ui{rngf:f€ 8}, 

证 〈i) 既然 /是 有 序 偶 所 成 的 集 之 并 ,所 以 1 显然 是 一 个 关系 . 
因此 只 权证 明和 是 单 值 的 就 行 了 。 设 (xy) Eh,Cx,zx)Eh， 则 在 
中 存在 f 和 g， 适 合 (X,y) E 太 (xz)Eg。 已 知 fFC8 或 8C 访 比如 说 
Cg 则 (*, 7)EgCxz)Eg， 既 然 8 是 一 个 函数 ， 便 有 ?一 z. 
于 是 瑚 是 一 个 函数 ， 

等 式 (ii) 成 立 ， 因 为 下 列 命题 彼此 等 价 ， xEdomh; 对 于 某 个 
y ，(X,y) E1， 对 于 某 个 FE 全，(x 37) €f; 对 于 某 个 fE3，x€ 
domf. 

设 xE€domhN domf 二 domf， 其 中 f€ 守则 (x,f(x))€1ch,， 
全 bh 是 单 值 的 ， 所 以 AX)==f(x)， 这 便 证 明了 (iii), 

等 式 (iy) 可 由 上 述 结论 及 (2,15.i) 得 出 ， 这 是 因为 rngh= 
hCdom)=h(CU {domf:f€E 3))=U {hdom)):fE 3} 

—U{f(dom):f€E S}= Urngf:f€ $}. UD 

(2.20) 定义 设 多 是 任意 一 个 集 ，E 是 的 任意 子 集 ， 消 数 

gs 有 定义 域 X 及 含 在 {0,1} 中 的 值 域 ， 且 满足 

1 ， xeF, 

| 
0,， XxeXNlE’, 
我 们 称 &zCX) 为 E 的 特征 函数 .根据 上 下 文 ， 总 易于 确定 1 的 定义 
域 ， 特征 函数 在 分 析 数 学 中 很 有 用 ， 这 在 全 书 中 履 见 不 鲜 .有 一 个 
竺 殊 的 等 征 函 数 大 有 用 处 ， 须 给 予 专门 符号 ,XXX 的 对 角 集 定 
义 为 DD 二 {C(x,X):XEX}. DD 的 特征 函数 在 (Xx,y) 的 值 记 为 6::?， 叫 做 
Kronecker 6 记号 , 这 样 ， 当 x 二 vy 时 ， 0.sy= 1; 当 7% 去 y 时 ， Oy= 
0 ; 这 里 x,y 是 关中 的 任意 两 后 . 
《2.21) 习题 试 证 ， 对 于 任意 关系 fg,h， 都 有 


"II5 ， 


fo (go =(f og) oh. 

(2.22) 习题 试 证 : 对 于 不 是 函数 的 一 切 关 系 了， 等 式 
f(f~1(B)N 4)=BN f(A) 不 成 立 ， 

(2.23) 习题 对 于 NXN 中 的 (4, 四 和 (c,d)， 如 果 a 过 c， 或 
a 二 CC 而 b 区 4， 都 定义 (a, 刀 (c,d), 试 证 ， 关于 这 个 关系 ， 
N XN 是 一 个 良 序 集 . 

(2.24) 习题 设 n 是正 整数 ，P, 二 {EN k 是 n 的 因子 }. 
对 于 a,bE€ P,， 规 定 a 忆 8 表示 4 是 8 的 因子 ， 这 就 是 说 ，a | 5. 

(a) 试 证 P,( 关 于 基 ) 是 一 个 半 序 集 , 

(b) 试问 ， 当 nn 满足 怎样 的 充 要 条 件 时 ， 才 能 使 得 局 成 为 一 
个 线性 有 序 集 ? 

(2.25) 习题 设 XX 是 一 个 集 ， 在 XX 上 定义 了 一 个 二 元 运算 
Pp。 也 就 是 说 ， 了 是 久久 到 关内 的 一 个 函数 ， 记 p(xy)= 二 xy， 假 
定 对 于 环 中 的 任意 xy,y,z， 这 个 运算 满足 

(i) x(C(yz)=(xy)z, z 

(ii) Xxy=Yx, 

(iii) XX=X, 
当 且 仅 当 Xxy 二 y 时 ， 用 x 三 y 来 定义 X 上 的 三 . 试 证 ， 

(a) XX 是 一 个 半 序 集 ， 

(b) 的 每 对 元 素 有 上 确 界 ， 也 就 是 说 ， 如 果 x,yEX， 那 色 
必 存 在 zEX， 适 合 x 委 z，?y 委 z， 而 如 果 Xsw，?7Suw， 那 么 z 委 也 

(2.26) 习题 ” 设 /是 X 到 了 内 @ 的 一 个 函数 ， 假 定 有 Y 到 X 内 的 
一 个 函数 5 ， 适 合 : 对 于 一 切 ?EY， 有 f o g(7)= 一 》 ;又 对 于 一 切 
xEX, 有 go f(x) 二 x， 试 证 ，f 是 X 到 了 上 的 一 个 1~1 阔 数 ,和 且 g=f7!， 


原文 为 “多 到 Y”， 监 于 (2,17)， 为 统一 -叙述 ， 主 文政 为 “下 阐 ， 
六 内 ”。 一 一 译 者 注 
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$ 3 选择 公理 及 某 些 等 价 命题 


在 代数 、 分 析 和 拓扑 的 研究 中 ， 人 们 往往 感到 初等 集 论 工具 
(如 8 1 与 $2 所 简略 介绍 的 ) 是 太 不 够 了 ， 很 难 提出 所 需要 的 
构造 、 证 明 乃 至 定义 ，20 世 纪 初 期 ， 德 国 数学 家 EE.Zermelo 提 出 
了 一 个 貌似 简单 ， 实 则 很 深奥 的 公理 公理 ( Auswaki=~ 
postulat ) @@， 它 有 许多 重要 推论 ， 也 激发 起 了 莲 勃 的 论争 ， 本 和 节 
我 们 学 习 选 择 公 理 ， 证 明 其 他 四 个 等 价 命 题 ， 并 举 出 两 个 重要 应 用 
例子 .选择 公理 的 其 他 应 用 则 散 见 于 全 书 . 

(3.1) 定义 设 {4,)i1.1 是 任意 一 个 集 族 。 这 个 族 的 Carte~ 
sian 乘 积 ( 记 作 办 14， ) 是 适合 以 下 条 件 的 一 切 函 数 4 所 成 的 集 ， 它 
有 定义 域 1， 且 对 于 每 个 :E 工 ， 有 x, 一 x(1)€ 4 。 每 个 这 样 的 函 
数 x 都 叫做 族 {4,》， :sx 的 一 个 选择 函数 . 设 xc >< 4,， 且 : E11， 则 
值 *,€ 4, 称 为 x 的 第 :个 坐标 . 

人 们 或 许 要 间 ， 一 个 已 知 集 族 ， 是 否 必 存在 任意 一 个 网 择 函数 
昵 ? 当然 ， 如 果 了 = 名 ， 那 么 对 于 以 了 为 指标 集 的 任意 族 ， 空 函数 


Oe 如 果 了 < 好， 而 且 对 于 某 个 iE 1， 


= 他 ,那么 兴 4 一 录 ， 这 两 种 特殊 情况 都 没有 多 大 意义 . 一 般 
悦 ， 在 集 论 前 普通 公理 基础 上 无 法 回答 上 述 问题 我 们 将 利用 以 


下 公理 作出 回答 . 


“(3.2〉 选择 公理 非 空 集 所 成 的 任意 一 个 非 空 族 的 Carte~ . 
sian 乘 积 是 一 个 非 空 集 ， 这 就 是 说 ， 如 果 {4, 》 ,er 是 一 个 集 族 : Ts 
地 ,上 对 于 每 个 :ET 4; 二名 , 则 族 {4， }， ,rz 至 少 存在 一 个 选择 函数 . 

P.J.Cohen 最 近 证 明了 选择 公理 独立 于 集 论 的 其 他 公理 @. 


四 参见 Matl Ann., 59 (1904) , 514, 一 一 译 者 注 

他 德语， 选择 公理 ， 或 Auswahlaxiom， ~ 一 译 者 注 | 

参见 Proc,Nat.Acad.Sci,U.S.A.50,，1143 一 1148 (C1983), 
51, 105—110( 1964 ) ， 
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(3.3) 定义 ” 设 4 和 I 是 两 个 集 ， 我 们 定义 4! 为 Cartesian 来 
积 >X< 4, ,这 里 对 于 每 个 :EI， 有 A, 一 4. 于 是 4' 是 适合 domf 一 I 及 
rngf 忆 A 的 函数 /全体 所 成 的 集 。 如 果 了 是 集 {1,2,…,n} (对 于 某 个 
nE€EN 〉)， 则 记 为 4 = 4"， 有 替 作者 将 4 写成 4”. 

4* 的 典型 元 无 疑 是 一 个 函数 ， 因 而 它 是 z 个 有 序 偶 所 成 的 集 . 
不 过 我 们 按照 习惯 记 法 ， 将 这 种 函数 的 值 表 成 有 序 天 元 组 . 于 是 ， 
A"={(a19° san) :a E 4 一 1 同 样 ， LN 一 《Caiyas，…D): 
2 € 4,kEN})， 集 R" 叫 做 维 欧 几 里 得 空间 ，K" 叫 做 维 西 空间 . 

(3.4) 例 设 A 二 10,1). 则 47 是 一 切 序 列 e 王 (clycz，…ycas 
… ) 所 成 的 集 ， 其 中 每 个 a 是 0 或 1. 这 个 集 很 类 似 于 Cantor 三 分 点 集 
Poor (二 下 和 证 oreea 
用 9%(o) 一 2 > 货 定 义 的 映射 ?是 4 到 P 上 的 一 个 1-1 映 射 ， 以 后 我 
们 会 看 到 ， 在 引进 度量 p 后 ， 集 4 可 形成 一 个 度量 空间 ， 这 里 当 
ai=bi, as=b, *"'， Qs- 1 二 bai 出 A: 计 bn 时 ， Plas 了 == 坟 ; 当 4 二 
b 时 ，PCa,5)=0， 在 4" 上 的 这 一 度量 下 ，? 和 9 1! 都 是 连续 的 ， 按 
照 运 算 十 (对 于 EN， 用 (4 十 b), 二 as 十 ba《mod2) 来 定义 这 个 运 
算 ) ， 集 4* 作 成 一 个 Abel 群 。( 有 许多 别 的 方法 也 可 将 4 作成 一 
个 Abel 群 。 ) 

(3.5) 定义 设 (P, 世 ) 是 任意 一 个 半 序 集 ，ACP， 设 有 一 个 
元 素 €P， 如 果 对 于 每 个 xE€ A4， 有 x 二 x， 那 么 z 叫 做 4 的 一 个 上 
界 ， 设 有 一 个 元 素 mE P， 如 果 xEP 及 m<x 草 涵 m 一 *， 那 么 m 叫 做 
2P 的 一 个 极 大 元 素 ， 可 类 似 定义 下 界 和 极 小 元 素 O. PP 中 的 一 个 链 
是 指 忆 的 任意 一 个 线性 有 序 子 集 C ， 换 名 话说， 如果 C 是 P 的 任意 
子 集 ， 而 且 在 P 上 的 已 知 序 关系 委 下 ，C 是 线性 有 序 的 ， 那 么 C 叫 
做 了 中 的 一 个 链 @@，. 

我 们 约定 ， 了 的 每 个 元 素 既 是 空 集 名 的 上 界 ， 又 是 才 的 下 界 ; 但 


是 ， 人 当然 豚 不 “ 含 ” 极 大 元 素 ， 又 不 “ 含 ” 极 小 元 素 . 
加 为 使 链 的 定义 更 明确 ， 译 文 稍 作 铺 陈 。 一 一 译 者 注 


。18 ， 


半 序 集 这 个 术语 往往 用 于 任意 集 族 ， 这 时 集 族 当然 被 认为 是 集 
包含 关系 己 下 的 一 个 半 序 集 。 于 是 ， 集 族 .oz 的 一 个 极 大 元 是 一 个 
” 集 ME .mf，M 不 是 .of 中 任何 其 他 元 的 真子 集 ， 而 一 些 集 的 链 指 的 是 
一 个 集 族 罗 ， 满 足 : 只 要 4,BE 多 ， 则 不 是 4CB， 便 是 BCCA. 

(3.6) 定义 设 多 是 一 个 集 族 . 如 果 对 于 每 个 集 4 来 说 ， 
4E 多 的 充 要 条 件 是 4 的 每 个 有 限 @ 子 集 在 .多 中， 就 说 .多 是 一 个 
具有 有 限 特 征 的 族 . 

后 文 需要 以 下 引 理 . 。 

(3.7) 引 理 设 多 是 具有 限 特征 的 一 个 族 ， 有 是 .多 中 的 一 个 
链 ， 则 UE 多. 

证 ”只 要 证 明 U 乡 的 每 个 有 限 子 集 都 在 多 中 就 行 了 。、 设 F= 
{X19… 9Xa} 己 U 多 ， 那 么 在 族 中 必 存 在 集 B1,…,B,。 使 得 xjE 
Bj (ji 二 1,…,n ) ， 既 然 乡 是 一 个 链 ， 便 有 一 个 jo€{1,…,n}， 使 
对 于 每 个 二 1,…,n， 都 有 B,C B;. 于 是 FCB, E 多 .但 多 是 上 县 
有 限 特 征 的 ， 因 此 FE€. 多 ，。 口 

在 集 论 、 代 数 和 分 析 中 的 许多 问题 里 ， 并 不 能 直接 应 用 (3.2) 
形式 的 选择 公理 ， 但 某 个 等 价 公理 却 是 直接 适用 的 . 下面 我 们 列 出 
四 个 这 类 命题 ， 虽 然 它们 都 等 价 于 公理 (3.2), 只 是 由 于 历史 原因 ， 
还 是 加 上 了 “ 引 理 ”、“ 定 理 ” 等 名 称 ， 

(3.8) Tukey 引 理 凡 具 有 限 特 征 的 非 空 族 ， 都 有 一 个 极 大 
妃 ， 

(3.9) Hausdorff 极 大 性 原理 凡 非 空 半 序 集 都 包含 一 个 极 大 
链 . 

《5.10) Zorn 引 理 各 果 一 个 非 空 六 序 案 中 的 每 个 链 帮 有 上 
界 ， 则 这 个 集 必 有 一 个 极 大 元 素 . 

(3.11) 和 良 序 定理 (Zermelo ) ”每 个 集 都 可 良 序 化 ， 也 就 是 


eo—— ———— 


个 设 有 一 个 集 严 ， 如 果 或 者 已 = 名， 或 者 存在 rEN 以 及 {1,2,…,n} 
到 已 上 的 1-1 函 数 ， 则 称 王 是 有 限 的 。 见 (4.12)。 
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说 ， 如 果 5 是 一 个 集 ， 则 SS 上 必 存 在 某 个 良 序 关 系 去 . 

(3.12〉 定理 下 列 五 个 命题 彼此 等 价 ， 

《i)》 选择 公理 ，; 

Cii) Tukey 引 理 ; 

(iii) Hausdorff 极 大 性 原理 ; 

(iv) Zorn 引 理 ; 

《vy) 良 序 定理 ， 

证 我 们 依次 证 明 : (1) 列 涵 (ii)，(ii) 冀 泣 (iii )， (iii)7 列 浙 
Civ)，(iv) 萄 涵 (v)， 最 后 (v) 列 涵 (i)， 最 难 证 明 的 是 (i7 殖 浊 
(11), 

设 蛋 ) 成 立 ， 假 定 (ii) 不 成 立 。， 则 存在 一 个 没有 极 大 元 的 具有 限 
特征 的 非 空 族 多 ， 对 于 每 个 FE ， 命 必 r 二 {EEF :RSE)。， 那 
么 {A 7: FE } 是 非 空 集 的 一 个 非 空 族 ， 所 以 根据 (i) 便 有 一 个 定 
尽 在 多 上 上 的 本 数 六 使 对 于 每 个 FE. 儿 ，FFE)E.ogr 这样， 对 于 
每 个 FE 多 ， 便 有 FHF)E ZF. 

” 设 有 .多 的 一 个 子 族 .f， 如 果 它 具有 以 下 三 个 性 质 ， 则 称 .zf 是 
归纳 的 (f-inductive ) ， : 

(1 BE.S, 

(2) AE 5 到 涵 1( 4A)E€.4，; 

(3 ) 一 个 链 乡 cf 药 涵 UBE.Y. 

既然 多 非 空 ， 又 台 有 限 ， 而 且 (3.7) 成 立 ， 族 多 有 力 是 了 归纳 
的 ， 命 和 o 一 人 (4 :5 是 1 归纳 的 ;二 {4E. ， 对 于 每 个 归纳 族 .5 ， 
AE.4}。， 容 易 看 出 ，.Y 0 是 1 归纳 的 ， 于 是 .4 o 是 最 小 1 归纳 族 ， 所 以 
含 在 .Yo 中 的 任意 一 个 1 归纳 族 必 定 就 是 4。 我 们 将 反复 利用 这 一 
事实 来 证 明 .4 是 一 个 链 ， 

命 

ACEC.I01BE.A 及 B 持 4 纺 涵 1(B)CC A4). 
我 们 断言 : 如 果 4E.X， 又 CE.4 。， 那 么 不 是 C 守 4， 便 是 从 A) 
C. 为 了 证 明 这 一 断言 ，i 设 46E. 知 ， 并 规定 


的 ， 


24=(CE.xo:CC ARICA TC). 

只 要 证 乡 , 是 归纳 的 就 行 了 .因为 ZE.8o， 而 且 人 GCAhA， 记 以 多， 
满足 (1). 设 CEg,。， 则 或 有 C 持 4， 或 有 C= 二 4， 或 有 fA)CC. 
如 果 C 和 家 4， 那 么 HKC)C4， 这 是 因为 4E 和 六、 如果 C=4， 那 么 
f(A)CHCC). 如 果 f4) 忆 C， 那 么 1 作 A) 忆 1(C), 这 是 因为 CCfHCCY. 
于 是 在 每 种 情况 下 都 有 fC(CYE 4， 所 以 9s 又 满足 (2)， 青 设 坎 是 
乡 ,中 的 一 个 链 ， 则 或 者 对 于 每 个 CE 络 ， 有 CC 忆 A, 在 这 种 情况 下 ， 
UU 多 CA; 或 者 存在 CE 女 ， 使 得 1( 4)CCCU 多 . 于 是 U 多 Ei 
所 以 4 也 满足 (3)， 因 而 我 们 推 得 多, 旦 归纳 的 ， 可 见 多 4 二 .8 0. 

其 次 我 们 断言 2 二 .4 。， 我 们 来 证 明 .2 是 f 归纳 的 ， 从 而 便 证 
明了 这 一 断言 。 既 然 必 没有 真子 集 ,显然 满足 (1)， 又 设 4E .5 
并 设 BE.5 ,满足 B 宇 f(A4)， 由 于 BE.8o= 二 多 ,， 便 有 BCA( 包 含 关 
系 帮 4)CB 不 可 能 ) .如果 了 B 琢 4， 则 由 .和 2 的 定义 得 出 厌 瑟 一 4C- 
f( 4y， 如 果 B 一 4， 那么 1CB) 忆 14)， 在 两 种 情况 都 成 立 包含 关系 
fCB)CICA)， 所 以 1(A)E 2， 由 此 对 于 .加 ，(2) 成 立 ， 再 设 绥 是 
2 中 的 一 个 链 ， 并且 BE .4 ,具有 性 质 B 宝 JU 罗 ， 因 为 对 于 每 个 46E 
多 ， 有 BE.x oo 二 多 。 所 以 或 者 对 于 菜 个 4E 绍 ，BC 4， 或 者 对 于 
任意 4E 家 ，f(4)C 了 B， 如 果 后 者 成 立 ， 我 们 应 得 到 

BE UBCU {1 A: AE BSB, 

”这 不 可 能 。 于 是 有 某 个 4E 罗 ， 合 于 BC4. 如 果 B 持 4， 则 由 于 
AE 2， 我 们 就 有 fC(B)CCAC U 窟 如果 B=4， 则 BE 入 ， 而 且 
U 且 E.y=9G8， 由 此 推出 KB)CU 有 (日 罗 CCB 不 可 能 ). 于 是 
在 两 种 情 癌 下， 我们 都 得 到 1B)CU 家 ， 从 而 U 有 E. 和 5 这 就 证 
明了 .2 也 满足 (3)， 因 此 .2 是 1 归纳 的 ， 而 且 .一 .4 

根据 上 述 论 证 ， 我 们 得 出 结论 : 如 果 AE .4o 王 和， 又 BE.Gn 
一 9 4， 那么 不 是 BC 4， 便 是 4CTC4DCB， 因此. 和。 是 一 个 链 ， 命 
MM 二 84o， 因 为 .Yo 是 1 归纳 的 ,所 以 (3) 意 味 着 ME.#o。。 应 用 (2)， 
我 们 有 U.x oo 一 愉 守 1(NM)E.Z。， 这 个 矛盾 证 明了 (更 涵 (iiy 这 一 
事实 ， 
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其 次 证 (ii) 列 涵 (iii)， 设 (P,<s) 是 任意 一 个 非 空 半 序 集 ， 我 们 
要 证 ?包含 一 个 极 大 链 . 由 Tukey 引 理 立 即 得 出 这 一 绪论 ， 因 为 也 
中 的 一 切 链 所 成 的 族 ， 是 具有 限 特征 的 一 个 非 空 族 [BEB， 且 
对 于 每 个 x€ P，{x}€ 儿 ). 

为 了 证 明 (iii) 蕴 涵 (iv)， 设 (P, 夺 ) 是 一 个 非 空 半 序 集 ， 而 它 
的 每 个 链 有 上 界 ， 根 据 (iii)， 有 一 个 极 大 链 MCP， 命 是 放 的 一 
个 上 界 ， 则 m 是 了 的 一 个 极 大 元 素 。 因为 如 果 有 xE€ PP， 能 使 mx， 
而 m 三 Xx， 那 么 MU {x} 便 是 真 包 含 M 的 一 个 链 了 ， 这 与 M 的 极 大 性 
相 了 矛盾 . 

为 了 证 明 (ivy)? 列 涵 Cv)， 设 3 是 任意 一 个 非 空 集 ， 命 必 表 示 合 于 
WCS 的 一 切 良 序 集 ( 玉 ,二 ). 所 成 的 族 . 例如 ， 对 于 每 个 x€5， 
《 {Xx}, 《CxX,X)} ) € 乡 .然后 根据 定义 (Wi 志和 过 (Ws, 夺 :) 米 引 
进 乡 上 的 一 个 次 序 关系 ， 它 的 含义 是 : 或 者 W1=W,, 且 志 != 蕊 ,， 
或 者 存在 aEW,， 使 得 WW 一 {XEWs:xX 志 24,X 夺 8}y， 且 在 WW 上， 
忒 :与 忒 | 一致， 也 就 是 所! 性 二 ，， 我 们 说 (Ws, 夸 ;) 是 (W's, 二 1) 的 
一 个 延 拓 .读者 不 难看 出 ， 二 是 多 上 的 一 个 半 序 关系 . 

我 们 来 证 明 Zorn 引 理 可 应 用 于 半 序 集 ( 红 ,过 ). 设 多 二 1(W,， 
过 .) ,1 是 多 中 任意 一 个 (关于 过 的 ) 非 空 链 . 命 玉 = Uw,,， 县. 
<= 三， ( 不 要 忘记 每 个 二 ,是 有 序 侦 所 成 的 集 ) . 我 们 留 给 读者 
证 明志 是 W 上 的 一 个 线性 序 关系 . 设 4 是 WW 的 一 个 非 空 子 集 . 存在 
1€1， 使 4 门 玉 ,二 多， 因为 (W. ,二 ;) 是 一 个 良 序 集 ， 所 以 有 一 个 

元 素 cE 4 门 W ,， 使 对 于 每 个 *E A 站 W,， 有 a 志 , Xx， 假定 有 一 
” 素 5E 4， 适 合 b<a， 则 5EW,， 且 6 志 ,0, 所 以 b=a， 于 是 在 (W， ,2 
中 4 有 一 个 最 小 元 素 4.， 我 们 推 知 (W, 志 )E€ 乡 ， 且 是 多 的 一 个 上 

根据 Zorn 引 理 ， 乡 有 一 个 极 大 元 素 (W ,二 o)， 如 有 果 W。 二 5， 
那么 志 , 是 $5 的 一 个 良 序 关系 ， 这 便 完 成 了 证 明 . 假定 Wo 二， 命 
zE€ESN| Wo,,. 让 了 (2) 二 规 二 

=~<oU{CX za) :XE Wo lz: 
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也 就 是 说 ， 命 x 在 W。 中 每 个 元 素 的 后 面 则 《WoU{z),<)EZ 
这 村 ( 环 委 o) 的 极 大 性 矛盾 ， 因而 我 们 证 明了 Wo=5, 

还 需 证 (v) 蕴 涵 (i)， 设 {4,), :是非 空 集 的 任意 一 个 非 空 族 ， 
3 一 U A,. 又 设 受 是 $ 的 一 个 良 序 关系 .对 于 每 个 !ET， 命 史 4) 是 
4, 《甘于 良 序 关系 过 ) 的 最 小 元 ， 则 f 便 是 族 {41), .1 的 一 个 选择 
函数 ， 口 

按 下 述 方法 给 出 定义 或 构造 往往 很 有 用 处 设 将 某 个 集 环 良 序 
化 ， 则 总 是 根据 环 中 元 素 e 的 所 有 前 趋 元 素 的 定义 或 构造 ,来 给 出 
a 上 的 定义 或 构造 .下面 (3.13) 和 (3.14) 叙 述 这 个 方法 的 一 般 形 
式 . 

(3.13) 定义 设 (W, 攻 ) 是 一 个 良 序 集 ， 又 设 aEW.， 集 
1(4) 二 {XE€ 低 :X 芒 as% 志 4) 叫做 由 a 决定 的 WW 的 初始 段 . 

(5.14) 定理 ( 超 限 归纳 原理 ) 

设 ( 玉 WV, 声 ) 是 一 个 良 序 集 ， 又 设 ACW， 而 且 只 要 I(a)CA， 就 
有 acE A， 则 A 三 W. 

证 ”假定 WV 站 4 志 名 ;是 4 是 W 介 A’ 的 最 小 元 ， 则 有 I(a) 忆 4， 
所 以 cE 4. 但 是 a EW 人 4 . DD 

选择 公理 在 分 析 数学 中 或 许 并 不 起 主要 作用 ， 但 有 时 却 非常 需 
亚 它 ， 在 后 面 测 度 论 和 线性 泛 函 的 研究 中 ， 我 们 会 遇 到 这 类 情况， 
现在 我 们 举 出 选择 公理 的 一 个 直接 和 重要 的 应 用 实例 一 一 根据 
Tukey 引 理 ， 证 明 每 个 向 量 空间 都 含有 一 -个 基 . 先 叙述 几 个 严格 定 ， 
义 . 

(5.15) 定义 ”一 个 向 量 空间 〈 线性 空间 ) 指 的 是 个 有 用 三 
元 组 (X，'. ;FF)， 其 中 XX 是 一 个 加 法 Abel 群 吕 ， F 是 一 个 域 ， 而 
是 FXX 刘 久 内 的 一 个 隙 数 ( 此 函数 在 (a,x) 的 值 用 x 表示 )， 并 并 
足 条 件 ， 对 于 QBEF, x,y€X, 有 : 

( i) a(lx+y)=axt+tay; 
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(ii) Ca++)x=axtBx, 

(iii) CC6x) 一 (CDD)X; 
， (iv) 1x=Xx， 其 中 1 是 F 的 乘法 单位 元 . 
XX 的 元 叫做 向 是 ，F 的 元 叫做 纯 量 ， 运 算 .叫做 纯 量 本 法， 我 们 简 
称 XX 是 域 F 上 的 一 个 向 量 空 间 . 

(3.16〉 评注 ”在 向 量 空间 中 我 们 有 0x 二 40 二 0， 这 是 因为 
0x 二 C0 十 0)x 二 0x 十 0x， 而 0&0 二 aC0 十 0) 二 a0 十 a0， 又 Qa 半 0 及 x 王 0 
蕴涵 &x 二 0， 这 是 由 于 ， 不 然 的话 我 们 该 有 x=1xX= (4 'a)x= 
ai(0x)=a~ 10=0. 

(3.17) 例 (a) 设 F 是 任意 一 个 域 ,nEN,X=F"， 对 于 文中 
的 二 (X19 9K) 3) 二 (yi19''' yn) 及 CEF, 定 义 x 十 一 (xi 十 71， 
gy) X= (OX AX,). 删 和 是 天上 的 一 个 向 量 空间 ， 

(b) 设 F 是 任意 一 个 域 ，4 是 任意 一 个 非 室 集 ，XX=F4， 对 于 
fs,gEX，aEFP 以 及 一 切 xE€A， 定 义 (f+8)(x)=f(x) 十 8(x)， 
(Ca)(x) 二 Qf(x)， 则 XX 是 F 上 的 一 个 向 景 空间 ， 注 意 (a) 是 (b) 当 
4= 《1 …， ,0} 时 的 特殊 情况 ， . 

(c) ” 设 久 = 有 RR 中 的 普通 加 法 ，E==Q， 对 于 XE€ R，a€%，, 
设 ax 是 R 中 的 普通 乘积 。 则 R 是 0 上 的 一 个 向 量 空间 . 

(3.18) 定义 设 X 是 F 上 的 一 个 向 量 空间 ， 4 是 和 的 一 个 子 
集 、 如 果 对 于 4 的 互 异 元 素 所 成 的 每 个 有 限 子 集 《XI19X2 9 9 
的 元 素 所 成 的 每 个 有 限 序 列 (Caiy cz，… cs)， 等 式 > QiX; 二 0 获 
涵 等 式 a, 二 0 二 … 一 0, 一 00， 就 说 4 ( 在 F 上 ) 是 线性 无 关 的 ， 一 
个 非 空 线性 无 关 集 B， 如 果 B 挟 ECX 蕴 涵 E 非 线性 无 关 ， 就 叫做 F 上 
义 的 一 个 Hamel 基 (或 简称 为 基 〉) @， 可 见 ，Hamel 基 乃 是 一 个 极 
大 线性 无 关 集 . 


四 这 一 基 的 概念 ， 是 由 德国 数学 家 G .Hamel (1877 一 1954) 提出 
来 的 。 一 一 译 者 注 
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(3.19) ”定理 ”至少 有 两 个 元 素 的 每 个 向 量 空间 都 含有 一 个 
Hame] 基 ， ; 

证 设 向 量 空间 X 人 至 少 有 两 个 元 素 ， 又 设 X 中 x 才 0。， 则 (3.16) 
表明 {x} 是 一 个 线性 无 关 集 ， 于 是 X 的 一 切线 性 无 关子 集 所 成 的 族 
多 非 空 ， 出 线性 无 关 定 义 立即 推 知 多 是 具有 限 特征 的 ，Tukey 引 
理 说 明 多 含有 一 个 极 大 元 ， 也 就 是 说 ， 和 含有 一 个 基 。， 口 

(3.20) 定理 设 X 是 域 F 上 的 一 个 向 量 空间 ，B 是 F 上 义 的 一 
个 Hamel 基 .， 则 对 于 每 个 x<EX， 存 在 8 到 FF 内 的 唯一 函数 a， 使 除 
对 于 有 限 个 5€ B 以 外 ， 都 有 a(lb) 一 0， 而 且 x 一 三 CC17b， 换 句 话 
说 ，x 可 以 唯一 地 表 成 B 的 元 的 有 限 线 性 组 合 . 

证 设 xEX， 如 果 xEB， 则 定义 alx)==1， 而 对 于 LE€B， 
bp 夺 X， 定 义 &(b) 二 0. 那么 (1D8 一 1 一， 假定 x B， 则 BU {x} 
非 线 性 无 关 ， 所 以 存在 一 个 有 限 集 {x x1sx2，…，x,} 忆 BU{x} 和 一 
个 不 全 为 零 的 有 限 序 CBBis Bb, ) EF, 满足 Bx 二 Bix 1 十 *… 
二 Bax, 二 0. 既然 B 是 线性 无 关 的 ， 我 们 马上 看 出 B 志 0， 因 此 x= 
一 8-1B1X1 一 … 一 BpB"!1B,X,， 现 定义 a(*;)= 二 一 68" 1B;(j 二 1,*… ,1n)， 


而 对 于 bE BN {X19… xX, ， 定 义 a(b) 二 0。 那么 x* 二 2 Q(b)b。 这 
就 证 明了 命题 中 4 的 存在 性 ， 


为 了 证 明了 瞧 一 性 ， 假设 > 1 (b= , Qa (65)=L, 则 


对 《Q1(b) 一 G2(b))6 一 0， 这 乃 是 B 的 元 素 的 一 个 有 限 线性 组 合 . 


根据 线性 无 关 性 ， 对 于 每 个 bE€ B， Qa.(b)— a,(b)=0, 因而 a 和 和 a， 
是 周一 个 函数 ， DD . 

(3.21) 习题 已 知 非 空 集 4 和 域 F, 设 2 是 4 的 子 集 ， 它 包 
括 使 集 {eE .4: f(a) 关 0} 为 有 限 的 那些 函数 . 设 8 中 的 线性 运算 是 
(3,17.b) 中 的 运算 ， 证 明 ，8 是 F 上 的 向 量 空间 ， 表 证明 ， 每 个 向 
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量 空间 与 茶 个 向 量 空间 8 在 向 量 空间 意义 下 同 构 @. 

《3.22) 习题 试 证 ,如 果 P 是 一 个 集 ， 委 是 P 上 的 一 个 半 序 

(3.23) 习题 设 (L, 世 ) 是 一 个 线性 有 序 集 ， 试 证 ， 存在 一 个 
集 WCL， 使 得 二 良 序 化 W， 并 且 使 对 于 每 个 *EL， 有 y€W， 适 合 
xs?。 

《3.24) 习题 设 G 是 一 个 群 ， 互 是 G 的 一 个 Abel 子 群 。 试 
证 : 存在 G 的 一 个 极 大 Abel 子 群 ] 了 ， 使 得 HCJ， 也 就 是 说 ，J 是 
Abel 群 ， 但 没有 适合 J 翌 用 的 子 群 有 x 是 Abel 群 . 

《3.25) 习题 证 明 以 下 断言 等 价 于 选择 公理 ， 如 果 A 和 A 和 8B 是 
两 个 非 空 集 ，f 了 是 4 到 B 上 的 一 个 函数 ， 则 存在 B 到 A 和 4 内 的 一 个 函 
数 g， 使 对 于 每 个 EB， 有 8 (3 Ef-1(y )， 

(3.26) 习题 设 X 是 域 F 上 的 一 个 向 量 空 间 ，A 和 是 XX 的 一 个 
韭 空 线性 无 关子 集 ，S 是 久 的 一 个 子 集 ， 且 的 每 个 元 素 是 S 的 元 
索 的 有 限 线性 组 合 ( 称 集 S 张 成 六 ) ， 假 定 ACS, 试 证 : 叉 含 有 
一 个 Hamel 基 了 3， 且 4CBCS. 


$4 基数 与 序数 


正如 (2.16 ) 所 指出 的 ，1-1 对 应 的 两 个 集 ， 尽 管 可 能 是 截然 
不 同 的 实体 ， 但 是 ， 根 据 任 何 纯 集 论 性 质 ， 它 们 却 是 不 能 区 别 开 
的 。 这 了 就 导致 以 下 定义 . 

《4.1) 定义 ”对 于 每 个 集 4A， 我 们 予以 一 个 记号 ,叫做 和 A 的 基 
数 ， 使 得 两 个 集 4 和 B 附 有 同一 记号 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 1-1 函 
 @ 设 洁 和 盛 * 是 严 上 的 两 个 线性 空间 ， 克 1 到 大。 上 的 一 个 同 构 指 

的 是 满足 以 下 条 件 的 卫 ! 到 江上 的 一 个 1~-1 上 映射 对 于 任意 x ,yE€ 

六 ,和 任意 aEF， 

(1) T(zT+y)= T(zT)+ TYy), 


(11) TOCT) =QT(T), 


从 线性 空间 的 性 质 来 说 ， 同 构 的 线性 空间 是 无 差异 的 ， 
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数 了 了， 适合 

domj= A,， rngf= 了。 
我 们 记 4 一 了 ， 指 的 是 存在 这 样 的 一 个 1-1 函 数 ， 如果 A~ 了 3， 
就 称 4 和 如 等 价 (或 称 对 等 、 等 势 、 具 有 相同 基数 (性 )、 园 权 ) . 
我 们 用 4 表示 4 的 基数 ， 这 样 ，4= B 指 的 是 4 和 ~ B. 

(4.2) 例 对 于 某 些 常见 集 ， 须 用 专门 记号 来 记 它 们 的 基数 。 
比如 ， 名 二 0 ; 对 于 每 个 mnE N, (1T,2，…，ny 一 1 ， 和 一 cardV; 
R = c〈 连续 统 的 基数 ) @， 

(4.3) 评注 读者 如 果 细 想 一 下 恒 等 函 数 、 反 图 数 及 合成 函 
数 ， 就 容易 验证 : 〈4.1) 所 定义 的 集 等 价 ， 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传 
递 的 ， 这 个 事实 说 明定 义 (4.1 7) 的 合理 性 和 实用 的 广泛 性 ， 

(4.4) 评注 上 述 基 数 定义 多 少 有 点 含糊 不 清 ， 因 为 其 中 并 
没有 和 弄 清 这 些 所 谓 “ 记 号 ”的 确切 含义 ， 由 于 我 们 研究 集 论 时 采用 
直观 方法 ， 某 些 这 种 模糊 性 是 不 可 和 避免 的 . 不过， 对 目前 来 说 ， 这 
一 定义 也 就 够 用 了 . 公理 集 论 中 有 一 种 说 法 是 ， 一 个 集 的 基数 被 认 
为 是 一 个 很 特别 的 良 序 集 一 一 等 价 于 已 知 集 的 最 小 序数 . 

下 面 我 们 定义 基数 的 一 个 序 关 系 . 

(4.5) bs 设 t ，ov 是 两 个 基数 ，U，V 是 两 个 集 ， 且 U 
二 44，V 二 9， 我们 记 u 二 vo 或 b 之 uw， 表 示 U 等 价 于 V 的 某 个 子 
集 . % 卉 凑合 尖 关 系 可 和 | 本 定义 是 非 二 义 性 的 ， 我 们 用 < "或 
1 六 寻 表 未 UD ， 且 UW 大 5， 

(4.6) 定理 设 u，v»*，w 是 基数 ， 则 ， 

(i UA, 

GDH 世 jb 及 tv 过 vw 蕴涵 1 过 w. 

证 ， 留 作 习 题 . 

(4.7) 定理 (Schr5der-Bernstein ) 设 4，? 是 两 个 基数 . 

后 文中 除去 这 上 几 种 专门 记号 之 外 ， 常 用 德 文 花 体 小 号 字母 表示 基数 。 

一 一 译 者 注 
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如 果 + 三 0，D 志 tt ， 则 妇 = 二 弛 ， 

证 设 U，V 是 两 个 集 ， 且 U0U=u，,，V = v， 根据 题 设 ， 存 在 
两 个 1-1 函 数 了 了 和 8 ,使 得 domf=U ，rngfCY ，domg 一 Y ， 
rnggCU. 根据 以 下 规则 定义 儿 2(U) 到 2Z(U ) 内 的 一 个 函数 92: 

2o(E)=ITnCgGTnCKE2) 7 YY. (1 ) 
容易 看 出 

ECFCUD 北 涵 YCED)CYCF)， (2) 

命 多 二 {EE€ BL(U):EC9P(EB)}. 注意 到 名 € 儿 , 然后 设 D= U2， 
因为 对 于 每 个 EE€ 多，ECD， 所 以 由 ( 2 ) 可 推出 对 于 每 个 EE€ 9%， 
ECPCE CP(D). 因此 DC2C(D)7)， 再 应 用 (2 )， 我 们 有 9%(D)CC 
9C9(D))， 所 以 9CD)E 多 ， 于 是 我 们 有 反 向 包含 关系 D= U9 多 
一 PC(D)， 因 而 9(D)= D， 根据 (1)， 这 意味 闭 

D=UN{eV ND DY). 
这 样 ，0I D'=gCYn (1(D))')， 由 此 可 见 U 上 按 下 式 
f(x), xeD, 

nx)={ 
有 :Cx), xeU (1D’, 

定义 的 函数 及 是 1~1 的 ， 而 且 是 映 满 V 的 . 吕 

Schrsder-Bernsteia 定 理 的 证 明 并 不 需要 选择 公理 . 它 也 没有 
说 明 我 们 想 了 解 的 有 关 基 数 比 较 的 全 部 知识 。 它 无 非 断 训 < "各 
9 之 不 能 同时 成 立 ， 为 了 证 明 任意 两 个 基数 实际 上 都 是 可 以 比较 
的 [如 (4,8) 所 说 )， 就 需要 选择 公理 了 , 

(4.8) 定理 设 4，+ 是 两 个 基数 ， 那 么 不 是 4 三 9 ， 便 是 
DU, z z 

证 设 U，V 是 两 个 集 ， 且 = ，V=v，,， 命 9 表示 合 于 
domfCU 及 rngfCV 的 1~1 函 数 f 全 体 所 成 的 族 . 容易 看 出 3 是 具 
有 限 特征 的 一 个 族 ， 从 而 根据 Tukey 引 理 《3,8) ， 针 含有 一 个 极 
大 元 h， 我 们 断言 不 是 domh = 二 U， 便 是 rngh 二 V。 设 阁 个 然 ， 则 
存在 xEUN(domh) 及 yEYV( 几 (rngh) ,但 男 一 方面 却 有 有 
nyU{(x,y)}E 3G， 与 的 极 大 性 相 了 矛盾 。 于 是 上 述 断 言 成 立 ,。 如 果 
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domf 二 UU, 则 也 表明 Y 入 " . 如 果 ragh 一 六 则 1 :表明 mw 和 tu ， 
口 

(4.9) 定理 基数 的 序 关 系 委 使 基数 所 成 的 任意 集成 为 一 个 
线性 有 序 集 . 

证 本 定理 无 非 是 定理 (4.6)，(4.7) 和 (4.8) 的 简单 综合 ， 

以 下 定理 表明 ， 不 可 能 存在 一 个 最 大 基数 . 

(4.10) 定理 (Cantor) 设 U 是 任意 的 一 个 集 ， 则 U 过 
BU) . 

证 因为 当 U 二 QG 时 ， 儿 (ZB) = 1>0 一 多 ， 所 以 假定 U 二 


ZG， 设 t= 二 口 ，9 二 儿 (U)，U 上 由 f(x) 一 {xX}E€92PLU) 所 定义 
的 函数 了 是 1-1 的 ， 所 以 4t 委 ". 倘 革 tt 二 ,那么 必 存 在 一 个 
(11-1 的 ) 函数 及 ， 使 domh 二 U，rngh 二 多 (U)， 规 定 
S={xXE€EU:x Eh( x))., 

由 于 SCU (可 能 有 5S =  )， 就 有 SE 多 CU)， 寺 是 ， 因 为 朋 是 
到 多 (UU) 上 的 ， 所 以 存在 一 个 元 素 a€EU， 使 h(a ) 一 9S。 只 有 两 种 
可 能 : 不 是 aE S， 便 是 a#.S， 如 果 aES， 则 根据 S 的 定义 ， 有 
agh(a) 二 S$S、 因 此 a 5S. 但 S 是 集 pCa)， 所 以 GE&RhCa)， 这 又 
推 电 a€ 5， 这 个 矛盾 说 明了 了 ， 从 而 证 明了 tw 三 v.。 品 

(4.11) 评注 直觉 集 论 具有 一 些 著名 的 悖 论 , 而 在 公理 集 
论 中 ， 由 于 排除 了 “ 太 大 ”的 那些 “ 集 ”， 就 如 开 了 这 些 熟 知 全 
论 ， 比 如 说 ， 设 C 是 基数 全 体 所 成 的 “ 集 ”， 对 于 每 个 E C， 命 
Aa 是 合 于 4u = 二 tt 的 一 个 集 ， 定 义 

B=Ut{Ag:u EC) 
全 5 一， 因为 As B， 所 以 对 于 管 个 基数。 波及 
结论 与 定理 (4.10 ) 相 违 背 ， 问 题 出 在 “ 集 ”C“ 太 大 ”了 . 

灾 款 上 这 个 集 非 党 攻 常 之 天， 本 书 没 有 必要 考虑 这 么 天 的 一 此 人 

(4.12) 定义 设 S 是 一 个 集 ， 如 果 S = 外 ， 或 者 对 于 某 个 
nEN, 5S=n={1，2，…，7}， 就 说 S 是 有 限 的 .如 果 一 个 
集 不 是 有 限 的 ， 就 说 是 无 限 的 或 无 穷 的 . 
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Tarski 和 Dedekind 给 出 了 以 下 “有 限 ” 和 和 “无限” 的 定义 ， 
其 中 没有 提 到 自然 数 ， 我 们 叙述 成 为 定理 . 

《4.15) 定理 设 S 是 一 个 集 ， 则 : 

(j) (Tarski) 集 S 有 限 的 充 要 条 件 是 S 的 每 个 非 空子 集 
族 含有 一 个 极 小 元 . 

(ii) 《Dedekind)〉 集 $S 无 限 的 充 要 条 件 是 8 等 价 于 它 的 某 
个 真子 集 . 

证 留 作 习题 . (利用 (4.15). ) 

(4.14) 定义 设 $S 是 一 个 集 ， 如 果 或 者 S 是 有 限 的 ， 或 者 S 
二 NN 二 cardN， 就 称 S 是 可 数 的 ,不 是 可 数 的 任意 集 是 不 可 数 的 . 设 
S 是 一 个 集 ， 如 果 5S =cardN, 就 称 9 是 可 数 无 限 的 (或 称 可 列 的 )。 
设 $ 是 可 数 无 限 集 ，f 是 N 到 S 上 的 一 个 1-1 通 数 ， 则 序列 (x.)( 这 
里 Xx, 二 1 )) 叫 做 5 的 一 个 板 举 ， 可 注意，X: 计 Xn《n 二 1 ), 

(4.15) 定理 ” 凡 无 限 集 都 有 一 个 可 数 无 限 子 集 ， 

证 设 4 是 任意 的 一 个 无 限 集 ， 根 据 归 纳 法 。 我 们 来 证 明 : 对 
于 每 个 arE N， 存 在 一 个 集 4, 志 A ， 使 A, 二 hn， 实际 上 4 二 名， 所 
以 存在 A1 忆 A， 如 果 A4, 二 A， 并 且 A, 一 n， 那 么 既然 4 是 无 限 集 ， 
便 存 在 一 个 元 素 xXEANA, ， 命 A 1 二 A,U {x}， 我 们 有 Ar41 忆 A， 
并 且 As+1 二 十 1, : 和 

其 次 设 {14,}。ewn 是 A 的 如 上 所 说 的 任意 一 个 子 集 族 ， (请 留 
意 ， 在 挑选 这 个 族 时 ， 应 用 了 选择 公理 . ) 对 于 每 个 nE N， 规 定 


B,= A,s Nn( 【 A,t ) 问 
那么 族 {1B,)。.x 是 4 的 一 个 两 两 不 相交 的 子 集 族 ， 并 且 对 于 每 个 
nmEN， 我 们 有 
B,D>4d，* 一 三 4: 一 2 一 三 2 一 2 一 (2 一 1 )=1,， 
所 以 每 个 B, 非 空 ， 把 选择 公理 应 用 于 {B,) ,wn， 可 以 得 到 一 个 选择 
函数 f， 那 么 是 N 到 A 和 内 的 一 个 1-1 映 射 ， 所 以 rngf 便 是 A 的 一 
* 30 、 YY ~ 


i 


个 可 数 无 限 子 集 ， 口 i | ” 

《4.16) 推论 。 如果 & 是 任意 一 个 无 限 基数 ( 中 一 个 无 限 集 的 
基数 ) ， 则 cardVs 委 a. z 

(4.17) 定理 可 数 集 的 任意 子 集 也 是 可 数 的 . | 

证 设 4 是 任意 一 个 可 数 集 ， 并 且 BCA. 如 时 8B 是 有 限 集 ， 
则 B 可 数 。 因 此 假定 B 是 无 限 集 ， 那 么 4 力 是 可 数 无 限 集 ， 设 (a,) 
是 和 4 的 一 个 榴 举 ， 递 推定 义 入 到 B 上 的 一 个 1-1 浮 数 了 如 下 : 

fC 1 )=an， 其 中 nl 是 使 4a,.EB 的 最 小 的 n€EN; fk 十 1)== 
ax, 其 中 ni44 1 是 使 a. EBN (ar，a;，…，、，0ns) 的 最 小 的 nEN，、 
口 

(4.18) 定理 “Cartesian 有 乘积 N XN 必 是 可 数 集 ， 

证 须 证 N~NXN。 为 了 证 明 二 者 等 价 ,我们 可 按照 f(m,n) 
一 2” -1(2n 一 1) 定义 NXN 到 N 上 的 映射 . 因为 每 个 正 整 数 
等 于 2 的 一 个 乘 宽 ( 有 可 能 是 零 次 暴 ) 乘 以 一 个 奇数 ， 所 以 了 是 到 
N 上 的 ， 可见 了 是 1-1 映 射 ， 不 然 的 话 就 访 有 一 个 既是 偶数 又 是 奇 
数 的 整数 了 ， 口 

(4.19) 引 理 如 果 4 是 任意 一 个 非 空 可 数 集 ， 则 存在 六 到 4 
上 的 一 个 上 映射. 

证 ”既然 4 可 数 ， 所 以 存在 4 到 六 内 的 一 个 1-1 上 映射 8 设 
oaEA4， 在 N 上 定义 了 为 


jC) (EE nerng g， 
Fi 一 
a, n¢rngg。 0 


(4.20) 引 理 如 果 A，B 是 两 个 非 空 集 ， 并 有 旦 存在 A 到 B 上 
的 一 个 映射 1， 则 4 之 B. 

证 设 8 是 族 {f-1(b5));es 的 一 个 选择 函数 . 则 8 是 B 到 A 和 A 内 
的 一 个 I-I 上 映射 . ” 口 

(4.21) 定理 ”可 数 集 的 任意 可 数 族 的 并 也 是 可 数 集 ， 这 就 是 
说 ， 如 果 {A,} :是 一 个 集 族 ， 而 了 本数 ， 并 且 每 个 4 可 数 ， 那 么 
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人 一 山 , 4 也 用 数 ， 


证 设 {4} 4,41 是 定理 中 的 集 族 ， 显 然 可 假定 1 和 每 个 4; 都 
非 空 ， 利 用 引 理 (4.19)， 可 以 得 到 映射 ;和 8 ， 它 们 满足 人 条件， 对 
于 任意 iE€1,， domfi 二 domg 二 N， rngg 二 ]，rngf: 一 A;, 在 NX 
入 上 定义 有 为 hCmyn)=JrmwyCn)， 则 是 到 A 上 的 ， 由 (4,20》 
和 《4,18 ) 可 推出 z 


A< NXN = cardN, 
根据 (4.16 ) ，A 可 数 . 口 
(4.22) 推论 下 列 各 集 都 可 数 ， 
(i ) Z， 整 数 全 体 的 集 ， 
(ii ) @， 有 理 数 全 体 的 集 . 
证 我们 有 
Z=NU{O0}U{—n:n€N)} 


0=U 代 :mez}). 0 


竹下 寺 


下 面 引进 基数 的 算术 运算 . 我 们 将 看 到 ， 无 限 基数 的 算术 是 非 
常 简单 的 . 

(4.23) 定义 、 设 a，5b 是 两 个 基数 ，A，B 是 两 个 集 ， 且 4 
一 a， B= 二 $， 如 果 ANB=， 则 规定 a 十 8 二 A UB， 并 规定 
gb=AXB 有 at = CAD. 

”容易 证 明 上 述 定义 不 会 产生 歧义 ， 此 外 顺便 指出 ， 4 十 日 总 是 
有 定义 的 ， 因 为 总 可 求 出 适当 的 不 相交 的 两 个 集 4 和 BB， 率 实 上 ， 
如 果 A 介 B 圭 名 ， 那 么 只 楼 规定 Ao 一 1(6,0):a€ A}，Bo 二 {(b,1): 
b€B}, 便 得 到 A ~Ao， B ~B,, 并 且 A， NB,= YZ, 

(4,24) 定理 设 4 ，v 和 Ww 是 任意 的 三 个 基数 ， 则 ; 
(Ci) 苹 十 (二 和) 一 (4 二 六) 二 各 ; 


(ii) 刀 十 D 一 十; 
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G7) CVD+m = 二 UV: 

《iv) UCVWm)= HU 9)W, 

(vy) UD=)U; 

(yi) 29UuUW—=u? 1+, 

(vii) UV oD sty v)W, 

Cviii) (uD)M=w uD., 

(ix) Vs 和 0 蕴涵 长 十 芭 委 bb 十 和 

(x) <n 草 酒 msnm， 

(xi) Vs 和 蕴涵 芭 由 和 9m 

《xii) 怪 委 3 脂 涵 部 负 < 魏 阅 9 . 

证 通过 规定 适当 的 1-i 映 射 ， 这 十 二 个 结论 ， 都 可 得 到 证 明 . 
我 们 以 证 明 (viii) 为 例 ， 其 余 十 一 个 留 作 习 题 . 

设 U,，V 和 W 是 三 个 集 , 而 UU=uw,，V=v，,，W 一 ,人 须 证 
CUDY~UW” 为 此 ， 在 (U”)” 上 规定 映射 9 为 

P=gEU TY 
其 中 
gCY2)E HY EU, (y,2 EVXW 

于 是 9 是 到 UY*” 上 上 的， 这 是 因为 ， 如 果 gEUY*”， 则 只 要 这 样 规 
定 W 上 的 函数 了 就 行 了 ， 了 在 zE 风 处 的 值 是 六 上 的 函数 ， 对 于 每 
个 yEV， 这 个 值 等 于 gC(y,2)EU， 所 以 9( 1 了) 二 8. 为 了 渐 定 9 是 
1-1 的 ， 假 定 在 (0Y)” 内 ，f ,三 f;; 则 有 一 个 zo EW， 使 (zo) 二 
f(zo)， 因 为 在 V 上 这 两 个 了 活 数 是 不 同 的 ,所 以 必定 有 一 个 yo EV， 
使 f(z0o)(y0o) 二 fo《2o)Cyo)， 于 是 [9(f1DICyoszo) 夺 (9(f,))(yo， 
2o)， 因 此 2(f 和 2C1f ) 是 不 同 的 函数 。 口 

《4.25) 定理 如 果 a 是 任意 一 个 基数 ， 则 ea <20 ， 

证 设 4 是 一 个 集 ， 且 4 一 ae. 由 (4.10) 可 知 a<< 终 (4)， 
而 24 = 二 《(0,1}4} 因此 只 要 征明 多 (4)~(0,1}4 就 可 以 了 . 在 
到 (4) 上 定义 图 数 2 为 

P(E)=éEy E€{0,1}4, ECh, 


* 833 : 


如 同 (2.20 ) ， 这 里 
1 9 XEEB, 


0, XEANE’, 口 


以 下 我 们 考虑 基数 c 一 R. 读者 要 预先 了 解 $ 5 中 及 的 详 细 构 
造 以 及 R 的 有 关 性 质 ， 
(4.26) 定理 命 
J)0,1(= {x ER:0<XZ1}, 
(0,1(={xXE€R:0RXxZ1}, 
(0,1)= {x ER:0RXE1}., 


则 730,17C=050,1C=(C0,1)= e. 
证 定义 函数 了 为 J(x) 一 2 二 2 ，f 是 )0，1( 到 R 上 的 


1-1 映 射 . 因此 0,1(=RR=¢， 由 不 等 式 ¢c==】0, 1[ 志 (0,1( 
忒 (0,1] 之 R=¢c 和 Schr6der~Bernstein 定 理 便 得 出 其 余 结 论 . 
日 


EaCx)={ 


《4.27) 定理 2cardN 一 (. 
证 命 4={(0,1)Y。 定 义 (4.23) 表 明 4 一 2cardN .根据 (4.26)， 


[0，TC= ,在 4 上 定义 了 为 Ko9)= 于 了， 则 ( 见 
〈5.40) ) 了 是 A 到 [0,1( 内 的 一 个 1-I 映 射 ,所 以 2cardN 入 5， 对 于 
每 个 xE( 0 ,1 (， 有 如 下 形式 的 x 的 唯一 表达 式 

x 一 工 


nm 下 多 


其 中 每 全 x, 是 0 或 1， 并 且 对 于 无 限 多 个 nE N,x, 一 0[ 见 (5.40))。 
定义 [ 0 ,1( 到 和 内 的 映射 8 为 a( x)= P99， 其 中 对 于 每 个 n€N， 
9(n) 二 Xx,。， 则 8 是 1~1 映 射 ,所 以 。 志 2cardN . 然后 应 用 Schr3der- 
Bernstein 定 理 就 得 到 2cardN 一“， 口 

下 面 指出 无 限 基数 的 几 个 稀奇 古怪 的 算术 性 质 ， 先 得 证 一 个 
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直 理 ， 

(4.28)” 引 理 如 果 也 是 任意 一 个 无 限 集 ， F 是 合 于 DNF= 
的 任意 一 个 有 限 集 ， 则 D= DUF. 

证 设 F=《y15Y2 "9yo}， 其 中 yi 二 yyC(i 夺 了 7), 又 设 C= 
{Xj:jE NN? 是 史 的 一 个 可 数 无 限 子 集 ， 其 中 Xx; 半 xj( 荆 夺 了 《4.15)。 
定义 DD 到 D UF 上 的 函数 f 为 

ys» X=Xj, 1&) <n, 
f(xX)=" Xr, X=Xij,] >h, 
%， XEDNC’. 
那么 了 是 1-1 的 、 口 

(4.29) 定理 设 a 是 任意 一 个 无 限 基数 ， 则 a 十 a 二 a. 

证 设 4 是 合 于 4A= 衬 的 任意 一 个 集 ，B 一 AX{0,1} . 那么 
B={(o,0):aEA)Ut(Co,1):aEA), 根 据 定义 (4.23)， 便 有 B 一 0 

a ， 命 于 表示 合 于 domf 忆 A 及 rngf 二 (domf)X {0,1) 的 1-1 隐 数 
f 全 体 所 成 的 集 ， 既 然 4 是 无 限 集 ， 便 存在 一 个 可 数 无 限 集 C， 使 
CCAC4.15) .由 (4.21) 可知 ，C X {0,1} 也 是 可 数 无 限 集 ， 所 
以 有 一 个 1-1 函 数 1， 满足 domf=C，rngf 二 CX{0,1).、 这 就 证 
明了 硅 名 ， 用 己 半 序 化 ,根据 Hausdorff 极 大 性 原理 (3.9)， 
3 含有 一 个 极 大 链 E， 命 8 二 UC， 容易 验证 8€3. 命 D 二 domg. 
函数 8 的 存在 性 表明 恕 = D 十 D、 因 此 为 了 完成 定理 的 证 明 ， 只 要 
证 也 = “就行 了 ， 命 已 =A4nD'， 如果 EE 有限， 那么 引 理 (4.28) 
表明 DD 二 DUE = a， 如 果 E 无 限 ,， 设 G 是 E 的 一 个 可 数 无 限 子 
集 , 又 设 了 是 G 到 G X10,1} 上 的 任意 一 个 1-1 上 映射。 那么 hh 二 JU8 
E 字 ， 且 8 至 pz。 这 与 @ 的 极 大 性 矛盾 .因此 已 有 限 ， 并 且 D= 4. 
口 

(4.30〉 推论 。 如果 & 是 任意 一 个 无 限 基数 ， 是 适合 b 专 a 
的 任意 一 个 基数 ， 则 a 十 b= a. 

证 既然 6 委 ae， 便 有 8 和 na 十 66 乏 6 十 aa 一 na。 日 

(4.31) 定理 如 果 a 是 任意 一 个 无 限 基数 ， 则 a4” 二 “一 
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证 设 A4 是 合 于 和 = 的 任意 一 个 集 。 命 宇 表 示 适 合 domjJCA 
及 rngf 二 (dom7)X(dom 了 ) 的 1--1 函 数 了 全体 所 成 的 集 。 由 于 A 含有 
一 个 可 数 无 限 子 集 (4.15), 而 (cardN)(cardN)= 二 cardN(4,18)，, 
可 网 全 志 名 ， 如 (4.29) 那 样 ， 我 们 利用 Hausdorff 极 大 性 原理 来 证 
明 3 含有 一 个 极 大 元 8 . 命 卫 一 domg. 那 么 g 的 存在 性 表明 D~DX 
D， 为 了 完成 定理 的 证 明 ， 只 须 证 D 二 a ， 命 也 =A4nD' ，9 = 
D. 如 果 EEb, 那么 (4.30) 表 明 b =6 十 B= DUE=A4= 
a ， 仅 有 的 男 一 可 能 是 b$ 过 5 (4.8)， 假 如 这 样 , 则 有 一 个 集 GCE， 


适合 G 二 hb， 妈 然 D~DXD, 可 知 59:= 6b. 于 是 DXG=GXD 
一 GXG=b, 由 (4.29) 看 出 9=b 十 b 十 b .由 此 可 见 ， 


TE 


U (GXD)UCGXG) 上 的 一 个 1-1 函 数 。 定 义 h 二 fUg,， 那么 h 
是 DUG 与 (DUG)X(CDU G) 之 间 的 一 个 1-1 对 应 .于 是 得 到 AGE 3, 
由 于 8g 宝 /1， 这 便 与 8 的 极 大 性 矛盾 ， 从 而 也 和 ， 且 b = a。， 附 图 
或 许 有 助 于 理解 证 明 . 
8 
也 一 -> | DxD 


c 一 ， GxD | GxXG 
z | 

(4.32) 推论 。 如果 a 是 一 个 无 限 基数 ， 是 适合 0 ba 
的 一 个 基数 ， 则 a 5 二 a. 

证 我 们 有 a 三 a baa=a. 口 

(4.53) 习题 试 证 : 在 集 N 上 本 节 所 说 的 基数 次 序 关 系 及 算 
术 运 算 ， 与 正 整 数 的 普通 次 序 关 系 及 算术 运算 是 一 致 的 . 

(4.34) 习题 设 a 是 适合 2 二 4 三。 的 任意 一 个 基数 . 试 


证 ， Q cardN = C ， 和 【一 24 . 


万 XG 
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C4.35) 习题 设 4 是 任意 一 个 无 限 集 ， 灾 是 4 的 有 限 子 集 
全 体 所 成 的 族 ， 试 证 , 多 = 4， 

(4.56) 习题 设 4 是 适合 4 去 的 任意 一 个 无 限 集 ， 命名 表 
示 A 和 4 的 可 数 子 集 全 体 所 成 的 族 ， 试 证 多 二。. 

(4.57) 习题 设 W 是 一 个 集 ， 假 定 P CWXW 是 一 个 关系 ， 
而 (W ,2 ) 和 (内 ，27-1) 都 是 良 序 集 ， 试 证 : W 是 有 限 集 . 

(4.38)》 习题 试 不 用 选择 公理 或 其 等 价 命题 ， 证 明 : (一 
¢. 《提示 : 利用 实数 的 小 数 表示 . ) 

(4.39) 习题 (Kinig ) 设 1 是 一 个 非 空 集 ，{4,?,er 和 
{ B,}, ,1 是 两 个 集 族 , 而 对 于 每 个 :ET, 有 4, < 之 B,. 命 4= JU 4， 


B 一 > B,. 试 证 ， A<B. (对 于 每 个 :E1, 命 x. 表示 及 到 也 
上 的 射影 映射 ， 也 就 是 说 ， 对 于 每 个 DE B， 有 #5,(b) 二 b,. 设 f 
是 4 到 了 内 的 任意 一 个 上 映射。 那么 r,o 4;) 二 B,C(4.20)， 因 之 对 
于 每 个 :ET， 存 在 cEBnCzr,oK4,)} .由 此 可 见 ， 有 ec; 作为 其 
第 :个 坐标 的 元 素 cE B 并 不 在 rngf 中 ， 于 是 不 存在 A 到 B 上 的 映 
射 . 】 
以 下 我 们 简单 介绍 一 下 序数 理论 .基数 与 序数 之 间 的 主要 区 别 

是 ， 每 个 集 都 有 基数 ， 而 只 有 和 良 序 集 才 有 序数 。 有 许多 本 质 上 不 同 
的 方式 可 将 已 知 集 良 序 化 ， 虽 然 这 个 集 仅 有 一 个 基数 ， 但 是 这 些 方 
式 的 每 一 个 却 有 它 自己 的 序数 ， 比 如 说 ， 我 们 可 按照 以 下 两 个 方式 
良 序 化 N ， 

1<2<3<… 

2<3<4 女 … 1 
第 一 个 是 普通 次 序 关 系 ， 第 二 个 除去 1 从 开头 移 到 了 末尾 以 外 ， 与 
第 一 个 完全 相同 ， 这 请 个 良 序 关系 是 不 同 的 ， 因 为 第 二 个 有 末 元 
素 ， 而 第 一 个 却 没有 末 元 素 ， 为 了 更 深入 的 研究 ， 我 们 需要 一 些 精 
确定 义 . 
(4.40) 定义 ” 设 4， 日 是 两 个 线性 有 序 集 ，4 到 B 上 的 序 辕 
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构 是 指 A 到 B 上 的 一 个 1-1 函 数 ， 它 满足 ， 如 果 在 A 中 x 二 》， 
那么 在 召 中 必 有 大 xx ) 委 大》 )， 记号 A 作 B 指 的 是 存在 这 样 一 个 序 
同 构 。 容 易 看 出 ， 关 系 心 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 对 于 每 个 线 
性 有 序 集 4， 我 们 予以 一 个 记号 ， 叫 做 4 的 序 型 ， 使 得 两 个 线性 有 
序 集 A， 吾 附 有 同一 记号 当 且 仅 当 A 入 心 B， 如 果 A 心 B， 我 们 就 说 
A 和 B 是 序 同 构 的 或 者 说 具有 相同 序 型 .记号 ord 4 表示 A4 的 序 型 ， 
特别 说 来 ， 如 果 4 是 良 序 集 ， 我 们 就 称 ord 4 为 一 个 序数 . 

(4.41) 例 设 {i1,2,…,n}y(nEN),，N 和 QQ 都 有 其 
普通 次 序 关 系 记 ord@@B= 二 0, ord{1,2,"…,hn} 二 nord 
二 7，ordN 二 @， 这 样 ，0,n,。 都 是 序数 ， 但 7 并 不 是 一 个 序数 ， 
因为 8 根本 不 是 良 序 集 . 

(4.42) 定义 设 A 是 一 个 线性 有 序 集 ，xE€ 4.， 由 x 决定 的 4 
的 初始 段 是 指 集 4, 二 {y€ 4A:y 达 xX} 设 4，B 是 两 个 序数 ，A4A ,8B 
是 适合 ord4 二 a 及 ordB== PB 的 两 个 良 序 集 ， 记 号 ac<< 6 指 的 是 存 在 
一 个 x€ B， 使 4sB。， 记 号 a< 有 表示 不 是 we ， 便 是 a= 有， 容 
易 证 明 ， 这 个 序数 次 序 关 系 的 定义 与 集 4 和 了 的 取 法 无 关 ， 而 仅 依 
赖 于 它们 的 序 型 . 

我 们 来 研究 这 个 序 关 系 的 一 些 性 质 . 

(4.43) ”定理 ”如果 A 和 是 一 个 良 序 集 ，f 是 4 到 A 内 的 一 个 序 
同 构 ， 则 对 于 每 个 +€ 4， 都 有 x 二 f(x ). 

证 假定 4 中 有 一 个 适合 Kx)<x 的 x， 又 设 a 是 这 种 x 的 
最 小 者 ， 则 Ha )<a， 所 以 1fCa )) 过 f(a )， 但 这 与 a 的 极 小 性 
相 耶 盾 。 口 

(4.44) 定理 设 A4，B 是 两 个 良 序 集 ， 则 . 

(i ) ”A 不 能 和 它 的 初始 自序 同 构 ; 

(ii》 对 于 某 两 个 xy,yE 4， 如 果 As 守 A;， 那 么 xX 二 3》，; 

(iii) 如 果 A 污 BB， 那么 存在 唯一 的 A 到 B 上 的 序 同 构 . 

证 假定 有 一 个 xE 4， 并 且 有 一 个 A 到 4: 上 的 序 同 构 f. 根 
所 (4.43) 便 有 x 三 fC( x)， 但 另 一 方面 fx)E€4,， 所 以 又 有 
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f( x) 过 x， 这 个 矛盾 证 明了 (i). 

其 次 设 对 于 某 两 个 xyyE 4， 有 4:s% 4 ， 假 定 x 关 7 . 不 妨 设 
x<?。 那么 4, 是 良 序 集 4y 的 初始 段 ， 由 (i) 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 
(ii) 成 并 . z 

设 1，8 是 A 到 B 上 的 两 个 序 同 构 ， 那 么 hh 二 f"!10 8 是 4 到 
A 上 的 一 个 序 同 构 ， 利 用 (4.43 ) ， 对 于 每 个 xE4，x 委 RMx)， 
也 就 是 说 ， 对 于 每 个 xE 4，f( x ) 委 8(%)， 在 上 述 论 证 中 ， 互 换 
了 和 8 ， 又 得 到 对 于 每 个 zxE 4，g(x) 志 1 x)， 由 紫 可 见 , 对 于 
每 个 xE 4， 必 有 所 xx ) 一 8(x)， 即 了 一 8 日 

(4.45) 定理 设 4，B 是 两 个 序数 ， 则 下 列 三 式 恰 有 一 个 成 
立 ; <p, a=pB, P<a. | . 

证 ”定理 (4.44) 表明 ， 这 些 式 子 至 多 有 一 个 成 立 ， 我 们 来 证 
明 至 少 有 一 个 必 成 立 ， 

设 A，B 是 适合 ordA 二 4 及 ordB= B 的 两 个 良 序 集 . 命 卫 表 
示 适 合 以 下 条 件 的 一 切 映 射 了 所 成 的 族 ， 了 是 4 的 一 个 初始 段 或 4 
本 身 到 BB 的 一 个 初始 段 上 或 B 本 身上 的 序 同 构 ( 显然 不 妨 设 4 儿 
BB )， 如果 a 是 A 的 最 小 元 素 ，b 是 B 的 最 小 元 素 , 那 么 {(a,b)) 
E 守 ， 从 而 令 寺 2 根据 Hausdorff 极 大 性 原理 ， 存 在 一 个 极 大 链 
GC 二， 其实 6=9， 但 是 我 们 并 不 需要 这 个 结论 ，) 命 hh== 
J & 容易 验证 属于 SS， 如 果 domh 和 rngh 分 别 是 4 和 8B8 的 初始 
段 4: 和 B,， 那 么 kU 《Cx,9)) 就 可 以 附加 到 ECE 上， 这 与 G6 的 极 大 性 
相 违 背 ， 于 是 我 们 或 有 demp= A， 或 有 rngh 二 B .如 果 domh 一 A， 
那么 或 者 rngh= B( 由 4= 6 )， 或 者 rngh 是 B 的 一 个 初始 段 ( 册 
a 二 BB ) ;如 果 domps 4， 则 domjp 是 4 的 一 个 初始 段 ， 而 rngh 二 
B， 从 而 在 这 种 情况 下 ， 扩 :的 存在 性 证 明了 有 6 之 a. 口 

(4.46) 推论 ”如 果 序 关系 由 《4.42 ) 所 定义 ， 则 序数 所 成 的 
任意 一 个 集 都 是 线性 有 序 集 . 

(4.47) 定理 设 2 是 任意 一 个 大 于 零 的 序数 ， 命 Ps。 表示 小 于 
2 的 序数 全 体 所 成 的 集 ， 则 按照 (4,42 ) 的 序 关 系 ，P。 成 为 一 个 良 
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序 集 ， 并 且 ordP。 一 c， 

证 设 EP.。，4，, 了 8 是 适合 ord4=c 及 ordB= 有 8 的 两 个 良 序 
集 ， 由 于 8<c， 就 必 有 一 个 xE 4, 使 4, 守 BB. 根据 (4.44。ii)， 
这 个 x 是 由 BB 所 唯一 确定 的 ， 因 此 定义 9(B )=X%， 读者 应 不 难 验 
证 ， 上 式 定 义 了 P。 到 4 上 的 一 个 序 园 构 2 。 所 以 P。 是 良 序 集 ， 并 
上 ordPs 二 ordA 二 GQ， 

(4.48) 定理 设 a 是 一 个 基数 ， 则 存在 一 个 序数 c， 使 
Ps 二 @&. 

证 设 A 是 适合 人 二 a 的 任意 一 个 集 根据 良 序 定理 (3.11)， 
有 一 个 4 上 的 良 序 关系 ， 使 4 成 为 一 个 良 序 集 ， 命 c=ord4. 则 由 
定理 (4.4 )， 得 4sP。 从 而 A ~~P。， 并 且 P。==A=&. 口 

(4.49) 定理 有 一 个 使 Po 是 不 可 数 的 最 小 序数 Q@. 集 Po 具 
有 下 列 性 质 : 

(i》 Po 是 广 序 集 ， 

(ii》 如 果 QE€ Po， 则 Ps 可 数 ; 

(iii ) ”Po 不 可 数 ; 

(iv) 如 果 CCPe， 并 且 C 可 数 ， 则 对 于 每 个 wEC， 存 在 一 个 
PE Po, 使 a B. 

证 选取 一 个 序 数 7r， 使 Py 一 。， 如 果 Py 的 每 个 元 仅 有 可 数 
个 前 趋 元 素 ， 则 命 Q@= 二 7Y， 要 不 然 Py 的 某 些 元 便 有 不 可 数 个 前 趋 元 
素 ， 那 么 ， 命 Q@ 是 其 最 小 者 (4.47 ) . 由 (4.47) 立 即 得 到 结论 
(i )， 由 Q 的 定义 则 得 到 结论 (ii) 和 (iii). 设 C 是 Po 的 一 个 可 数 子 
集 ， 命 D==U{Ps。:aE€C}， 则 DD 是 可 数 集 的 可 数 并 ， 因 而 马 也 可 
数 (4.21》， 设 6EPonD'， 显然 对 于 每 个 cE C 及 不 同 的 BE€D， 
有 a 所 BB， 这 便 证 明了 (Civ). 曲 

(4.50) 评注 集 P。 的 基数 用 ol: 表示。 连续 统 假 设 断 言 : 
@ ,二 ¢ 。， 这 等 价 于 浙 言 ,RR 的 每 个 无 限 子 集 或 可 数 或 具有 基数 ¢， 
具 助 于 这 个 假设 ， 业 已 证 明 许 多 引 人 注 目的 重要 定理 , P.].Cohen 
近来 证 明了 ( 见 (3.2) 中 所 引文 献 ] 连 续 统 假设 与 集 论 的 Zermelo- 
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-Fraenkel 公 理 系 是 独立 的 . 

(4.51) 习题 试 证 ， 由 基数 所 成 的 每 个 非 空 集 有 最 小 元 . 

(4.52) 习题 设 4 是 一 个 无 限 线性 有 序 集 . 假定 4 的 任何 无 
限 子 集 都 没有 最 大 元 素 ， 试 证 ，ord4=aw. 〈《 忆 及 ww=ordN. ) 

(4.53) 习题 设 4 是 适合 下 列 条 件 的 线性 有 序 集 ; 

(i ) 4 是 可 数 无 限 集 ; 

(ii) 4 没有 首 元 素 或 末 元 素 ，; 

《iii》 如 果 %*,yE€ 4 及 Y<y?， 那么 必 g 有 一 个 zxE 4， 适合 X < 2z 
<》. 试 证 ; ord4=7.， 《 忆 及 7 =ord0O，) 

(4.54) 习题 ” 试 证 ， 有 不 可 数 个 不 同方 式 可 以 把 集 N 和 良 序 
化 ， 使 得 这 些 不 同和 良 序 集中 任意 两 个 都 不 是 序 同 构 的 . 

(4.55》 习题 设 4 是 任意 一 个 无 限 集 ， 试 证 ， 4 可 以 被 良 序 
化 ， 使 得 没有 末 元 素 . 然后 证 明 有 一 个 4 的 和 良 序 关系 ， 使 得 存在 来 
元 素 . 

《4.56) 习题 集 4 的 一 个 置换 ， 是 指 4 到 4 上 的 任意 一 个 
1~1 了 映射 ， 设 4 是 适合 和 > 1 的 一 个 集 . 

《a) 试 证 : 存在 4 的 一 个 置换 f， 使 对 于 任意 x€ 4。 都 有 
f(x )E x. z 

(b ) 试 证 ， 如果 和 是 一 个 偶数 ， 或 沽 4 是 无 限 基 数 ， 那 么 可 
A 是 一 个 奇数 ， 试 问 会 有 什么 结论 ? 

(c) 试 证 总 可 选择 Ca ) 中 的 置换 了 ， 使 对 于 任 意 xE 4, 成 
vfofofofofof(x)=x. 

(4.57) 习题 设 B 是 一 个 集 ，b = 二 B， 并 设 

b! = {1f:f 是 B 的 一 个 置换 } . 
试 证 如 果 8 是 无 限 集 ， 则 b !=25 ， 

以 下 我 们 证 明 一 个 定理 ， 据 此 ， 可 以 定义 任意 向 量 空间 的 代数 
维 数 , 

(4.58) 定理 设 X 是 域 F 上 的 一 个 向 量 空间 ，A，B 是 F 上 
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X 的 任 意 丙 个 Hamei 基 . 则 A=B . 

证 ”我们 先 利用 Zorn 引 理 构 造 4 到 B 内 的 一 个 1-1 函 数 . 为 
此 ， 命 3 表示 满足 下 列 条 件 的 1-1 函 数 了 全 体 所 成 的 集 : 

(1) domfcC 4:; 

(2) rngfCB, 

(3) 在 F 上 (rngf)U(AN(dom 人 7 线性 无 关 . 

A 是 线性 无 关 的 这 一 事实 表明 ， 空 函数 名 是 3 的 一 个 元 素 。 因 
此 3 友 名 ， 用 包含 关系 半 序 化 3. 为 了 证 明 Zorn 引 理 适 用 于 3 ， 
命 6 是 含 于 3 中 的 任意 一 个 非 空 链 ， 并 设 8 = 二 UG. 由 (2.19) 推 
知 8 是 一 个 函数 ， 且 对 于 函数 g ，(17 和 (2 ) 成 立 ， 容 易 看 出 8 是 
1~1 的 .我 们 有 

(rng g)U (AN (Cdom g)’) 


-(U rngf) Uy| 4n CU som) | 《4 ) 


其 次 命 F 是 集 (4 ) 的 任意 一 个 有 限 子 集 ， 因 为 {ragf:JE EC} 是 包 售 
关系 下 的 一 个 链 ， 所 以 必 存 在 一 个 函数 foE€ CG, 适合 
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F cngt) [AN( Udom 月 | 


Clrng fo ULANGCdom fo0)'). 
因此 F 线 性 无 关 ， 从 而 8 满足 条 件 (3)， 于 是 8 在 3 中 ， 且 8 是 @ 
的 一 个 上 界 . 根据 Zorn 引 理 ， 3 有 一 个 极 大 元 ， 记 作 j 
我 们 断言 doma= 4A， 假若 dompsA4， 命 eeoE4nh(Cdomj)”， 
根据 ( 3 )，c 不 是 ragp 的 元 素 的 线性 组 合 ， 由 于 ca。 是 好 的 元 素 的 线 
性 组 合 ， 可 见 rngh 关 B， 命 ,是 BN (rngh)’ 的 任意 一 个 元 素 . 如 
时 集 
{bo} Urng h)U LANGCdom 1)) 
线性 无 关 ， 那 么 函数 AU {Cao，50)}) 显 然 在 3 中， 这 与 hh 的 极 大 性 
相 蔬 盾 ， 可 见 bo 是 集 (rngh)U[AN (Cdom1)') 的 元 素 的 线性 组 合 ; 
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一 
bo= > QiXEe. 
k=j 


婚 然 BB 线性 无 关 ，bo 就 不 是 rngh 的 元 素 的 线性 组 合 。 所 以 存在 一 
个 kK ， 使 x;:€ AN (domh)’， 并 且 Q; 二 0 ,于 是 bo 不 是 线性 无 关 集 
(rng 有 UIAnC(zt》 Udom 有 7 ) 的 元 素 的 线性 组 合 ， 因 而 函数 
hU4Cxisbo)) 是 3 的 一 个 元 素 ， 这 与 hn 的 极 大 性 相 予 盾 . 可 见 
domh 二 A， 并 且 A<B. : 

在 上 述 论证 中 ， 互 换 4 和 B， 了 又 得 到 BA4. 根据 Schr5der- 
Bernstein 定 理 (4.7 )， 便 完成 了 证 明 ， 口 

(4.59) 定义 设 XX 是 域 F 上 的 一 个 向 量 空间 . 当 X= 二 40) 
时 ， 定 义 X 的 代数 维 数 《( 或 线性 维 数 ) 为 0; 当头 起 {0} 时 ， 则 害 
义 半 的 代数 维 数 汰 FF 上 六 的 任意 一 个 Hamel 基 的 基数 . 

(4.60)〉 习题 设 基 是 域 F 上 的 一 个 向 量 空 间 ，B 是 这 个 空间 
的 一 个 Hamel 基 ， 试 证 : 

(a ) 如果 B 是 无 限 集 , 那么 X 一 max {B，F)》; 

(b ) 如 果 B 是 有 限 集 ， 那 么 X=F?. 

(4.61) 习题 不 利用 连续 统 假设 ， 试 求 出 域 Q 上 向 量 空间 R 
的 代数 维 数 . 

(4.62) 习题 (M.Hewitt 推 荐 ) 设 A 是 一 个 非 空 集 ， 假如 
有 一 个 和 的 子 集 族 .FY， 具 有 下 列 性 质 . 

(i) 对 于 一 切 BE.%， 了 = 3 

(ii) UY=A.; 

(iii) 对 于 互 异 的 B:，Bs €.9 ,Bi 站 B=1; 

(iv) 如 果 x,yE 4，x 三 y， 那 么 存在 唯一 的 BE .9 , 它 包含 
{X, ?+ 

试 证 ， 存 在 这 样 一 个 乡 的 充 变 条 件 是 4= 3， 或 4= 7. 
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本 节 在 假定 有 理 数 为 已 知 的 情况 下 ， 给 出 实数 与 复数 的 简短 而 
相当 精湛 的 构造 ， 由 于 初等 分 析 以 实数 域 的 完备 性 为 基础 ， 研 究 实 
数 域 的 构造 看 来 是 可 取 的 ， 此 外 ， 因 为 代数 与 现代 分 析 之 间 存 在 着 一 
强烈 的 相互 影响 ， 所 以 我 们 将 代数 概念 和 代数 方法 应 用 于 分 析 学 ， 
就 是 很 必要 的 了 . 以 下 先 讲述 有 关 群 和 一 些 别 的 代数 结构 的 儿 个 事 
实 . 

(5.1) 定义 设 G 是 一 个 集 ， 如 果 G 具 有 把 GXG 映 入 GG 的 
二 元 运算 (x,y) 一 x*y， 并 且 满 足下 列 三 个 条 件 ， 那 么 G 叫做 一 个 
群 . | 

(i) 对 于 任意 xX,y,zEG， 有 Xx(yz) 二 (XxXy)z ( 结合 律 ) ; / 

(ii) 存在 一 个 元 素 e EG， 它 具有 性 质 ， 对 于 一 切 xEG, 有 ex 
二 %X( 。 是 一 个 左 单 位 元 ) ， 

(iii》 对 于 (i 让 中 的 一 切 e 及 一 切 a€G， 存 在 a ”'E€G， 它 具 
有 性 质 arlce=e (4a! 是 a 的 一 个 左 逆 元 ) . 

如 果 又 有 

(iv) 对 于 任意 a,b5EG， 有 ab= ba. 

则 G 叫 做 一 个 Abel 群 (根据 挪威 数学 家 N.H,Abel (1802 一 1829 ) 
的 姓氏 而 命名 ). 
(5.2) 评注 〈a ) 每 个 左 送 元 也 是 右 疼 元 . 事实 上 ， 对 于 
《ii 中 的 任意 e ， 有 
(ala)c 1 一 ea ’ ‘=a 
其 次 设 b 是 a 7! 的 一 个 左 道 元 ， 也 就 是 ba-! 二 e, 那么 
bla iac  !)=ba 1 一 e， 
《bo ')(aa 1)==es 


el(aa ')=e, 


-一 一 工 
外 


根据 (ii) 便 有 
' 44， 


ea l= e. 
注意 ， 由 最 后 的 等 式 还 可 推出 ，a 是 a 7! 的 一 个 左 道 元 . 
(b) 对 于 (ii 中 的 任意 。 和 任意 na€G， 有 
ce 一 Ca ld) 一 (cc )a 一 ca 一 0， 
可 见 e 也 是 一 个 右 单 位 元 ， 如 果 z zz 满足 (ii2， 那 么 它们 也 都 是 
右 单位 元 ， 因 此 
2e162 一 CE2【《 e1 是 一 个 左 单位 元 ) ， 
elie: 一 el (es 是 一 个 右 单位 元 ) ， 
从 而 ei 二 e:， 也 就 是 说 ， 在 G 中 有 唯一 的 一 个 左 单位 元 和 右 单 位 
TU 
《c) 同 样 可 推出 ，c- :是 唯一 的 . 
(d) 对 于 Abel 群 ， 我 们 往往 用 加 号 (十 表示 二 元 运算 );， 这 
”时 ， 用 0 表示 单位 元 ， 一 a 表示 a 的 逆 元 ， 而 a 一 b 表示 a 十 (一 
b )， 
(5.3) 定义 考虑 具有 两 个 二 元 运算 十 及 分 别 叫 做 加 法 
及 乘法 ) 的 一 个 集 4， 4 对 于 加 法 运算 作成 (具有 单位 元 0 的 ) 一 
个 Abel 群 ， 并 且 对 于 任意 a。，5，cE€ 4， 成 立 等 式 : 
z a* 《b 十 c= 二 Ca，5) 十 (a c)( 左 分 配 律 ) ， 
(aTb) :c=(arc) 十 (bc ( 右 分 配 律 )， 
及 
tarb) c=ar bee) ( 乘法 的 结合 律 ) ， 
则 有 私 叫做 一 个 环 ， 如 果 对 于 一 个 环 和 4 中 的 任意 a ,b, 都 有 a*b 二 bea， 
则 4 叫做 交换 环 ， 如 果 对 于 任意 ecE 4， 一 个 元 1€ 4 满足 1*4 = 
al 一 a， 则 1 时 做 A 的 (双边 ) 单位 元 中 . 
设 了 是 环 人 4 的 一 个 非 空子 集 ， 如 采 
(1 ) 对 于 任意 a,5E€I， 有 a 一 bET; 
(2) 对 于 任意 a ET 及 任意 %€ 4， 有 xX*a EI(90XET)， 


色 原 文 为 nit ( 单位 》， 这 里 译 为 “单位 元 ”。 一 一 主考 注 
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” 则 了 工 叫做 一 个 左 ( 右 ) 理想 . 如 果 信 的 一 个 子 集 [时 是 左 理想 又 是 有 
理想 ， 则 了 工 荐 做 一 个 双边 理想 ， 

(5.4) 评注 (a) 分 配 律 等 式 中 的 记号 固然 是 恰当 的 ， 但 不 简 
便 ， 今后 我 们 将 按照 代数 惯例 来 写 用 ab 表 示 a*8，、， 用 ab 十 cd 表 
示 (a*b) 二 (eed). 

(b) 对 于 环 4 中 的 任意 x， 我 们 有 xx 一 xz(x 十 0) 一 xxX 十 ZX0， 因 
此 zx0 一 0， 同样 0x*= 0 . 

(c) 显 然 ， 两 个 群 或 两 个 环 可 以 是 不 同 的 实体 ， 而 且 作 为 群 或 
作为 环 仍 是 不 能 区 分 的 ， 形 式 上 ， 我 们 说 环 4 和 环 4' 是 同 交 的 ， 
是 指 存在 一 个 把 A 映 满 4 的 1~1 上 映射 r， 并 且 对 于 任意 %,5€ 4， 都 
成 立 


rtat+b)=7r(a )+r(b ), 
tr(ab)=T™(a Yr™(b) 

映射 5 则 叫做 一 个 同和 神 或 同 油 映射 ， 有关 群 也 有 类 似 定义 . 把 环 
( 或 群 ) 蜡 满 自身 驶 同 构 吊 做 自 辣 构 . 

下 面 我 们 定义 一 个 很 重要 的 特殊 类 型 的 环 . 

(5.5) ”定义 设 有 一 个 环 F， 如 果 FN {0} 对 于 乘法 作成 一 
个 Abel 群 ， 则 FF 叫做 一 个 域 . 

(5.6) 评注 

:a) 由 于 一 个 群 至 少 @ 含 有 一 个 元 素 ， 域 的 上 述 定义 则 表明 1 
产 0， 并 且 一 个 域 至 少 含有 两 个 元 系 . 

(b) 恒 等 式 ( 5.4.b ) 者 明 ， 为 了 得 到 对 于 乘法 来 说 的 一 个 群 ， 
F 中 必须 除去 0 才 行 

Ce 最 简单 的 域 是 
儿 。 这 个 域 的 加 法 表 和 乘法 表 是 


eo 


六 “至少” 二 字 眩 译 者 加 上 去 的 -一 - 译 者 注 
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|， | | | 
oo | oi 一 | 一 
a | |! | 
:| + |. :ol 


(dd) 当 了 是 一 个 素数 时 ， 对 于 模 了 的 加 法 运算 和 乘法 运算 ， 集 
10，1,2,，…, 了 一 1) 作成 一 个 域 . 所 需 的 验证 都 很 容易 ;我 
们 来 验证 其 中 较 难 的 一 项 ， 即 每 个 非 稚 元 有 一 个 乘法 闭 元 . 如果 
a€《41，2,…，P 了 一 1)， 那 么 须 证 存在 XE{1,2,…,P 一 1)， 
满足 

aX= 1 (modp). 
茎 然 了 是 素数 ，a 和 7 了 的 最 大 公 因 子 便 是 1， 可 见 有 整数 XxX 和 >》， 
xX 关 09090， 满足 
1 =ax 二 py, 
特别 说 来 ， 有 整数 x**，y ， 满 足 
1 =ax’ 二 py’， 1 <x/ <p; 
所 以 ax’ 二 1 Cmodp)， 并 且 xX’ E41,2,,p 一 1). 
《e) 如 果 F 是 任意 一 个 域 ， 那 么 元 素 0，1， 1 十 1，…，nl， 
…( 这 里 是 任意 正 整 数 ， 而 n1 的 意思 是 很 明白 的 ) 都 是 F 的 元 . 
如 果 对 于 菜 个 正 整 数 n， 哄 二 0， 那么 满足 红 1 二 0 的 最 小 正 束 数 
显然 是 一 个 素数 。 这 时 就 说 FF 具有 特征 P; 不 然 的 话 就 说 F 具 有 特 
征 0. 具有 特征 P 了 的 域 目前 在 初等 分 析 中 没有 什么 意思 .如 果 F 具 
有 特征 0， 那 么 F 有 一 个 同 构 于 有 理 数 域 的 子 域 ( 子 域 的 定义 是 显 
而 易 见 的 》。 我 们 总 用 符号 来 表示 有 理 数 域 . 

为 了 证 明 F 伟 有 (唯一 的 ) 一 个 8 的 同 构 ， 我 们 来 考察 把 F 的 
一 部 分 映 满 8 的 一 个 映射 r， 看 看 为 了 成 为 一 个 同 构 ， 它 须 具备 什 
么 性 质 ， 为 了 记 法 方便 ， 我 们 忽略 玉 和 QQ 的 零 元 以 及 F 和 的 单位 
元 的 区 别 ， 显然 ，*(0 )= 0，z7(1) 一 1， 利用 归纳 法 便 得 到 对 于 
任意 zxE N，7T(n1)= n， 如果 7 是 一 个 同 构 ， 那 么 对 于 任意 xzE NN， 


* A7 ， 


nn 


任意 WH，nE€N， 必 定 成 立 


也 必定 有 TCCn1)-!) = 1 及 TC 一 Cn1)) 二 一 jh， 由 此 可 见 ， 对 于 


aCCm1) Cn1) ~ 1) = 
及 


rCC— Cm nl) 1) = 


容易 证 明 这 样 构 造 的 映射 + 是 把 F 的 一 个 子 域 映 满 域 0 的 一 个 同 
构 . : 
《人 ) 设 G 是 任意 一 个 群 ， 对 于 4，BCG， 定 义 

AB=\xy:x € A,yeB}, 

A-!= {x-1:x € A}, 

4 一 44， 


如 果 是 加 法 ， 这 些 集 就 记 作 4 上 B，- A4，24. 集 4" (其 中 是 


正 辖 数 ， 如 果 是 加 法 ， 就 是 集 *4 ) 的 定义 是 很 明白 的 . 
Cg) 对 于 一 个 域 的 非 零 元 素 5， 往往 把 乘法 道 元 :写成 一 


对 于 圳 的 元 素 " ， 则 往往 把 < :和 写成 一 


(5.7) 定义 设 已 是 一 个 域 ， 如 果 存 在 了 的 一 个 子 集 P ， 满 


足以 下 三 个 条 件 ， 就 说 下 是 有 序 的 : 
(i) PN(—P)=Y, 
(ii ) PU{0}U(~P)=F, 
(iii》 由 a,bE 了 可 推出 a 十 bE€ PP，ab€ PP. 


如 果 把 看 作 是 有 理 数 或 实数 ， 那 么 了 正 是 正 有 再 数 集 或 正 实数 


集 ， 根 据 这 一 点 ， 在 一 般 情 况 下 ，P 的 元 式 就 叫做 正 的 ; 一 了 的 元 
素 则 叫做 负 的 。 因 为 0 = 一 0。 所 以 0 不 会 是 PP 的 一 个 元 素 . 


《5.8) 定理 设 F 是 一 个 有 序 域 ，P 如 (5.7) 所 设 . 如 果 


aEF, a 丰 0,» 则 a? E PP. 特别 说 来 ， 1€P. 如 果 a bE FF， abEPp, 
=。 48 »， 


a€Pp, 则 也 有 bE P. 

证 ”如 果 a EP, 那 么 由 (5,7,iii), 得 到 a € P. 如 果 a 4 P;as0， 
那么 由 (5.7,i1i)， 得 到 a€ 一 P， 也 就 是 说 ， 一 a€ 了. 再 由 (5.7iii)， 
便 得 (一 a)*€ P， 在 任意 一 个 环 中 ,等 式 ( 一 a )( 一 5b)==ab 恒 成 立 ， 


因此 a?= (一 a)*E€P， 既 然 1: 二 1， 第 二 个 断言 便 成 立 ， 为 了 证 明 


第 三 个 断言 ， 假 定 5¢ P， 如 果 b = 一 0， 那 么 oj=0&pP 与 题 设 矛 
盾 。 如 果 bE 一 P， 那 么 一 ppEP， 并 且 
a(—b)=— (ab) GE 卫 ; 
因此 有 abE€ 一 P， 又 与 题 设 矛盾 ， 所 以 5EP， 口 
(5.9) 定理 任意 有 序 域 F 都 含有 @ 的 一 个 同 构 ， 而 且 这 一 
同 构 可 当 作 是 保 序 的 . 
证 既然 1EP 由 (5.7.iii2? 可 推 知 对 于 一 切 4EN，72LEDP. 
由 此 推出 F 具 有 特征 0、， 因 而 可 以 构造 (5.6.e) 中 的 同 构 + . 容易 
验证 r 保 序 ， 口 
《5.10) 定义 设 F 是 一 个 有 序 域 ， 当 b 一 a€ P 时 ， 我 们 就 写 
成 a 过 b 或 b >a ; 表 达 式 a 二 b 或 b 之 a 的 意思 是 很 明白 的 . 
(5.11)》 定理 设 忆 是 一 个 有 序 域 ， 则 对 于 任意 a，2EE， 我 
们 有 a < 或 一 1 或 0 >b， 并 且 这 些 关 系 仅 有 一 个 成 立 ， 
证 由 P 的 定义 和 以 下 事实 ， 立 即 得 证 ， 
5 一 0 一 0 当 且 仅 当 b=a， 
b 一 a€ PP 当 且 仅 当 bb 之 a， 
a 一 bEP 当 且 仅 当 aa 之 5. 口 
有 关 不 等 式 关 系 的 许多 基本 事实 ， 是 序 公理 (5.7) 的 推论 . 下 
面 列 出 儿 个 ， 
(5.12〉 定理 如 果 F 是 一 个 有 序 域 ， asbscsd EF, 又 a 二 
b，c 革 dd， 则 a 十 c 过 5 十 d. 
证 明 留 给 读者 . 
(5.13) ”定理 如果 下 是 一 个 有 序 城 ，aypoceEP， 又 4 所 b， 
c >0Cc <0),， 则 ac<bclac> be). 
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证 如 果 a <5， 那 么 b 一 ce P， 因 此 当 e >0 时 ， 便 有 c(b 一 
Qa) EP 及 cb>ca， 当 c < 过 0 时 ， 便 有 一 cE€ P， 从 而 (一 c)C(b 一 a)€ 
P; 所 以 ac 一 bc€ PP， 也 就 是 ac>>bc， 口 

(5.14) - 定理 ”在 一 个 有 序 域 F 中 ， 由 不 等 式 0Ca <b 可 推 


出 0 < 工 二 工 . 
b a 


证 由 于 b 寺 =1 EP 及 b EP ,由 (5,8) 可 推 知 二 P. 所 以 


二 二，b 一 a 都 在 P 中 ， 由 此 可 见 
1 _ 1_11c 
a b a p? a EP, 
从 而 
1 1 


《5.15) 定义 设 a 是 有 序 域 的 一 个 元 素 ， 规 定 
a，0 之 0， 
ja | = 
一 66，0<<0. 

《5.16) ”定理 对 于 有 序 域 也 中 的 任意 元 素 a，b， 和 都 成 立 ， 

(i) lal = |~al， 

(ii) lJabl = lal jbl ; 

Ciii > la+bl < lal + fb| 1 

Civ) |la ~— lbll< ja—dl. 

证 ”出 lal 的 定义 显然 可 推出 结论 (1) 和 (ii)， 击 由 (iii) 可 得 到 
(iv)，。 我 们 来 证 明 (iii)， 当 a 之 0 时 ， 有 |1al =a; 当 a 过 0 时 ， 则 
有 |al 志 一 a >>0， 所 以 总 有 

a 委 |al， 
b<1b|, 
从 而 由 (5.107 推 知 
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atb<lal+ lb. 
因为 a1~al = lal， 所 以 又 有 | 
—(at+b)& lal + bl, 
合 这 两 个 不 等 式 便 得 到 (iii2， 口 

(5.17〉 定义 设 F 是 一 个 有 序 域 ， 如 果 对 于 任意 a€E FE 及 任 意 
bE€ P， 总 存在 一 个 正 整 数 %?， 使 得 nb>>a， 就 说 FF 是 Archimedes 有 
序 钓 ， 这 个 定义 的 直观 含义 是 ， 不 管 a 多 么 大 ，b 多 么 小 ， 把 b 一 个 
一 个 地 加 起 来 ， 总 能 超过 a， 非 Archimedes 有 序 的 有 序 域 是 有 的 ，; 
见 (5.39)， 

(5.18) 定理 设 F 是 一 个 Archimedes 有 序 域 ，a，bEF， 并 
县 4 <b， 则 存在 元 ERF( 这 里 m，m 都 是 整数 )， 适 合 a < 
<bo. 

证 既然 一 a> 0， 便 有 (b 一 a)-! > 0; 因此 ， 由 于 下 是 
Archimedes 有 序 的 ， 并 且 1 > 0， 便 存在 一 个 整数 nn， 满足 

nl>(b—a) > 0, 
利用 (5,.14)， 得 到 

0 过 Zn1) !<b—a; 
或 写 得 明白 些 


1<b-a. 
命 n 是 满足 最 后 不 等 式 的 任意 一 个 整数 ，S 是 集 
S he ‘>a : 


既然 二 > 0 ， 而 了 是 Archimedes 有 序 的 ， 便 有 S 闪 人 字 .同时 ， 根 
据 F 的 Archimedes 有 序 性 ， 又 存在 一 个 正 整 数 ?， 满 足 


@ 式 于 吾 的 真实 信义 是 了 EF， 考虑 到 (5,6.6) 不 妨 假 定 户 习 


负 


so 61 。 


br, aie a 


po， 
1 、 
一 (p 元 )<a > 
(一 p ) < | 
可 见 一 p， 一 (Dp 十 1)， 一 Cp 十 2 )，… 都 在 S 的 外 部 ， 所 以 S 是 下 有 


界 的 一 个 非 空 整数 集 ， 因 此 它 必 含 有 一 个 最 小 元 素 m。 因 为 mE€ 
S， 所 以 a < 去. 


既然 六 一 1 4 S ， 便 得 到 并 二 +<<a ， 从 而 


n 
m_m—1 ,1 1 NN 
元 to <a 十 元 入 < 十 a) b 多 
也 就 是 
a < <b. DOD 


. (5.19) 定义 设 了 是 一 个 有 序 域 . 并 设 (a IC=(al，as， 9 
a,， "…)) 是 F 的 元 素 所 成 的 序列 ， 如 果 存 在 一 个 元 素 bEF， 使 对 于 
0《〈《eEF )， 总 存在 一 个 正 整 数 N(e7， 使 得 只 要 P 4 之 NGe)， 就 
有 les 一 asl <e， 则 序列 Ca.) 叫 做 Cauchy 序 列 中 ， 如 果 对 于 任意 e > 
0〈eEF ) ， 总 存在 一 个 正 整 数 NCe)， 使 得 只 要 p 之 N(e)， 就 有 
iasl 之 e， 则 序列 Ca,) 虹 做 办 序列 ， 满 足 上 述 三 个 条 件 的 序列 所 成 的 
三 个 族 ， 分 别 用 8，G， 中 表示 . 
(5.20) 定理 包含 关系 RCGCB 成 立 ， 


一 一 一 一 -一 一 一 -一 -一 -一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 一 -一 -- 


@ 法 国 数学 家 A,L,.Cauchy (1789 一 1857 ) 在 已 是 实 教 域 情况 下 ， 首 先 
考虑 了 这 类 序列 ， 


» Hd * 


证 设 (0,)E€ CC， 那 么 只 要 p，gq 宇 N(1)， 就 有 lay 一 asl 二 1. 
特别 说 来 : 
lqy Aw yl 过 1 (k=0, 1, 2,， *'… )., 
命 p? 一 max{f lol ，laz| ，…，]aw i ，jJawiyl 十 1)(max 的 定义 见 
《2.7)]; 那么 lagl bp 二 1，2,，……)， 所 以 (a,)E%3， 即 CC 
83. 
设 (a,)€ RR， 那么 对 于 任意 给 定 的 正 的 e€F,， 内 要 PP，4 访 


N (3 一 。 )， 就 有 


las—ad < lasl + lad < 十 二 一 6 。 


可 见 (a， )E E， 所 以 中 CE. 0 z 
(5.21》 定理 已 知 (a,)，(b,)€ GE， 设 (ac,) 十 (6,) = (a, 十 
b,)，(a,)(b,) 二 Ca.b,)。 则 对 于 和 与 积 的 这 些 定义 来 说 ，E 作成 一 
个 有 单位 元 的 交换 环 ， 又 是 中 的 一 个 理想 ， 并 且 % 竺 C6. 
证 我们 先 来 证 Cauchy 序 列 的 和 与 积 还 是 Cauchy 序 列 ， 设 已 
知 (Ca,)，(b,)E GC， 对 于 一 个 正 的 eE F， 命 N(e) 和 M(e) 分 别 是 与 
Cauchy 序 列 (a,) 和 (Cb,) 有 关 的 正 整 数 。 当 p，4q 之 max{ N(--)， 


M 人 2) 时， 便 得 到 jas+by 一 CorbOl < io 一 ol 十 bs 一 bsl 之 
地 < 十 ee， 可 见 (a,) 十 Cb,) 是 Cauchy 序 列 


既然 6 C8， 便 存在 F 的 正 元 素 c 和 d， 合 得 
: lasl ec(p=1, 2，3， 2 
Ip! <d(p=1, 2， 3，，…). 


当 p，q 之 max N(-£ 23 -); M(-& - ) 时 ， 全 人 到 


Ilanbs — Qebd| 一 [asbs —arbstasbs — agbdl 


三 ja |#; 一 bl 十 \64l je 一 44| 
3 


ee rH nite i Me TAF hdl Biri tir 


< t+ -2 -一 e. 

可 见 Ca,》(b,) 也 是 Cauchy 序 列 . 

现在 ，@ 显然 是 一 个 加 法 Abel 群 (LC0，0，…) 是 它 的 零 元 ). 
G6 中 的 怀 法 很 明显 也 是 可 交换 的 ， 并 且 G 有 乘法 单位 元 ( 1， 1， 
… ) 。 根 据 卫 的 分 配 律 马上 可 推出 @E 的 分 配 律 ， 于 是 我 们 证 明了 EC@ 
是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 , 

现在 要 证 % 是 56 的 一 个 真理 想 ， 如 果 (a,)，(b,)ENR， 那 么 显 
然 (a,) 一 Cb,) ERW; 因此 9% 是 6 的 一 个 加 法 子 群 如果 (0.,) E %， 
(bp.)E€ GC， 那么 须 证 (a,b,)€ RM， 设 c 是 F 的 一 个 正 元 素 ， 满足 

lb,| ec, n=1, 2， 3,…: 


对 于 给 定 的 正 的 。E F， 存 在 一 个 正 整数 N(-。-)， 使 得 只 要 p 


Cc 


>N( 2 小 浴 有 
lasl < ， 
也 以 只 可 ?>N( -2 就 有 


人 


lasbyl & lo © < 二 一 2， 


从 而 (a.b.) Em， 这 样 我 们 便 证 明了 % 是 一 个 理想 .既然 ( 1. 1， 
1，… ) & ENN ,NR 力 是 一 个 真理 想 。 口 
应 当 注 意 的 是 ，CE 并 不 是 一 个 域 ， 例 如 (0，1，0，0，…) 
在 @ 中 就 没有 飞 法 道 元 . 
(5.22) 定理 命 6/% 表 示 一 个 集 ， 它 的 元 素 是 集 (a,) 十 以 
《叫做 各 的 陪 集 ) ， 其 中 (ao)EE， 设 E /9 中 的 加 法 和 乘法 规定 为 
(Caa) 二 RTCC6) 二 RC) CD) R= 0+ +N, 


。54 ， 


及 
(Cad) + RNGI +E NR) = a) B+ N= ab)+ Nt. 
那么 这 两 个 定义 是 非 二 义 性 的 ， 并 且 对 于 这 样 定义 的 加 法 和 乘法 来 
说 ，E@E /习作 成 一 个 域 . 
证 因为 中 是 @ 的 一 个 加 法 子 群 ， 所 以 任意 两 个 陪 集 (a.) 十 各 
及 (Cb,) 十 抑或 者 不 相交 ， 或 者 己 同 。 两 个 序列 (a,)，(as)E€ 属于 
同一 个 陪 集 的 充 要 条 件 是 对 于 某 个 (cs)E€ R， 有 (Cas)=《a,) 十 (c,》。 
如 果 (c.)，(d,)E9， 那 女 
((Cad + Cc) + RFD 4) + NY 
=(ara)+ (bp) Ce) Cd + Nm 
(a) 二 + (pb.)+ NR, 
及 
(CCa)+ es) HF MIACD) HEA) + N) 
= (4a)(bs)+ Ca ds) 二 Ces) Cb )T Ce ) Cd) TN 
二 (gs) (6,) 二 + . 
这 样 一 来 ， 就 非 二 义 性 地 定义 了 陪 集 的 加 法 和 乘法 ， 容易 验证 
G /% 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环比 如 说 ，C1，1，1, 十 
就 是 6 /的 单位 元 ， 
还 需 证 明 ，6& /外 的 任意 非 零 元 素 都 有 一 个 乘法 首 元. 设 (4,) 十 
入 和 入 即 设 (ao)ECn 和 ,需求 (x,)€ CGC， 使 满足 
《ax 十 中 一 (1 十 以 ; 
或 者 说 满足 
(a.Xs— 1 EN. 
因为 (a,) 不 是 一 个 零 序 列 ， 所 以 存在 一 个 正 的 e € F， 使 对 于 任意 
正 整 数 ”， 有 某 个 整数 s>>r， 成 立 la 之 e。 当 P，4 之 


N (3-e ) 时 ， 我 人 有 ~ 


las —aql < 二 e .| 


设 *>N( 十 e) 适 合 lo| 之 。 ;网 当 了 之 N(- 了 6) 时 ， 有 


ee lad = jos 一 6 十 叫 委 jc 一 oj 十 Jo < 二 ?十 oz 。 
由 此 


当 p>N( 寺 e ) 时 ，lasl > 二 *， 


现 定义 (4,)， 把 N (一 。 ) 记 作 m， 设 


X=X 二 "Xn!1 三 1， 


而 
当 p>m 时 ，xy 二 一 
: 了 
我 们 有 
(YXY。Q) 一 (QQ ds 9 Qmaile J, 1，…) 
所 以 


(Xa:™— 1 员 ) 一 (9 一 1 0 一 上 60 一 工 0， 0，… 7 。 


于 是 ， 显而易见 (x.0, 一 1)6E 9 为 了 完成 证 明 , 只 要 证 (x)EC 
就 够 7， 当 P，4>N (一 e ) 时 ， 则 得 到 


11|.. 


re i 


Up Un 


1 | 
us 


| 一 X4| = 


1 

| las —ao 
2 2 ; 

< 。 2 lo 一 ad| 。 


笨 对 于 任意 正 的 4 E F， 显然 由 


,ee 


”56。 


可 推出 
| 一 2 <d. 
所 以 (x,)EG. 口 

(5.23) 记号 域 E/% 记 作 F， 在 (5.23) 一 (5.30) 中 ,6/% 
的 元 素 (a,) 十 中 总 用 小 写 希 腊 字 母 ?，PB，… 表 示 ， 如 果 a € F， 那 
么 FF 的 元 素 (a 6)) 十 外 记 作 4 ， 它 是 包含 常 序列 ( 它 的 项 多 为 a ) 
的 只 的 陪 集 . 

(5.24》 定理 在 F 中 命 P={ a EF: Q x 0， 且 存在 (a,) 
Ea, 使 4,>0 (下 =1，2，3，…))} 对 于 这 个 集 卫 来 说 ， 忆 
乃 是 (5.7) 意 义 下 的 一 个 有 序 域 ， 而 映射 r:r(a ) 二 a 是 把 F 映 入 
F 的 一 个 保 序 代数 同 构 ， 

本 定理 的 证 明 留 给 读者 。 . 

(5.25) 定义 已 知 有 序 域 F 中 的 一 个 序列 Ca,)， 又 b€ F， 如 
果 对 于 F 中 任意 正 的 e， 总 存在 正 整 数 LCe)， 使 当 n 之 LCe) 时 ，1a, 一 
bl 过 e， 就 说 (a,) 的 极限 是 ?， 记 作 

lima,=b 或 a, 一 b. 
一 个 有 序 域 F 说 是 完备 的 ， 是 指 F 中 的 任意 Cauchy 序 列 在 F 中 总 有 
极限 . 

(5.26》 引 理 有 极限 的 序列 必定 是 Cauchy 序 列 , 如 果 (a,) 是 
Cauchy 序 列 ， 并 且 (ans)?- CC 1 委 ac<ca < …<n<…)》 是 有 极 
限 b 的 一 个 子 序列 ， 则 Ca,) 也 有 极限 b. 

证 第 一 个 断言 是 显然 的 事实 ， 为 了 证 明 第 二 个 断言 ， 在 FF 中 


取 定 e 之 0 当 工 (十 。 )<k 时 ， 则 有 lem 一 | < 去 e ， 诸 然 (o,) 
是 Cauchy 序 列 ， 便 得 出 
las ~— adl 一 本 (2， s>N(He ). 


任 取 ， 使 k 之 L( 池 6)， mm 之 N (二)， 逆 么 当 


“97 、 


1 
4 之 N ( 当 。) 时 ， 便 有 
ja ie 
5,27〉 引 理 
0<e<a. 
medes 有 序 的 
证 既然 0 >> 0， 所 以 存在 (a,)€ xc， 使 co,>>0 (n= 1，2， 


，) Ca, ) ¢ 以 . 于 是 存在 dE PF， 使 对 于 充分 大 的 s,Q 一 
la 之 4， 当 p，g 之 N(-a) 时 ， 有 


< ae — asil 十 le 一 中 <e, 


设 c >0， aE€F, 则 存在 e《 F， 它 适合 
如 果 F 是 Archimedes 有 序 的 ， 那么 FF 也 是 Archi~ 


3， 


le 一 ed < 本 4 
选取 如 上 述 的 * ， 使 s>>N( 翅 Ga ); 则 得 出 
d<ca ,=a 一 oo<ia 一 oil t+ los <iatas; 
也 就 是 具 要 PP 之 N 34); 就 有 二 4 < ca， 由 此 推 得 (a 一 


1 
2 
d ») += C -zd 之 0 . 我 们 有 


从 而 得 出 


所 以 。 一 二 dd 就 满足 定理 第 一 个 断言 . 


假定 F 是 Archimedes 有 序 的 ， 并 设 c，B € F， 使 满足 
. 58 。 


0 <a<p. z 
根据 定理 第 一 个 断言 ， 便 存在 正 的 eE F， 使 e 之 a， 因 为 每 个 
Cauchy 序 列 都 是 有 界 的 ， 所 以 存在 dE€ F， 它 满足 8 二 dd、 如 果 m 
是 适合 me>d 的 任意 正 整 数 ， 那 么 
ma >me e> d ad >p; 
因此 有 ma>>B， 从 而 是 Archimedes 有 序 的 。 口 
(5.28) 引 理 设 a EF,，(a,)E€ a， 则 有 


lima, 一 人 


证 在 F 中 任 取 es>0， 而 在 F 中 选取 适合 0 <E <e 的 任意 
e>>0; 根据 (5.27)， 这 是 办 得 到 的 .我 们 得 到 
las—asl <e (p,q>N(e)). 
现 固 定 了 之 N《(e). 当 n 之 N(e ) 时 ， 得 到 


i <<e， 
a.— dr<e, 
由 此 推出 
cz 一 oe < e <e, 
cx —a< e <es 
也 就 是 ， 


lc 一 all <e (p>N(e))， 口 

下 面 令 述 并 证 明 有 关 忆 的 主要 结论 . 

《5.29) 定理 域 了 是 完备 的 . 

证 设 (a;) 是 F 中 的 任意 一 个 Cauchy 谨 列 . 如果 (cz) 的 末 段 
是 常 序列 @ ， 就 无 须 证 明了 ;要 不 然 就 存在 一 个 子 序列 (&%,)?.， 
而 cp, 关 xp (一 1，2，…). 根据 (5.267 可 知 ， 只 要 证 明 
《cpD?-: 有 极限 就 可 以 了 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 (xz)?。 满足 


QD 原文 为 “《 as ) 是 终归 常 序 列 ”。 这 指 的 是 存在 某 个 po€E N， 及 & 
下 ， 使 对 于 一 切 p 之 po，Qs = 6。 参见 下 文 (22.20)。 一 一 译 者 注 


。59 。 


一 一 四 站 .一 rh Lp 1 5h Lot mg el 吉利 ot = ~ TH ppp he Cah lain eh ae EE 


Qari (P=1, 2, 3, '") . 记 0 < tc, 一 ch 一 Ly. 
对 于 中 的 任意 。 >0 ， 总 存在 N (es )， 使 
lc 一 cl <e (Dp, gq 之 N:e) )# 
特别 说 来 . 
Us<e 〈《D 之 Ne) ). 
利用 (5.28)， 取 ay€ F, 使 la 一 oj 之 uy (p==1，2，3，"…)， 
然后 在 中 任 取 e >>0. 当 了 ，4 之 N( 二 。 ) 时 ， 就 有 


[a -al < ial + le,—asl + Las—ad 
<h+ 计 e+h<e+ 二 e+ 二 6 一 。. 
由 于 (5.24) 的 映射 + 是 一 个 保 序 同 构 ， 可 见 当 P， 4 之 n(3°) 
时 ， 必 有 las—adl 之 ee， 也 就 是 说 ，(4a5)€ GE， 定义 有 为 《a)) 十 


%. 
我 们 断言 limas 二 p。 为 了 证 实 这 一 点 , 在 中 任 取 正 的 e<， 当 


p>N (六 6) 时 ,我们 有 la 一 a <po< 志 e。 辐 时,(5.28) 表 明 ， 
有 一 个 正 整 数 M( 庆 。)， 使 当 p 之 M( 记 <) 时 ， 有 la 一 Bl < 
所 以 当 p>max{ N (二 )，m( 守 e )j 时 ， 
-Pl < le,—al + 到 一 有 
< 二 e+ 方 e=s.， 口 
(5。 50) 定理 ”对 于 任意 有 序 域 F， 记 同 构 于 证 ， 五 的 每 个 
Cauchy 序 列 都 与 一 常 序列 相差 一 个 零 序 列 . 


证 设 (a,) 是 F 的 元 素 所 成 的 一 个 Cauchy 序 列 ， 命 8 = 
lima(5.29). 那么 (Qs 一 8 ，) 便 是 一 个 零 序 列 ， 定理 得 证 ， 口 


。.60 。 


mn .hh i Pr EH a 


(5.31) 定理 在 任意 一 个 Archimedes 有 序 域 中 ， 序 列 
《2 ) ?1 是 零 序列 . 

证 我 人 有 2 一 了 >) (了 )>p， 因 此 得 27* 过 下 一 .既然 ( 广 ) 六 是 
零 序 列 ， 所 以 (2-?) 也 是 零 序列 口 

(5.32) 定义 ” 设 F 是 一 个 有 序 域 ， 她 守 4C FE， 设 有 一 个 元 
素 bE PP， 如 果 对 于 一 切 xE 4， 都 有 xy 委 (xx>b ) ， 就 说 bp 是 4 的 一 
个 上 (下 ) 界 ， 设 5 是 4 的 一 个 上 界 ， 如 果 b 小 于 4 的 所 有 其 他 上 上 界 ， 
那么 b 叫 做 A 的 最 小 上 界 或 上 确 界 《 记 作 b==supA4 )， 可 类 似 定义 4 
的 最 大 下 界 或 下 确 界 ， 并 记 作 infAD， 记 号 J,u.b.4 和 g.1.b.4 有 
时 用 来 表示 sup4 和 infA. 

(5.33) 定理 设 F 是 一 个 完备 Archimedes 有 序 域 ，A 是 F 的 
一 个 上 (下 ) 有 界 的 非 空子 集 。 则 必 存 在 sup4 (inf4 ). 

证 设 b 是 4 的 任意 一 个 上 界 ，aE A， 那么 必 存 在 两 个 正 整 数 M 
和 一 m， 适 合 M>b 及 一 m 之 一 4， 也 就 是 说 ， 适 合 m<a<b<M. 对 
于 每 个 正 整 数 P， 命 


S, 一 {k: 是 整数 , 且 -上 -是 4 的 一 个 上 界 上 


如 果 E 志 2*:m， 那 么 不 在 $S; 中 .于 是 5; 下 有 界 。 因为 281ME9， 所 
以 S: 非 空 . 可 见 S 有 一 个 最 小 元 素 ， 比如 说 是 ky. 定义 Cz 一 


(Cp 二 1，2，3，-…)， 根据 的 定义 ， 号 一 ks 是 4 的 一 个 上 


界 ， 而 也 操守 一 一 上 就 不 是 A 的 上 界 ， 因 此 我 们 或 有 
K) 1 一 2K7， 或 有 Kp: 1 一 2K2 一 ]， 
从 而 有 


DD 显然 我 们 也 可 以 在 任意 半 序 集中 宕 上 确 界 ( suprema ) 和 下 确 
界 Cinfima ). 


* 61 ， 


: po 1 

Or 或 cr: 二 和 一 02 一 3 
因此 得 出 

4?+1 安 Cs 及 az 一 0z+1< 扫 二 (p=1,， 2， 3， … 


如 采 q 二 Pp 之 1， 那么 


0ay 一 =(as—arr1)t (Cari ~ a ) t+. .4a 1 一 09) 
有 二 i++ 二 十 … 十 下) 
Ds Dp+1 DP+3 = ri 28-7 IT p—1 
1 1 1 

-2 < 


于 是 只 要 4 之 p 之 1， 就 有 la; 一 ad| 一 az 一 0 过 .根据 (5.31)》， 
我 们 推 知 (ar) 是 Caucbhy 序 列 ， 所 以 limas 必 存在 ， 命 极 限 是 c ， 显 
然 a; 宇 c. 

我 们 断言 sup4 一 c， 为 了 证 实 这 一 点 ， 先 假定 co 不 是 4 的 一 
上 界 . 那么 便 有 x€ 4， 适 合 x>>c， 所 以 有 一 个 正 整 数 p， 适合 as 一 
c 二 ja 一 中 <x 一 c; 也 就 是 说 ，ap?<x， 既然 a 是 4 的 一 个 上 界 ， 最 
后 的 不 等 式 不 会 成 立 ， 因 此 c 肯 定 是 4 的 一 个 上 界 . 其 次 假定 4A 有 一 


个 上 界 c' ， 它 适合 之 ce， 选 定 一 个 正 整 数 p， c . 则 有 
wo 一 -> 一 一 -二 -是 4 的 一 个 
上 界 .可 是 根据 定义 ，41 一 -等 于 7 一， 而 “5 一 并 不 是 A 的 


一 个 上 界 。 可 见 c 一 supA. 
同样 可 证 ， 如 果 4 下 有 界 ， 那 么 inf4 必 存在 ; 证 明 
infA=— sup(— A) 
也 是 可 以 的 。 “日 
(5.54) 定理 任意 两 个 完备 的 Archimedes 有 序 域 FR, 和 Ps 
(分 别 有 正 元 素 集 P, 和 P，*) 是 代数 同 构 的 和 序 同 构 的 ， 也 就 是 说 , 存 


。 62 ， 


在 Fi 到 F, 上 的 一 个 1-1 映射 rr， 使 
T(x+y)=TCX)T TOC, 
TC(XY)=T(X)T(Y), 
r(xX)EP,。 当 且 仅 当 x€Pi. 


证 设 1, 和 1, 是 F, 和 Fs, 的 单位 元 ， 而 0 :和 10 :是 零 元 ， 先 在 
Fi 的 有 理 元 素 上 定义 映射 [参见 (5.6.e)];， 于 是 : 
tT (11)=1,; 
T (01)=0,; 
| t(mli)=ml,, 其 中 mn 是 整数 ，; 


i 
t 


(11,)=11, ， 其 中 双 是 非 零 整数 ， 


m _m 
(1 )=21:. 


Im 
nn 


如 果 *E F1!， 而 x 不 具有 一 -一 11 的 形式 ， 就 定义 


r=sup{e1: :1 <x } 


那么 z 具有 要 证 的 性 质 ， 这 一 证 明 留 给 读者 . 口 

(5.355) 定义 所 谓 实 数 域 ， 指 的 是 一 个 完备 的 Archimedes 
有 序 域 ( 比 如 说 ，Q@ ) .我 们 总 用 RR 表示 实数 域 . 

(5.36) 习题 设 F 是 任意 一 个 有 序 域 ， 已 知 a，bE€ F， 试 


十: 
maxfa， b}=3( let.+atb). 、 
1 1 
min{a, 外 一 二 (一 le 一 引 十 十 人。 
《5.37) 习题 设 F 是 任意 一 个 有 序 域 ， a，b，c 是 F 的 任意 二 
个 元 素 . 定义 
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modefc，D，c} 为 min{fmaxkz，Dy，maxftpycyymax(tc cy} 
试用 文字 说 明 mode， 并 且 以 绝对 值 和 域 运算 来 表示 它 。 

(5.58) 习题 设 F 是 任意 一 个 有 序 域 ，D 是 F 的 一 个 子 集 ， 如 
果 : 

(i》) 名 守 DEF:; 

(ii) 关系 +E D 及 y 过 x 蕴涵 y E 了 ， 
则 孔 岂 做 一 个 F 中 的 Dedekind 分 划 . 

(a》 设 D 是 有 R 中 的 一 个 Dedekind 分 划 . 斌 证. 对 于 某 个 ac R， 
D={(xER:x<ay， 或 者 对 于 某 个 CE R,，D= 一 4xX€ R:x<a). 

(b) 如果 F 是 非 序 同 构 于 R 的 一 个 有 序 域 , 试 证 ，F 含 有 不 是 这 
两 种 形式 的 一 个 Dedekind 分 划 ， 

(c) 对 于 域 R, 试 利用 Ca) 证明， 每 个 正 实数 都 有 唯一 的 正 k 次 
方 根 (上 一 2，3，4，…). 

(5.59) 习题 考虑 有 理 系 数 单 未 定 元 + 的 有 理 函 数 全 体 所 成 


的 域 ， 记 作 @(t)。 这样 ,O(t7 的 一 般 非 零 元 素 便 具有 形式 -分 8 


其 中 AC t= 守 qt?，B(D 一 三 bt， 数 at， bb 在 0 中 ， 并且 a， 


站 0、bm 闪 0， 幸 普 通 意义 来 定义 加 法 和 乘法 用 以 下 规则 定义 
QC 中 的 次 序 ， 作 0 驻 在 P 中 的 充 要 条 件 是 4.bm 是 正 有 理 数 ， 试 证 : 
OO 是 一 个 有 序 域 ， 而 次 序 是 非 Archimedes 的 。 再 证 明 : 任意 非 
Archimedes 有 序 域 都 含有 一 个 代数 同 构 并 且 序 同 构 于 QC2) 的 子 
域 ， 试 求 C(GD 的 完备 化 ， 

(5.40) 习题 设 (c.)*-: 是 大 于 工 的 整数 所 成 的 任意 一 个 序 
列 ， 试 证 ， 适合 0 入 x 扫 1 的 任意 实数 x 都 有 形 如 

NE 


性 a ef 
Fs=! 172 4 


| 针 展 开 式 ， 其 中 每 个 Xi E 人 0, 1, '*, a:— 1 }, 试 求 两 个 不 同 展 
开 式 表示 同一 个 实数 的 充 要 条 件 ， 


。64 。 


下 面 我 们 来 构造 复数 域 -一 一 这 比 构 造 R 要 简单 得 多 了 . 

(5.4{1) 定理 考虑 未 定 元 1 的 实 系 数 多 项 式 p(t)@ 全 体 所 成 
的 环 R( 引 , 按 普通 意义 定义 加 法 和 乘法 ， 设 J={C(i? 十 pC :pC(2DE 
RULE)}。， 则 7 是 RCD 中 的 一 个 理想 . 命 RCi]/7] 是 陪 集 pC 站 十 7 所 成 的 
集 ， 设 R(DVJ 中 的 加 法 和 乘法 定义 为 

CpD+T) + CoDFT) = Cp + ) 十 7 
及 
(5bCDT+7) CatT) = (pg) ) 十 7 
则 这 两 个 定义 是 非 二 义 性 的 ， 并 且 对 于 这 样 定义 的 加 法 和 乘法 来 
说 ，RCE)/7 作 成 一 个 域 . 

证 7 是 RD 中 的 一 个 理想 是 显然 的 事实 ， 正 如 (5。 22) 中 的 证 
明 ， 我 们 推 知 R(t)/] 中 的 加 法 和 飞 法 定义 是 非 二 义 性 的 ， 而 且 R[i) 
/7 是 有 零 元 7 和 单位 元 1 十 7 的 交换 环 . 

为 了 更 严密 地 描述 RDV7。， 假 定 (a 二 bt) 十 7 一 (ec 革 b 力 十 
那么 [〈(e 十 天 ) 一 Ca' 十 bt))E7J， 从 而 对 于 菜 个 pCi)E R(t)， 有 (， 
一 a’ ) 十 (6 一 5 )t=(t? 十 1)p(t)， 比 较 这 两 个 多 项 式 的 同 次 千 ， 
得 到 p(t) 二 0， 并 且 a= 二 a ，b 二 Bb ， 换 名 话说 ， 案 { 《a 十 bt ) 十 了 : 
(a, b) E RX R} 的 各 个 元 素 都 是 R(1) /J 的 互 异 元 素 . 每 个 p(t) € 
Rb 都 可 写成 

p(t)=(1* 十 1 ) gC) +7C0), | 
其 中 g(t) € RC ，?r(D==a 十 bt〈( 这 是 初等 代数 事实 ， 证 赂 ) 这 
样 ， 陪 集 p(2) 十 7 便 等 于 Gt? 十 1)gCD 十 (atbD+J=(at bi) 十 7 
这 就 证 明了 R(t)/]={a 十 btJ:Ca,6)E RXR}， 其 中 互 异 但 (a6) 
得 出 RC)/] 的 互 异 元 素 . 
通过 普通 计算 得 到 
( (Cat+b))+7) + (Ca tb tit) 十 三 ) 

. = ((ata’ -ptr60)t) +7 
及 
图 “pbp(pb2 是 译 着 加 上 才 的 。- 一 译 者 注 
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CC(at6bt)+ 1) Ca +6 t+7) 

一 ((aa' 一 好 ) 十 (cz +a’ bi) +7. 
当 (z 十 如 ) 士 7 拓 7 时 ，cxs 0 或 5 冯 0 既然 R 是 一 个 有 序 域 ， 便 有 a* 
十 5:>> 0 ， 从 而 在 R 中 一 二 二 十 i 是 存在 的 . 显而易见 


(C++ 十 (人 zp i t )+ 1 |=1+7. 


这 表明 Rb0V7 的 任意 非 零 元 素 都 有 一 个 乘法 道 元 ， 因 此 RDV77 是 一 
个 域 . 口 

(5.42) 定义 ” 域 Rb 叫做 复数 域 或 复数 所 成 的 域 ， 用 符号 
表示 这 个 域 ， 我 们 把 陪 集 (4 十 bt ) 十 7 写成 ae 十 下， ec 十 此 叫做 一 
个 复数 ， 数 a 叫做 a 十 5i 的 实 部 ， 记 作 Re (a 十 bi ) 。 数 ?是 做 a 十 i 的 
应 部 ， 记 作 Im (a 十 bi ) ， 符 导 x 二 Xx 十 iy，w 二 ww 十 iv，g 十 TY，Q 十 
Bi 等 都 用 来 表示 复数 ， 复 数 a 十 0i 只 写成 .8，0 十 如 只 写成 i， 设 z= 
x 十 iyE€ 了，z 的 绝对 和 值 定义 为 (Xx? 十 y2) 《 非 贷 平方 根 ! >， 记 作 
lz| ，z 的 复 共 罗 ( 或 简称 为 共 轧 ) 定义 为 x 一 iy,， 记 作 2. 

(5.43) 定理 “ 域 K 不 是 有 序 域 . 

证 ”倘若 在 K 中 存在 (5.7) 所 说 的 子 集 P, 就 该 有 iE PP 或 一 i EP。 
如 果 iE€ PP， 那么 i? 二 一 1 €P， 与 (5.8) 相 也 盾 .如果 一 2E€P，。 那么 
(一 17): 二 一 1 € 了 P， 也 引出 矛盾. OD 

(5.44) 定理 对 于 任意 z，z1，x2s EK， 成 并 : 

(i) z=x; : 

(ii) zi 十 za 一 z1 十 za 

(iii) zi22 一 zlz2。 

证 通过 普通 计算 易 得 . 

(5.45) 评注 9 上 述 定理 表明 ， 共 斩 (映射) @ 是 K 的 一 个 自 

只 是 由 于 具有 启发 性 ， 才 列 入 了 (5.45) 和 (5,.46) 两 小 段 ， 这 两 小 

段 与 本 书后 续 内 容 无 关 ， 
人 @“ 映 射 ” 二 字 是 译 者 加 的 ， 一 一 译 者 注 
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疝 构 .但 是 除 去 恒 等 映射 外 ， 域 R 却 没有 别 的 自 同 构 ， 事 实 上 ， 设 
9 是 一 个 函数 ， 定 义 域 为 R， 值 域 包含 在 R 中 ，2(CR) 夭 (0}，2 还 满 
足 9(x 十 y) 二 PCx) 寺 PCy)，9(xy) 二 9CxX)9(y)。 容 易 证 明 9(1)= 
1 ，9(0 )== 0 ， 一 般 地 ， 对 于 任意 YE CO@， 都 有 2(r) 一 r。 当 x 关 0 
时 ， 如 果 9Cx) 二 0， 那么 


1=9(1)=9(x 3 )=?0)9( 3)=0. | 


~ 


所 以 当 x 关 0 时 ， 必 定 有 2(Kxz) 关 0， 如 果 c<b， 则 有 
PPP a) Pb 0) 一 of((G 一 o) ) ) 
”一 yp((b 一 。 )*) 0 
所 以 ， 好 果 o<p ， 则 Co7<< 2CD 7) 对 于 任意 一 个 实数 Xx， 取 7i。， 7s 
€ CO， 使 <xz<r，. 那么 
fr 一 Ofi)<COCOX)<O(Crz )= ry. 
既然 7s 一 ?1 可 任意 小 ， 可 见 9(x)= 二 xX. : 
(5.46) 评注 @ ”前 数 方程 pCx 十 y) 二 9Cx) 十 Pply) 在 R 上 有 25 
个 间断 解 ， 事实 上 ， 把 R 看 作 C 上 的 一 个 向 量 空间 (3,17.c)》， 设 了 
是 O 上 R 的 一 个 Hamel 基 (3.19)， 对 于 每 个 XE€ R， 命 ,表示 (3,20) 


中 的 B 到 QO 内 的 那个 唯一 函数 ， 并 是 x = > a,(b)6， 然 后 对 于 每 个 
f€ R®, 规定 9y:R 一 R 如 下 ， beB 
pix)= > a (WHE). 


bd 


读者 容易 验证 ， 每 个 这 样 的 Py 满足 所 求解 的 通 数 方程 ,而 且 9j (rx) 
二 YPCX) 《7E0O0，xXER)， 于 是 891(7)==r784( 1)《CrE0)， 因 此 ， 
如 果 9/ 连 续 ， 那 么 对 于 任意 XE R，9yCx) 二 x9K 1)， 由 于 1(1) 
刚好 有 “ 个 可 能 值 ， 所 以 得 出 刚好 有 “个 连续 的 pf。 但 是 Re 一 
一 26[ 见 (4.34))， 又 如 果 在 Rs 中 FEg， 那 么 py 六 99， 所 以 存在 2 
个 间断 的 27。 前段 表 明 ， 风 加 的 必要 条 件 9Cxy)= 二 PCx)P(y) 合 9 成 
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为 了 说 明 某 些 这 类 加 性 函数 的 异常 性 质 , 规定 $xX)== 之 a.(b) 
《xXER)，、 也 就 是 二 91:( 其 中 对 于 每 个 5€ B,，f(b)== 1 3 现 考 
虚 B 中 的 bi 专 5,，R 中 的 c 之 4， 以 及 r ERR. 

取 sE€ QO， 使 c 之 rb 十 sb, 一 bs) 之 d. 命 

4 一 7D 十 Sb 一 5) 一 (Cr 十 s)D1 一 SP，， 
那么 ，c< xz<d，WYWo) 一 (Cr 十 S) 一 s=r。 因 此 由 c<d (在 R 中 7) 可 推 
出 %C{xz:c<x<d) 一 @。 这 个 函数 是 杂乱 间断 的 . 

域 K 有 2 个 自 同 构 ， 这 一 事实 取决 于 K 是 代数 闭 的 .不 过 ， 人 恒 
等 映射 z 一 :和 共 因 映 射 z 一 z 关于 K 上 的 通常 拓扑 [ 见 (6.17)} 都 是 
连续 的 . , 

(5.47) 定理 设 z，wERK, 则 [zwl = 二 lz wl, lz= 1z1， 
|iz| =z22, ZzZ+Z=2Re(z), 2 — z=2ilm(z). 

证 直接 计算 即 得 . 

《5.48) 引 理 设 z= 二 Xx 十 yi 是 一 个 复数 。 则 有 

(Ci) IlReCz)| 志 1z|， 而 Re(z)== ]z| 的 充 要 条 件 是 x+ 之 0 及 
y 一 0 ， 

(ii) |im(z) 委 iiz， 而 ImCz)=]1z| 的 充 要 条 件 是 xx 一 0 及 
yx 之 0 . 

证 易 见 有 下 列 关 系 式 : 

一 |z | 一 一 (xz:? 十 y2) 二 < 一 (x2 玄 一 一 |x| 过 x 
ll=G (rty = 1z|. 


显然 ，x = (xs2 十 y2) 地 的 充 要 条 件 是 y= 0 及 x 之 0， 同样 可 证 关于 
Im(z) 的 结论 (ii). 口 

(5.49) 定理 设 z，wEK， 则 有 iiz 十 让 和 ix 十 lwl， 而 县 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 az2 = 二 Bw， 其 中 a，pB 是 不 同时 为 零 的 非 负 实 
数 . 

证 应 用 (5.47)，(5。48) 得 到 
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| 十 划一 (z 十 扫 (Zw)=2 2+ wiz w+ Zw 
= |z| :+ lwl *+2Re(zw) 
< lz| :十 lwl :+2| zw| 
= lz :+ lwl :+2 lz| hw 
=( lz| + lhwl )?. 


这 表明 lz 十 wl 二 lz| 十 lwl ， 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 Re (zw ) 一 
lzw| , 从 而 根据 (5.48), 这 等 价 于 z 是 一 个 非 负 实数 . z = 0 时 ， 
取 c=1，p8=0. w=0 时 ， 取 c=0，p=1 工 .如果 z 反 0， UV 羡 
0，。Zw 是 一 个 正 实数 B， 那 么 z jwl := zww 二 Bw， 可 取 a== wl * 
>>0. 口 

《5.50) 几何 解释 

读者 已 知 ， 把 域 有 看 作 Euclid 平 面 RXR 很 有 好 处 ， 这 时 平面 
上 的 点 《a,，b) 对 应 于 复数 a 十 bi。 这 样 一 来 ，(a，5) 与 (0,，0) 
之 间 的 Euclid 距 离 就 是 a 十 bi 的 绝对 入 ， 共 轿 无 非 是 关于 X 轴 的 反 

(5.51) 定义 设 z 二 x 十 iy 是 一 个 非 零 复数 ， 则 argCz) 是 指 适 
合 以 下 条 件 的 实数 0 全 体 所 成 的 集 . 


x ， yy 
TzT? sin(C0) TzT: 


arg(z) 中 适合 一 Tz 之 9 二 7 的 任意 一 个 元 素 9， 记 作 Arg(z)， 规 定 
arg(0) 一 R， 而 Arg(C0 ) 没 有 定义 号， 

(5.52〉 定理 设 z 是 任意 一 个 非 零 复 数 ， 则 argCz) 是 一 个 可 
数 无 限 集 ， 并 且 Arg(z) 恰 含有 一 个 实数 如 果 09 Earg(z)， 则 
arg(2)= {0+2nn:n€2}. 

证 ”我们 仅 略 述 证 明 ; 详细 证 明 可 参 大 例如 Saks 和 Zygmund 


cosfCb0) 一 


中 请 读 考 留 意 ， 国 内 通常 用 arg(z) 和 Arg(z) 分 别 表 示 这 里 的 Arg(z) 
和 arg(z)。 一 一 译 者 注 
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(2nt 1)1 (2n)1 


对 于 一 切 xX€R 有 定义 、 连 续 且 实际 上 无 穷 次 可 微 ， 特 别 ， sinC(0) 
一 0，eos(0 )= 1。 数 万 定义 为 余弦 的 最 小 正 零 点 .然后 证 明 
对 于 适合 c? 十 4d: 二 1 的 任意 实数 偶 (c，d ) ， 总 存在 唯一 的 实数 0， 
它 满足 一 r<b 委 rr，cos(0)=c，sin(0) 一 dg， 这 个 数 就 是 Arg(z) 。 
再 证 明 对 于 一 切 8 ER 及 一 切 2EZ， 和 都 成 立 cos(0) = cos( 0 十 
27n)、sin(0) 二 sin (4 十 2xn )， 并 且 2x 是 余 纺 和 正弦 的 最 小 周 
期 . 由 这 些 事实 就 可 推出 本 定理 的 后 两 个 结论 ，“ 口 

《5.55) 习题 设 z 是 一 个 非 零 复 数 , 试 证 arg( 二 ) 一 一 arg(z)。 


如 果 z 不 是 负 实数 ， 试 证 Arg (二 )= 一 Arg(z)、 如 果 z 是 负 实 


数 ， 试 证 Arg(z) 一 Arg( 过 ) 一 工 . 

(5.54) 习题 设 z，w 都 是 非 零 复 数 ， 试 证 arg(Czw) 一 arg(z) 
十 arg(w)， 对 于 任意 正 整 数 £， 成 立 arg(z*) 二 kk .arg(z).， 

(5.55〉 摘要 

图 3 说明 复 数 的 加 法 和 乘法 ， 加 法 是 分 量 式 的 . 作 图 时 ， 可 应 
用 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 。 乘法 稍 许 复 杂 些 ， 我们 有 

Arg(z0) 一 Arg(Cz) 十 Arg(W) (mod27) 

及 lzwl = lzl * lwl. z 
图 4 说明 |z; 十 zz == lzi| 十 lz;| (5.49) 成 立 的 唯一 条 件 以 及 ? 《 相 
对 于 2z ) 的 位 置 . 

(5.56〉 指数 表示 法 一 个 复数 序列 (zx, ) 收敛 于 极限 z， 是 
指 lim lz 一 zl 二 0， § 6 还 要 更 详细 地 阐述 这 个 概念 。) 我 们 暂 
且 利 用 这 一 概念 ， 把 指数 前 数 exp 定 义 为 


(DS.Saks and A.Zygmund, Analytic Functions, Monog~ 
rafie Matematyczne， Warszawa， 第 28 卷 ,， pp.62 一 64， 
1952 年， 
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exp(z)= > =lim > 二 
正如 实 客 级 数 的 情况， 可 以 证 明 对 于 任意 xzEK，exzp(z) 总 存在 (也 
就 是 说 ， 右 端 极 限 存 在 ) ， 等 式 

exp(z+w)~=exp(z)exp(w) 


(> 
exp(i0) 一 cos(C0) 十 isin(0)， 
因此 |exp(i9)| = 1 。 这样， 任意 非 零 复数 z 都 可 写成 


恒 成 立 ， 这 可 由 先 作 科 法 ( 之 - 


= lz| (2 )= la exp(i0)= lal CcosC0) +isin(0)). 
这 里 0 是 argCz) 中 的 任意 数 . 
| 上 面 所 隐 定 义 的 函数 z 一 2 
形式 定义 为 


[各 用 到 ， 它 "| 估 下 负重 


E29 EKN 0}’, 
sgn(z)=! |7 | 


:0，z 二 0， 
(5.57) 习题 试 利用 Hamel 基 证 明 加 法 群 R 和 K 是 同 构 的 . 
《5.58) ”习题 ”定义 K 中 的 加 法 为 普通 加 法 ， 定 义 乘 法 为 “ 坐 
标 式 ”. z 
Cxtiy)Cuti0)= Xu iyy. 
试 证 : 对 于 这 此 运算 来 说 ， 天 作成 一 个 有 单位 元 的 交换 环 . 表 证 K 
不 是 一 个 域 . 
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第 二 章 ”拓扑 学 与 连续 函数 


本 书 要 旨 ， 在 于 完整 前述 积分 和 微分 .因此 这 里 来 深入 研究 集 
论 拓 扑 学 显然 不 够 妥当 。 同样 ， 详 细 论 述 连续 函 数 也 超出 本 书 范 
围 ， 不 过 ， 研 究 积 分 和 微分 注重 完善 性 ， 这 样 就 不 能 忽视 拓扑 学 与 
连续 性 . 

首先 ， 在 测度 论 一 一 它 差 不 多 辣 积 分 论 并 行 发 展 一 一 与 紧 性 这 
一 拓扑 概念 之 间 有 着 本 质 联系 ;其 次 ， 积 分 和 导数 理论 中 的 不 少 重 
要 事实 ， 归 根 结 底 疯 基于 连续 函数 性 质 之 上 ; 第 三 ， 不 论 构 成 抽象 
分 析 的 研究 对 象 ， 还 是 推 证 命题 ， 纯 拓扑 概念 都 起 着 主导 作用 ; 第 
四 ， 就 任意 拓扑 空间 而 言 ， 许 多 证 明 与 在 实 直 线 情 况 一 样 简单 易 
行 ， 

因此 ， 如 8 6 所 示 ， 我 们 开头 就 要 作 一 番 努 力 ， 这 是 很 重要 的 
一 步 ,. 绷 在 让 读者 考 虚 一 些 结构 ， 它 们 涉及 较 直 线 远 为 一 般 的 拓扑 
空间 。 在 此 基础 上 ， 我 们 就 可 以 完善 地 讲述 现代 分 析 了 .， 

如 果 只 限于 扼要 论述 集 论 拓扑 学 中 就 分 析 学 而 言 业 已 证 明 是 很 
重要 的 那 部 分 内 容 ， 第 6 节 则 是 自 成 体系 的 。 完 全 正则 空间 的 仿 紧 
性 及 紧 化 这 两 个 论题 忍痛 割爱 了 ,但 是 此 类 删节 必须 有 所 节制 . $ 7 
则 研究 连续 函数 以 及 与 之 密切 相关 的 一 些 函 数 ， 我 们 特别 涉及 到 
这 类 函数 所 成 的 空间 及 其 所 可 能 具备 的 性 质 . 本 节 最 后 叙述 Stone~ 
Weierstrass 定 理 ， 这 一 定理 无 疑 是 每 位 分 析 学 家 必 不 可 少 的 工 
具 ， 
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$ 6 拓扑 学 基础 


集 论 拓扑 学 研究 接近 、 极 限 点 和 收敛 等 概念 的 抽象 形式 ， 作 
为 特殊 的 但 极为 重要 的 一 类 情况 ， 我 们 来 考虑 直线 R， 设 x*，y ER， 
x 与 ? 之 间 的 距离 可 规定 为 x 一 ?的 绝对 值 ， 

P(x, y)= Ix—yl. 
我 们 还 可 以 研究 一 点 x ER 以 及 与 之 对 应 的 使 得 ACx,y ) 小 于 确定 的 
正 数 a 的 点 yE R 全 体 ， 即 考虑 开 区 间 )x 一 4g，x 十 a[， 这 就 为 我 们 提 
供 了 R 内 基于 距离 函数 0 的 一 个 系统 逼近 概念 。 此 外 ， 我 们 还 需要 
一 个 更 一 般 的 概念 。 设 A 是 RR 的 一 个 子 集 ， 如 果 它 含有 “充分 靠 
近 ”其 每 个 元 的 所 有 点 ，4 就 叫做 开 集 。 研究 集 论 拓扑 学 时 ， 通 常 
方便 的 途径 是 将 开 集 概念 抽象 化 和 公理 化 . 

为 了 更 精确 起 见 ， 我 们 先 引进 一 些 定义 ， 首先 扩张 实数 系 ， 然 
后 描述 广义 实数 的 者 干 重要 子 集 。 

《6.1) 定 义 (a) 设 ce 和 一 ce 是 两 个 互 异 对 象 ,都 不 是 实数 中 。 
集 R#= 二 RU( 一 oo} Uf}mM 做 广义 实数 集 ， 取 R 中 的 普通 次 序 关 系 ， 
并 规定 一 ce<ce， 而 且 对 于 每 个 xER， 规 定 一 co<x<ecoe，R# 就 成 
为 线性 有 序 集 了 ， 设 c，5 属 于 R+， 且 C<b， 则 以 下 各 集 

Jasb(={xE R*:ax<b), 

[cb 一 人 EGR:O<Y 雪 四， 

(asb(={XE R*:aCXrLb}, 

Jasb)={x ER*:a< rb) 
都 叫做 区 间 ， 端 点 为 4，b。 区 间 )a，b([ 是 开 区 间 ， (ca，b) 是 闭 诡 
间 ，(a，b( 和 })a， 避 都 是 举 开 区 间 ， 假 如 a，b 属 于 R, 这 些 区 间 就 说 
是 有 界 的 ， 否则 就 说 是 无 界 的 .注意 ，R 本 身 是 开 区 间 ) 一 2，%[， 
面 且 这 里 所 定义 的 一 切 区 间 都 具有 基数 “， 
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Cb》 为 了 今后 的 应 用 ,我 们 作 几 项 约定 一 一 根据 以 下 规则 来 定 
义 RR+ 中 的 和 与 乘积 ， 设 x，yERCR+，x 十 ?和 xy 则 照 通 常 的 定义 。 
设 xER， 则 规定 

co 十 X 一 X% 十 ce 一 co ; 
《一 co ) 十 X=X 十 (一 co ) 一 X 一 co 一 一 co 
还 规定 
co 十 co 一 co ; 
《一 co) 十 (一 ce) 一 一 ce 一 co 一 一 co; 
一 (co) 一 一 ce， 一 (一 so)== co， 
表达 式 ce 十 (一 ce) 及 (一 ce) 十 ce 都 没有 定义 ， 设 xER，x>>0， 则 
规定 
co .zx 一 co 一 co 
(一 co) .xXY 一 X%。 (一 co)= 一 co. 
规定 
co .0 一 0 .co=( 一 co).0=0: (co) 一 0， 
设 xeR， xX 0， 则 规定 
co 。X 一 X。 ce 一 一 co; 
《 一 co ) 。Y%Y 一 X, (一 co ) 一 co 
哨 达 式 c 《一 0),，( 一 2) .co 及 (一 c) (一 c9) 都 没有 定义 . 

根据 开 区 间 来 定义 R 的 开 子 集 如 下 . 

《6.2) 定义 设 有 一 个 集 UCR， 如 果 对 于 每 个 xEU，, 都 有 一 
个 正 实数 ， 使 得 )]x 一 < ，x 十 2 (CU， 就 说 U 是 开 集 . 

这 样 一 来 ， 就 可 以 简单 说 成 ， 设 U 是 R 的 子 集 ， 如 果 对 于 其 每 
个 点 %， 它 含有 充分 靠近 % 的 所 有 点 y，《 “充分 靠近 ”这 句 话 当然 
与 x 有 关 ， ) 则 U 是 开 集 ， 很 明 量 ， 凡 开 区 间 都 是 开 集 ，R 的 开 子 集 
的 茶 些 重要 性 质 表 列 在 以 下 定理 中 . 

(6,3) ”定理 命 6 玫 示 R 的 开 子 集 全 体 所 成 的 集 族 ， 则 ， 

(i YEO, REO, 


5 


1 


(ii) 如 果 多 是 的 一 个 子 族 ， 那 么 Ug EO0， 

(iii) 如 果 {0U:，UcO ,那么 DJnUn…nrscZ。 

读者 可 补 出 这 个 很 简单 的 结论 的 证 明 . z 

定理 (6,3) 所 列 出 的 R 中 开 集 的 性 质 ， 成 为 下 面 所 定义 的 拓扑 
空间 概念 的 基础 

(6.4) 定义 设 X 是 一 个 集 ，O 是 XX 的 一 个 子 集 族 ， 并 具有 以 
下 三 个 性 质 ， 

(i) GEO, XEO., 

(ii) 如 果 儿 是 0 的 一 个 子 族 ， 那 么 U 多 EC; 

(ii1) 如 果 {U,， U: ,0 CO 那么 UN UN NU EO 
〈 这 就 是 说 ，O 对 于 任意 并 以 及 有 限 交 运算 是 封闭 的 。 ) 则 称 O 是 X 
的 一 个 拓扑 ， 偶 (X，O) 叫 做 一 个 拓扑 空间 ， 当 不 致 产生 混 淆 时 ， 
X 本 身 就 叫做 一 个 拓扑 空间 ，C 的 元 都 叫做 X 的 开 集 ， 

定义 (6.4) 本 身 颇 为 枯燥 乏味 ,关于 任意 拓扑 空间 也 并 没有 证 明 
出 多 少 令 人 振奋 的 定理 ， 但 是 ， 为 了 揭示 各 种 拓 扑 概念 之 间 的 联 
系 ， 以 及 显示 象 连续 性 这 类 概念 的 简单 属性 ， 可 以 用 开 集 定义 的 某 
些 实体 却 是 相当 重要 的 ， 另 外 ， 只 要 附加 两 个 公理 ， 便 得 到 一 类 拓 
扑 空 间 ， 在 其 中 运用 许多 分 析 方 法 殊 为 有 益 ， 我 们 先 看 几 个 拓扑 空 
闻 的 例子 . 

(6.5) 例 (a) 自然 具有 (6.2) 及 (6.3) 所 描述 的 拓扑 的 实 
直线 RR 是 一 个 拓扑 空间 ，R 的 这 一 拓扑 称 为 R 的 通常 拓扑， 除非 特别 
作 相 反 声 明 ， 我 们 总 假定 R 赋 以 其 通常 拓扑 . 

(b) 试 考察 R# 以 及 族 C#, 这 里 224 是 具有 以 下 四 种 形式 之 一 的 ， 
一 切 集 所 组 成 的 ，U，UU ti，coj，UU[ 一 co s (0UU[ 一 co，sL 
U]b co)， 其 中 只是 R 的 开 子 集 ，s，t ER. 那么 ( R*，O+ ) 是 一 
个 拓扑 空间 ， 刀 叫做 R* 的 通常 拓扑 . 

(ce) 设 X 是 任意 一 个 集 ， 偶 (X2(X7) 显 然 是 一 个 拓扑 空间 。 
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@ 忆 及 空 族 的 并 等 于 好 ， 
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族 多 (X) 叫 做 X 的 离散 拓扑 ， 具 有 高 散 拓 扑 的 集 关 常 记 作 XD， 

(d) 设 X 是 任意 一 个 集 ，C= 4X, 必 }。 那 么 叫做 X 的 密 着 拓 
扑 《或 叫做 具体 拓扑 ) .我 们 对 这 个 拓扑 没有 多 大 兴趣 . 

从 上 述 开 集 的 基本 概念 出 发 ， 我 们 来 定义 各 种 拓扑 概念 . 

(6.6) 定义 ” 设 X 是 一 个 拓扑 空间 .点 xE 玉 的 一 个 邻 域 是 指 X 
的 含有 x 的 任意 一 个 开 子 集 U， 如 果 空 间 X 的 每 对 不 同 的 点 都 有 互 不 
相交 的 邻 域 ， 则 称 X 为 Hausdorff 空 间 ， 设 有 一 个 集 4CX。， 如 果 
XN 4' 是 开 集 ， 就 说 4 是 闭 集 ， 设 2EX，A4CX， 如 果 对 于 x 的 每 个 
邻 域 0， 都 有 (Un {x}’) 作 A 二 名 ,就 说 x 是 .4 的 一 个 极限 点 、 设 AC 
人 XxX，.A 的 闭 包 是 指 集 A 二 个 {F:F 是 闭 集 ,，A 二 FCX}; A 的 内 部 是 指 
集 4"= U {DU:U 是 开 集 ，UC A}， A 的 边界 是 指 集 64=A 由 (A’) 。 

(6.7) 定理 设 X 是 一 个 拓扑 空间 . 

(i》 X 的 任意 一 个 闲 子 集 的 有 限 族 之 并 仍然 是 闭 集 . 

(ii》 X 的 任意 一 个 闲 子 集 的 非 空 族 之 交 仍 然 是 闭 集 . 

(iii) X 的 子 集 4 的 闭 包 4A "是 包含 4 的 最 小 闭 集 , 并 且 A 为 闭 集 
的 充 要 条 件 是 A4= A. 

(iv) A 的 内 部 4" 是 包含 于 4 的 最 大 开 集 ， 并 且 A4 为 开 集 的 充 要 
条 件 是 A= A". 

(v) XX 的 子 集 4 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 妨 包 含 其 全 部 极限 点 . 
设 A，B 是 X 的 两 个 子 集 ， 则 有 、 

(vi) A"= A’ ~/ ; 

(yii) 0A= A-N A”, 

(viii) (AUB) =A- UB-; 

(ix) (ANB)’=/A°NB°. 
设 {41} 是 X 的 任意 一 个 子 集 族 ， 则 有 

(x) UAiC(CLUA,).; 

Cxi) - NN ASOCONAD, 
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最 后 

(xii) 儿 及 X 和 者 是 闭 集 . 

证 把 De Morgan 律 (1.9.iii1) 和 ( 1.9.iv) 应 用 于 开 集 公理 
《6.4.iii ) 各 (6.4.ii) 便 直 接 得 到 汤 言 (i) 和 (ii). 

既然 4 是 4 的 所 有 闭 超 集 之 交 , 由 断言 (ii) 便 可 证 实 断 言 (iii)。 
上 断言 (iv) 差 不 多 是 显然 的 . 

我 们 来 证 明 (v)， 先 设 4 是 闭 集 . 那么 4A' 便 是 4 中 每 一 点 的 一 
个 邻 域 , 且 A’ 站 A4= 名 ,因此 A 中 没有 点 会 是 4 的 极限 点 ,这 就 是 说 ， 
A 包含 了 它 的 所 有 极限 点 . 反 过 来 ,如 果 A/ 中 没有 点 会 是 4 的 极限 点 ， 
那么 对 于 每 个 zxE 4' ， 必 存在 zx 的 一 个 邻 域 U。.， 适 合 Un 4= 儿 ， 因 
而 A =U{(.:xE4' 是 开 集 ， 即 4 是 闭 集 ， 

为 了 证 明 (vi)， 我 们 计算 如 下 ， 

4 =[n( 人 EPE 是 闲 集 ，FD4 
二 U (EF' : 太 是 闭 集 ，F 二 4 
二 UU{F’!:F/ 是 开 集 ,F’' 4} 
=A°. z 
由 Cvi) 及 64 的 定义 便 直接 得 到 断 讶 (vii). 
为 了 证 明 (viii )， 注 意 到 《AUB)-" 是 包含 A 与 8 两 个 集 的 闲 集 ， 
所 以 它 必 定 包含 4" 与 8B" 两 个 集 . 于 是 得 到 
(AUB) A UB.. 
但 A~UB- 是 包含 AU B 的 闭 集 ， 从 而 
(AUB) CA UB , 
所 以 
(AUB) =A UB. 
为 了 证 明 (ix)， 我 们 写成 
CANMNB)°=CANB) =A UB’)™ 
=( 4 UB )=(A’NB™’) 
二 A" (1B'". 
因为 包含 关系 4A， U4 及 A; ,一 (UA) 对 于 一 切 指标 ,当然 


。， 了 8 。 


都 是 成 立 的 ,由 此 便 证 实 了 渐 言 (x)、 由 (x)， 断 言 (xi) 是 显然 的 ， 
由 (6.4.i) 及 闲 集 定义 ， 断 言 (xii) 也 是 显而易见 的 ， 口 

《6.8) ”定义 ” 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ， 如 果 他 与 X 是 X 中 仅 有 的 
既 开 又 闭 的 子 集 ， 就 说 X 是 连通 的 . 

(6.9) 定理 具有 通常 拓扑 的 空间 RK 是 连通 的 . 

证 设 A4 是 RR 的 一 个 既 开 又 闭 的 非 空 子 集 ， 信 若 A 二 RR， 命 CER 
NAA. 既然 4 关东, 那么 或 有 AT 人 fn ) 一 =， cl 人 0， 或 有 An ] c， cc 人 
,假定 B 二 40 ) 一 ,cl 三 名 ， 设 a 是 这 个 集 的 上 确 界 (5.33)， 
显然 三 c， 设 e 汪 0， 那么 a 一 e 并 不 是 B 的 一 个 上 界 ， 从 而 存在 某 个 
Xx€B, 满 足 4a 一 e 之 x 志 4， 这 就 证 明了 a 的 每 个 邻 域 必 与 4 相交 ， 从 而 
由 于 4 是 闭 集 ，oc 便 属于 4 既然 4 又 是 开 集 ， 便 有 6 > 0 ， 使 ja 一 
.6，a 十 S(CA， 任 取 bER， 它 满足 ae<b<min{a 二 6，c+， 《注意 ， 
4 天 C， 因 为 CEA’.。) 由 此 可 见 ，bE A，b<c, 从 而 bE B。 不 等 式 
:b>a 与 4 是 上 确 界 相 了 矛盾 。 如果 A 人 jc，~<(** 名 ， 同 样 引出 耶 盾 ， 
于 是 只 能 得 出 结论 4=R， 丫 

定义 拓扑 时 可 以 不 用 全 体 开 集 ， 而 只 用 某 些 开 集 ， 这 个 方法 往 
往 比 较 方便 . 

(6.10〉 定义 设 (X，Z) 是 一 个 拓扑 空间 ， 族 罗 CC. 如 果 
对 于 每 个 DEC， 都 存在 某 个 子 族 .orc 罗 ， 使 得 [= 一 U.w， 这 就 是 
说 ， 每 个 开 集 是 绍 中 一 些 集 的 并 ， 则 族 多 惠 做 拓 坎 0 的 一 个 基 . 
设 .% 是 C 的 一 个 子 族 ， 如 果 .9 中 集 的 有 限 交 全 体 所 成 的 族 是 拓扑 C 
的 一 个 基 ， 则 子 族 .叫做 拓扑 O 的 一 个 次 基 . 

(6.11) 定理 ” 设 X 是 一 个 集 ， 鹏 CZ 史 (人 X)， 规定 O=4U: 
wcC 及 }》、 则 当 且 仅 当 以 下 两 个 条 件 满足 时 ，(X，EC) 是 一 个 拓扑 
空间 ， 并 且 乡 是 0 的 一 个 基 ， 

(i) UB=AX, 

(ii) 如 果 U,VE 多 ，xEUNV， 那 么 存在 WE 多 ，, 使 得 x EW 
CUNTV. 

证 假定 OE 是 X 的 一 个 拓扑 ， 那么 XECO， 因 而 存在 .x C 罗 , 满 


~、 ~™ 时 7 9 全 


是 XX= U.w CU 乡 CX， 妈 (i) 成 立 ， 其 次 设 U, V 是 多 中 的 两 个 
集 ， 且 x EUNV， 那么 UNV 在 QO 中， 因而 有 某 个 Wc 终 , 满足 U 站 
V= 二 UB， 于 是 对 于 某 个 WEW， 有 x EWCUNV,， 这 便 证 明了 
(i11). 

反 过 来 ， 假 定 (i ) 和 (ii) 成 立 ， 须 证 好 是 一 全 拓扑 设 
《U 是 C 的 任意 一 个 子 族 ， 那么 根据 C 的 定义 ， 对 于 每 个 !， 必 
存在 .oucC 多， 满足 U,= U.o,， (这 里 利用 了 选择 公理 ， 对 于 每 
个 上 LE7 只 选取 一 个 .oz 。 ) 命 .o2 = U A 显然 .CB ，U%w = 
U Us; 于 是 对 于 任意 并 运算 是 封闭 的 ， 其 次 设 U,V 在 6 中 ,那么 
存在 .9 的 两 个 子 族 {Ui}ier R {Vr en 使 一 U U,V= UV 
于 是 对 于 每 个 x EUNV, 存 在 :EI 及 7E€H， 使 X EU, Nv 9 因 此 要 
据 (ii)， 胸中 有 一 个 灰 。 使 XYEW,CUNV,CUNV, 命 f 二 人 W，,: 
XEUNV}， 那么 CC 及 (可 能 是 空 族 ! ), UNNV= Uw E00. 于 
是 4 对 于 有 限 交 运算 也 是 封闭 的 ， 根据 (i),. X 在 作 中 ， 而 由 于 名 忆 
比 , 便 有 = UZ EO. 这 证 明了 COE 态 是 X 的 一 个 拓扑 ,很 明显 , 雪 是 
[7 的 一 个 基 ， 口 

定义 在 RXR 上 的 函数 (Xx，>) 一 |x 一 3| 显然 是 距离 函数 . 有 一 
类 拓扑 空间 虽然 比较 特殊 却 很 重要 ， 其 中 的 拓扑 可 用 适当 的 距离 了 
数 来 定义 ， 以 下 是 公理 化 定义 . 

(6.12) 定义 ” 设 X 是 一 个 集 ，P 是 XXX 到 R 内 的 一 个 项 数 ， 
并 满足 下 列 条 件 、 对 于 任意 X，>y， ZzCEX, 肥 

(i) PCX, y) 之 0; 

(ii) P(x，y) 二 0 的 充 要 条 件 是 x+ 二 >; 

(iii) P(X, y)= Ply, 4); / 

(iv) DCx，2z) 委 DCx，y) 十 0(y，2z)(〔〈《 三 角 不 等 式 ). 
则 叫做 和 的 一 个 度量 (或 距离 函数 ) ;， PLXx, yy) 岂 做 x 到 >y 的 距离 ， 
偶 (X，p) 叫 做 一 个 度量 空间 ， 在 不 致 引起 混淆 时 ， 便 称 藉 为 一 个 
度量 空间 ， 

(6.13) 例 ，(a) 设 是 正 整 数 ， 式 一 尺 "或 到 ，p 为 实数 ,p 之 1， 


。80 。 


对 于 和 中 的 zx 一 (Xiy "er “oy 3， 7 ， 贰 汗 


[3 1 
‘ 了 
pilx 7)= (2 kyl? ) 


站 显然 具备 性 质 (6.12.i) 一 (6,12。iii)， 而 三 角 不 等 式 (6。12， 
iy ) 万 是 Minkowski 不 等 式 ( 下 文 《13。.7 ) 将 予以 证 明 ) 的 特例 ， 
度量 2, 称 为 R" 或 K" 上 的 Euclid 度 恬 . 
(b) 设 x，yER" 或 K"， 规 定 
Plx, y)—=max( |X;, yi : 1 Sin}y. 
不 难 验 证 (KkK"”，P ) 和 ( R"，P ) 都 是 度量 空间 . 
(c) 设 X 是 任意 一 个 你， 对 于 x，y EEX， 规定 2(x,y) 二 1 一 6,， 


[SG 是 儿 fronecker 的 6 记号 ， 见 (2.20)]， 很 明显 CO 是 一 个 度 量 ， 称 之 


为 X 的 离散 度量 . 
Cd) 考虑 集 N”, 这 个 集 可 具体 设想 成 正 整数 序列 (Ca; )?- ,全 体 


所 成 的 集 ， 对 于 NY 中 的 Ge 一 Ca )，8 一 (bi)， 规 定 
plas 6 一 0， 当 a 一 2; 


 、， 
Ca 吕 ) 一 斑 ， 当 0i 一 D 1, QQ,=b,, *'y 


ai 一 bb。 1， 而 ac, 关 bb 


那么 CN”,，P ) 是 一 个 度量 空间 . : 
Ce) 设 D={zEK: lz| 攻 1} 是 复 平面 内 的 闭 单 位 回 稚 ,对 于 z， 


wED， 规 定 
当 arg(z) 一 afg(2) 或 z 村 多 
中 有 一 个 为 零 ， 

lzl 十 lwl » 其 余 . 
那么 CD，P) 是 一 个 度 甚 空间， 这 个 空间 不 妨 称 作 “ 法国 铁路 空 
间 ” (French railroad space ) 或 “类 国 首 都 华 感 顿 空 间 "《 Wa- 
shington D.C。space ) ， 要 知道 这 许 的 称呼 是 有 道理 的 ， 应 该 草 


| 1z 一 如 ， 
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描 一 张 图 形 O， 其 实 ， 这 个 看 来 有 点 象 模拟 的 空间 (本 质 上 ) 乃 是 6 
维 Hilbert 空 间 中 闭 单位 球 的 某 个 闭 子 集 。 参 看 下 文 (16.54)， 

《6.14) 定义 设 (X,P) 是 任意 一 个 度量 空间 。 对 于 8 请 
0，XEX， 命 

B(x)={yEX:P(xX1Y)< 2}. 

集 B,(x ) 叫做 x 的 e~- 令 域 或 以 x 为 中 心 、: 为 半径 的 开 球 . 

(6.15) 定理 设 (X，P) 是 一 个 度量 空间 .全 

Bo={B(xX):e> 0, XEX}, 

则 条。 是 X 的 拓扑 C。 的 一 个 基 ，C。 叫 做 由 p 生成 的 拓扑 .0O。 的 元 
叫做 p 开 集 . 本 

证 只 须 证 多。 符合 (6.1il.i) 及 (6.1ll.ii) .性 质 (6.11.i) 
显然 ， 设 B,(x) 与 Bi;(7) 都 在 多 。 中 ， 命 xzEB,Cx) n Boly)， 则 有 
pp (zY，z)<<e，p(7y，2)<6， 规 定 

y=min{e— p(x, 2), 6— Ply, 2)}. 

半 是 ?是 正 数 ， 且 对 于 WEByC2)， 有 P(x，U) 扎 P(x，2) 十 P(2， WW) 
<Ce—y)+?=e, Ply, WEPy, 2)+Plz, WW<(6—?)+?=6, 
这 就 证 明了 By(z)CB,CX) 站 BC(y)， 从 而 多 :也 符合 ( 6.11.ii ). 
口 

(6.16) 评注 “我们 对 (6.15) 再 稍 作 说 明 . 《6.15 ) 表明 ， 
一 个 集 UCX 是 P 开 集 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 每 个 xEU，, 必 存 在 e 之 0， 
使 得 只 要 P(x，?y)< se, 就 有 ?EU。 当 陈 述 关于 度量 空间 X 的 拓扑 性 
质 时 ， 如 果 未 作 相 反 的 明确 声明 ， 总 是 就 已 知 度 量 所 生成 的 拓扑 
而 言 的 ， 

(6,17) 习题 设 n 是 正 整 数 ，X 表 示 R" 或 K"， 试 证 : (6.13, 
a ) 及 (6.13.b) 所 定义 的 X 的 所 有 度量 都 恰 生 成 X 的 同一 个 拓扑， 


美国 首都 华盛顿 市 区 是 经 过 精心 设计 的 。 市 区 所 有 以 州 名 来 
命名 的 重要 街道 都 通 向 国会 大 厦 ， 就 象 车 轮 上 的 辐 条 一样。 类 似 
地 ， 法 国 的 铁路 网 也 是 以 巴黎 为 中 心 向 全 国 旦 辐射 状 分 布 的 。 

一 一 译 者 注 


Y 
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这 就 是 说 ， 其 中 任意 两 个 度量 产生 相同 开 集 , 这 个 拓扑 叫做 R'CK") 
的 通常 拓扑 . 
拓扑 空间 的 任意 于 集 可 自然 地 作成 一 个 拓扑 空间 . 

(6.18) 定义 设 (X，C ) 是 一 个 拓扑 空间 ，S 是 X 的 一 个 子 
集 ， 由 CO 诱 导出 来 的 S 上 的 相对 拓扑 指 的 是 族 {U NS: UEO}， 具 有 
这 一 拓扑 的 集 S 叫 做 X 的 子 空间 DP， 于 是 ， 一 个 集 V C5 是 相对 开 集 的 
充 要 条 件 是 对 于 某 个 X 中 的 开 集 U， 有 V=UNNS. 

(6.19) 例 (a) 设 X=RC 具 有 通常 拓扑 )，S=(0，1). 
则 集 鼎 ， 1 圳 下 对 于 (0， 1 ) 的 开 集 ， 因为 | 5， 1 二 lI 站 


NC0, 1), 而 |， 下 是 R 中 的 开 集 ， 但 | 1 | 显然 不 是 R 
中 的 开 集 . 

(b) 设 X=R,S=Q@. 则 (2，w3]JnC 是 相对 于 @ 的 开 集 ， 
因为 【2，w3]ne=Jv2，w3(n2. 

(c) 考 虞 集 L 二 {Cx，x):xXER}C{(x,y):xXER,yER}= R’. 
由 于 R: 赋 以 通常 拓扑 ，L 便 具有 R 的 通常 拓扑 @. 

Cd》 考虑 集 C={ (二 cosCx),， 去 sin(*))ixER,0 <x<%]c 
R:. R:( 具有 通常 拓扑 ) 中 C 的 相对 拓扑 是 ) 0 ，c (的 通常 拓 扩 ， 
《 自然 认为 C 就 是 ] 0，oo[.) 

我 们 转 到 另外 一 些 重要 概念 ， 1 
(6.20) 定义 设 D 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 ， 如 果 D- 二 X， 
就 说 DD 在 多 中 稠密 ， 如 果 空 间 X 含 有 一 个 可 数 稠密 子 集 ， 就 说 X 是 可 
分 的 ， 如 果 空 间 ¥ 的 拓扑 有 一 个 基 ， 这 个 基 是 可 数 族 ， 就 说 XX 具有 


一 个 可 数 基 . 
(6.21) 例 具有 通常 拓扑 的 空间 R" 是 可 分 的， 因为 集 D 二 


一 (Xi ，X): XjEQ， 1 二 ] 志 n} 可 数 而 且 称 密 ， 但 Ri 不 是 可 


QO 就 是 说 ， 集 S 与 这 个 相对 拓扑 一 起 叫做 美的 子 空间 。 一 一 译 者 注 
全 这 旬 话 的 意思 是 ， 工 是 R2 的 子 空间 ， 换 名 话说， 由 R? 的 通常 拓 
扑 诱导 出 来 二 上 的 通常 拓扑 。 一 一 译 者 注 . 
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分 的 ， 因 为 Ra 的 每 个 可 数 子 集 (与 所 有 子 集 一 样 ) 是 闭 集 ， 而 RR， 
不 可 数 . 法国 铁路 空间 ( 6.13.e ) 也 不 是 可 分 的 . 、 
(6.22) ~ 定理 具有 可 数 基 的 空间 必 可 分 . z 
”证 设 X 是 具有 可 数 基 多 的 一 个 空间 .对 于 每 个 非 空 集 BE 多 ， 

, 命 Xs €.B， 则 集 轧 = (xs:BE 胞 )} 可 数 而 且 笛 密 。 口 
(6.23〉. 定理 “可 分 的 度量 空间 必 含有 一 个 可 数 基 . 
证 设 X 是 含有 一 个 可 数 稠密 子 集 万 的 度量 空间 . 命 
级 = 人 BCxXDI:XCDD，，7EO，7r>>0。 
闭 么 未 可 数 . 我 们 来 证 明 必 是 一 个 基 . 设 U0 是 开 集 ,z EU。， 那么 存 
在 E 之 0， 人 8B。 WD. 既然 也 在 和 中 稠密 ， 便 有 xEDB。vs(z) nD， 
现职 有 理 数 mr， 适 合 e<r<- es， 那么 只 要 ?EB(x)， 就 有 


1 
oy SPs 二 peia<r 二 二 ec 
所 惧 B,(X) cB， (ED. 而 
ps 2) 之 一 Le,, 


因此 z€ 38， Cx). 这 样 U 便 是 乡 的 元 之 并 . 日 
(6.24) 定义 没 Cx。) *- ,是 拓扑 空间 X 中 的 一 个 序列 ， 如 
果 对 于 元 素 xEX 的 每 个 邻 域 U， 都 存在 正 整数 ro, 使 得 只 要 zzo， 
就 有 x,EU， 便 说 (xs)?- ;政策 于 x， 或 者 说 有 极限 *。 如 果 (x.)3-， 
收敛 于 x， 就 记 作 limxs 二 x， 或 XxX。 : 
(6.25) 定理 ”度量 空间 X 的 一 个 子 集 4 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 
只 要 (x， ) 是 其 值 在 4 中 的 序 列 ， 而 且 (x,) 在 了 中 有 极限 x、，。 就 有 
zeA. 
证 假定 .4 是 闭 集 ， 又 设 (x,) 是 其 值 在 4 中 的 序列 ， 且 在 x 中 有 
极限 x， 倘 车 x 在 4 中， 那么 4 吏 会 是 x 的 一 个 邻 域 从 而 除 有 限 


人 其 余 都 落 在 4 中 @ -一 一 矛盾 . 

过 来 ， 假 定 4 不 是 闭 集 . 根据 (6.7.v)》，4 便 有 一 个 极限 
ee 对 于 每 个 EN， 取 x,€ 4 BCx)。 那 么 (x.)C 4@， 
xX,—*X, ixF# A 口 

《6.26) ”定理 设 X 是 一 个 Hausdor 入 空间， 假定 4CX， 且 x 
是 A 的 一 个 极限 点 ， 则 x 的 每 个 领域 都 含有 无 穷 多 个 4 的 点 . 

证 留 作 习题 . 

《6.27) ”定理 风度 量 空间 皮 是 Hausdori 空 间 . 

证 留 作 习题 ， 

拓扑 学 中 最 重要 的 概念 之 一 为 紧 性 ， 这 一 概念 有 若干 变型 说 
法 ， 下面 我 们 来 讨论 它们 . 

(6.28) 定义 ”如果 (x,) 是 一 个 序列 ， {ni 过 ns 之 之 1 之 …》 
是 正 整 数 所 成 的 一 个 无 限 集 ， 则 序列 ( xns )( 人 定义 为 xm， 
KEN ) 人 做 (xs) 的 子 序列 . 

(6.29 ) 定义 ” 设 天 是 一 个 拓扑 空间 ， 如 果 民 中 的 每 个 序列 都 有 
子 序列 收敛 于 X 的 某 一 点 ， 就 说 X 是 列 紧 的 . 

《6.350) 定义 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ， 和 如果 X 的 每 个 无 限 子 集 
在 X 中 都 有 极限 点 ， 就 说 X 是 Fréchet 紧 的 (或 者 说 具有 Bolzano- 
Weierstrass 性 质 ). 

列 紧 性 和 Frechet 紧 性 申 为 有 用 ， 而 这 类 概念 中 用 处 最 大 的 
当 首 推 紧 性 一 一 下 面 来 定义 它 . 


一 


人 可 见 定 理 中 的 (zs ) 基 本 上 在 4 中 就 行 。 所 谓 序 列 (zw) 基 本 

上 在 .4 中 ， 指 的 是 存在 正 整 数 m， 使 得 只 要 nn 之 m， 就 有 xs& 4。 参 
“ 见 J.L.Kelleye General Topology 第 二 章 ， 引 论 。 一 一 译 者 

注 

全 “(zs) 忆 AA” 为 记号 的 滥用 ， 意 即 “(ze) 的 值 在 4 中 ”. 参 
看 C2. 18 ) 译注 。 一 一 译 者 注 

多 这 里 的 映射 记号 与 与 本 书 前 文 (2,17 ) 的 记号 人 AN 有 别 。 
见 J.Dieudonné « Eléments d’'aonalyse > 1, (1.8), 
(3.13.9 ) 。 一 一 译 者 注 ， 


» 8D 。: 


《6.31)〉 定义 设 X 是 一 个 拓扑 空间 。X 的 一 个 覆 莫 是 指 X 的 
一 个 子 集 族 .wz 它 满足 U.x 一 XX， 其 每 个 元 都 是 开 集 的 履 盖 叫做 开 
材 盖 .如 果 柳 盖 的 子 族 仍 是 覆盖 ， 那 么 这 个 子 族 叫 做 子 覆盖 . 

(6.52) 定义 ” 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ， 如 果 X 的 每 个 开 覆盖 都 

有 一 个 有 限 子 覆盖 ， 就 说 X 是 紧 的 . 

(6.55) 定义 ”如果 一 个 集 族 的 每 个 有 限 子 族 都 有 非 空 的 交 ， 
就 说 这 个 集 族 具有 有 限 交 性 ( 质 )?. 

(6.54) 定理 ”拓扑 空间 X 是 紧 的 ， 其 充 要 条 件 是 X 的 每 个 具 
有 有 限 交 性 的 闲 子 集 族 都 有 非 空 的 交 . 

证 只 要 应 用 De Morgan 律 (1.9 ) 就 行 了 。 事实 上 ， 是 X 
的 开 覆 盖 的 充 要 条 件 是 .={U0' :UE 有 NN}) 是 具有 空 交集 的 闭 集 族 . 
于 是 每 个 开 覆 盖 都 包含 有 限 子 覆盖 的 充 要 条 件 是 ， 每 个 具有 空 交 集 
的 闭 集 族 都 包含 具有 空 交 集 的 有 限 子 族 。 口 

(6.55) 定理 凡 紧 拓扑 空间 都 是 Frtchet 紧 的 . 

证 设 X 是 一 个 紧 空 间 ， 假 定 了 有 一 个 无 穷 子 集 4， 它 在 X 中 没 
有 极限 点 ， 那 么 4 是 闭 集 (6.7.v ) .而 每 个 a€ 4 都 有 不 含 4m (cj 
的 点 的 邻 域 U。 于 是 {0。:4€ 4} U {4'} 是 Xx 的 开 覆 盖 ， 但 没有 有 限 
子 覆 盖 ， 这 个 矛盾 便 完成 了 证 明 . 口 

(6.36) ”定理 几 列 紧 度量 空间 都 是 可 分 的 . 

证 设 X 是 一 个 列 紧 度 量 空间 ， Tukey 引 理 (3.8) 表明 ， 对 
于 每 个 正 整 数 x"， 有 XX 的 极 大 子 集 4,， 它 具有 性 质 ， 对 于 每 对 互 异 
点 x，yE€ 4s， 有 P(x，y) 之 六 ， 每 个 4, 是 有 限 集 ， 因 为 不 然 的 话 ， 
对 于 某 个 4, 就 该 含有 互 异 点 所 成 的 一 个 无 限 序列 ， 它 没 有 收 钙 


子 序列 .于 是 4 二 【」】4, 是 可 数 集 ,我 们 断言 4 在 X 中 称 密 . 设 若 不 


然 , 则 存在 xEX0 4-”， 由 于 4-' 是 开 集 ， 便 有 s > 0， 使 B,(x) 忆 
4-'， 取 nEN， 满 足 寺 之 。. 那么 对 于 每 个 yE 4, 有 P(X, 之。 


> 二 .而 集 4,U {x} 的 存在 性 与 4, 的 极 大 性 相 矛 盾 ， 由 此 可 见 4 一 
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X. 口 

(6.37) 定理” 设 X 是 一 个 度量 空间 ， 则 以 下 三 个 断言 是 彼此 
等 价 的 : 

(i) 是 紧 的 ; 

《ii) 文 是 Frechet 紧 的 ; 

(iii) 和 是 列 紧 的 . 

证 由 (6.35) 知道 Ci) 列 涵 (ii)， 假定 (ii 成 立 , 命 (x。) 是 其 
值 在 X 中 的 序列 .如 果 (x.) 仅 有 有 限 个 互 异 项 ,那么 显然 存在 一 个 无 
穷 集 {nn:kEN}CN, 使 得 n 1 之 ni 过 …, 且 对 于 每 个 FEN ,Xni 二 Xn 
这 时 ， 子 序 列 (xns) 政 仑 于 xnt， 因 此 假定 (x,) 有 无 穷 多 个 互 异 值 。 
于 是 集 {x, :1 EN) 便 有 极限 点 XEX， 命 Xn! 二 XY1， 假 设 Xn1，…*， 
Xn 已 经 选 好 了 ,. 婚 然 x* 的 每 个 令 域 含有 无 穷 多 个 互 异 x, ,就 取 Xns+ 1 
CB 1 (*), 使 Pi 1 记 n;( 1 志和 二) 那么 子 序列 (xns) 路 
敛 于 +， 这 样 一 来 ，(i1) 便 蕴涵 (iii). 

再 设 (iii) 成 立 ， 根 据 (6.36 ) ，X 可 分 ， 从 而 由 〈6.23 ) ， 习 X 
含有 一 个 可 数 基 多 ， 现 设 W 是 X 的 任意 一 个 开 覆 盖 ， 命 

.2% 二 《BE 好 :对 于 某 个 U0 EH，BCU}. 

对 于 每 个 BE.ox， 取 UsE 儿 ， 适 合 BCUs， 又 命 

芒 一 (Usg:BE.o .显然 办 是 一 个 可 数 族 。 如 果 xGEX， 那 么 对 
于 某 个 UE ,XEU， 既 然 多 是 一 个 基 , 便 有 BE 及 ， 使 xE BCU， 
于 是 BE.w，xEBCUs， 我 们 得 出 结论 ， 洲 是 多 的 一 个 可 数 子 履 
盖 ， 核 举 z 成 为 序列 % 一 (了 . 对 于 每 个 FEN， 命 讨 , = 
【VV,. 为 了 证 明 (i), 只 要 证 实 对 于 某 个 EN, 有 WW: 二 X 就 可 以 了 . 
倘 非 如 此 ， 对 于 每 个 取 xi EX 那么 (xi) 含 有 子 序 列 (Xi))， 
它 收敛 于 某 个 XEX， 既 然 几 是 一 个 覆盖 ， 就 必 存 在 ko E€ N， 使 x 6 
Veo 乞 Wko， 这 样 一 来 ，Who 是 x 的 分 域 ， 仅 对 于 有 限 个 上 而 言 ， 它 
是 包含 x: 的 .这 个 矛盾 证 明了 (iii) 蕴 涵 (i).， 口 

《6.38) 定理 设 卫 是 一 个 Hausdorff 空 间 ，4 是 和 的 子 空 间 ， 
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而 且 4 关 于 相对 拓扑 是 紧 的 ， 则 4 是 X 的 了 团子 集 ， 

证 我 们 来 证 明 A4' 是 开 集 ， 设 zE 4'， 对 于 每 个 x<E 4， 可 取 
不 相交 的 两 个 开 集 ,与 VY,， 使 得 XEU,，2EV,， 那 么 {U ,站 A:xE€ 
4 是 4 的 开 覆 盖 ， 因为 4 关于 相对 拓扑 是 紧 的 ， 从 而 必 存 在 有 限 集 


(5 jc4， 使 得 4 jv. 命 V 二 站 xz,， 则 了 是 z 
的 邻 域 ， rn A= 也 就 是 说 VC 4 日 
(6.39)〉 定理 设 和 是 一 个 紧 空 间 ， 4 是 X 的 闭 子 集 ， 则 4 是 X 
的 紧 子 空间 . 
证 设 多 是 4 的 任意 一 个 具有 有 限 交 性 的 闭 ( 对 于 相对 拓扑 而 
言 ) 子 集 族 ， 那 么 的 每 个 元 是 X 中 的 闭 集 ， 从 而 由 (6.34 ) 推 知 
站 .多 过 她， 于 是 由 (6.34 ) 知道 4 是 紧 的 ， 口 
我 们 来 前 明 紧 性 的 一 个 引 人 注 目的 特性 ， 这 一 特性 说 明 ， 在 论 
证 空间 的 紧 性 时 ， 可 了 以 把 注意 力 集 中 在 一 些 很 特别 的 开 覆 次 上 ， 
(6.40) 定理 ( Alexander ) 设 和 是 一 个 拓扑 空间 ，. 色 是 
X 的 拓扑 的 任意 一 个 次 基 [ 见 (6.10)]， 则 以 下 两 个 断言 是 等 价 的 
(i) 空间 X 是 紧 的 . 
《ai . 色 的 子 族 所 成 的 X 的 每 个 覆盖 都 有 有 限 子 履 益 . 
证 显然 (i) 蕴 涵 (ii》， 为 了 证 明 ( 二 ) 也 蕴涵 (i)， 假定 (ii) 成 
立 , 但 (i) 不 真 ， 试 考虑 没有 有 限 子 覆 盖 的 X 的 一 切 开 覆 盖 所 成 的 族 
六 ， 族 添 被 包含 关系 半 序 化 。 显 然 疾 中 非 空 链 的 并 是 焉 中 的 一 个 
盖 . 由 Zora 引 理 (3.10 ) 可 知 ， 闭 含有 一 个 极 大 覆盖 U， 这 
就 是 说 ， 六 是 X 的 开 覆 盖 ， 2 没有 有 限 子 覆盖 ， 而 且 如 果 U 是 任意 
一 个 不 在 入 中 的 开 集 ， 那 么 办 U (DT 就 有 有 限 子 覆盖 。 命 opy 三 思 
站.99， 则 VY 的 有 限 子 族 都 不 覆盖 了 ， 从 而 由 (ii) 推 得 不 是 XX 的 虱 
盖 . 设 * 是 XNNCUY ) 中 的 一 点 ， 在 覆盖 六 中 选取 包含 x 的 集 7 


既然 9 是 次 基 ， 在 9 中 便 有 集 S;，…;S,， 油 足 xE iscr， 因 


为 XE 《UY ) ， 所 以 Si 不 在 汶 中 ， 九 然 是 极 大 柳 盖 ，。 那么 对 于 
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每 个 ;， 必 存在 集 4;， 它 是 学 中 有 限 个 集 的 并 ， 并 且 满 足 Sj;U 4 一 
X、 所 以 


VU U 42( 站 s;)u( U 4i)=X， 


因此 X 是 % 中 有 限 个 集 之 并 .这 与 罗 的 选取 相 矛 盾 ， 口 

另 一 类 重要 前 拓扑 空间 是 通过 取 已 知 拓扑 空间 族 的 Cartesian 
乘积 而 得 到 的 ， 先 要 引进 一 个 定义 . 

(6.41) 定义 设 iXi}1i1 是 一 一 个 非 空 拓扑 空间 族 ，X 一 ZK 
[【 见 (3.1))， 对 于 每 个 : ET， 在 X 上 定义 ri 为 TiCx) 一 Xi。 函数 , 称 
为 X 到 X 上 的 射影 ， 集 X 上 的 积 拓 扯 定义 为 以 形 如 zi :CUi) 的 集 全 
体 所 成 的 族 作为 次 基 提 拓扑， 其中:( 取 遍 T，U 取 遍 和 ,的 开 集 . 于 
是 税 拓 扑 的 倒是 开 集 的 逆 射 影 的 有 限 交 全 体 所 成 之 族 。 积 拓扑 的 基 
是 形 如 XU 的 集 全 体 所 成 的 族 ， 其 中 对 了 于 每 个 :EI,，U 1 是 外 ;中 的 
开 集 ， 并 且 除 有 限 个 (外 ， 都 有 IT, 一 X,。 每 当 谈论 拓扑 空间 族 汐 
Cartesian 磁 积 时 ， 这 个 乘积 当然 具有 积 拓扑 ， 除非 作 相 反 说 明 . 

(6.42) 习题 对 于 某 个 nEN， 命 T= 二 11， 2, *'， ns 六 
对 于 每 个 EI， 命 了 X, 二 RR( 或 )， 这 里 RC 或 ) 具有 通常 拓扑 . 
显然 X 一 XX X ,= R"( 或 K"). 试 证 ; X 上 的 积 拓 扑 就 是 上 的 通 
常 拓扑 ， 

(6.43) Tihonov 定理 @， 设 {X,} ,sr 是 一 个 非 空 紧 拓扑 空 间 
族 ， 则 这 些 空间 的 Cartesian 乘 积 X (关于 积 拓扑 )》 也 是 紧 的 . 

证 根据 Alexander 定 理 《(6.40)， 只 考 典 (6.41 ) 所 说 的 次 
基 开 集 所 成 的 X 的 开 履 盖 就 行 了 . 设 人 是 由 次 基 开 集 所 成 的 X 的 任 
意 一 个 有 覆盖 .对 于 每 个 :EI， 命 ,表示 满足 Tx,“!(D0)E€ 多 的 开 集 
UCYX, 全 体 所 成 的 族 . 我 们 断言 ， 对 于 某 个 :EI，U 纹 ,二 X,， 设 
若 不 然 ， 就 会 有 一 点 x EXX， 使 对 于 任意: EI， 有 Tw,(X) 二 Xx, EX， 


一 -~ 一 一 一 


作 当 每 个 ,是 闭 单位 区 间 r0,13 时 ，A.Tihonovr 证 明了 本 
年 剖 EMath .Annalea 102，544-561(1930)]。 其 一 般 情 况 是 由 也 
Cech 最 先 证 明 的 CAnn.of Math.(27)38，823 一 844《1937 ) ].. 
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nm (CU 多 ,，)'; 所 以 对 于 一 切 X,~1(U)EAN， 都 有 x ,1(U). 
这 如 是 说 ， 儿 就 不 会 是 和 的 覆盖 了 .所 以 可 选取 ( 并 且 选 好 了 ) 7 
CEI， 适合 UY, 二 X,， 由 于 X, 是 紧 的 , 便 存在 有 限 族 {01，…U，) 
CAH:， 使 得 关 ,= 二 U1UUsU…UU,， 量 然 {X1 CU 一 1，…， 
?是 怀 的 覆盖 多 的 有 限 子 覆盖 口 

下 面 我 们 阐述 R" 和 K" 的 紧 子 空间 的 特性 . 

(6.44) 定理 ( Heine-Borel-Bolzano-Weierstrass 》 设 
n€EN，ACR" (或 K" ) ， 则 4( 关 于 相对 通常 拓扑 ) 是 紧 的 ， 其 
充 要 条 件 是 4 为 有 界 闷 集 贝 . 

证 K 到 R?* 上 的 映射 x 十 iy 一 C(x，y) 保 持 距 离 |(x 十 i7) 一 (十 
io 二 《Cx 一 ?十 (Cy 一 v0)?) 说 =pC(x，y)，( uv) ), 这 样 一 
来 ， 作 为 拓扑 空间 而 论 ，K' 和 RR?" 是 不 能 区 分 的 。 因 此 我 们 可 只 留 
意 4CR" 的 情况 . 

先 考虑 zx= 1 及 尺 中 的 有 界 闭 区 间 4= (ec，b 的 情况 ，(a， 人 的 
拓扑 的 一 个 次 基 是 形 如 (ce，df( 或 ]jc， 引 (这 里 c，dE(o， 0 7) 的 区 
间 全 体 所 成 的 族 .PF ， 设 人 V 是 .中 的 集 所 成 的 Ca,5) 的 任意 有 覆盖 ， 既 
然 b 被 覆盖 ，V 中 便 有 形 如 }c， 中 的 集 . 命 co 一 iaftc:jc，DjE 
WM }， 由 于 co 被 WV 覆盖 ， 便 有 区 间 (a，d1(t€ 人 GY， 适合 co<di. 
根据 下 确 界 定义 ， 必 有 区 间 jc1，b) EY， 适合 ci 之 di， 于 是 
{a di(，Jery 拉 }CY，[(o (a，di(U)ci，b)， 由 这 一 绪 
论 及 Alexander 定 理 (6.40)， 就 推出 (a，65) 是 紧 的 . 

其 次 设 n 是 任意 正 整 数 ， 并 假定 4 是 有 界 闭 集 ， 既 然 4 有 界 ， 便 


存在 一 个 “立方 体 ”C = x (aj，b;)， 适 合 4CC， 上 段 结论 和 


Tihonov 定 理 (6.43 ) 则 表明 C 是 紧 的 ， 利用 4 是 闭 集 这 一 事实 ， 
再 引用 (6.39 ) ， 便 看 出 4 是 紧 的 . 


OQ 所谓 度量 空间 久 的 子 集 4 是 有 界 的 ， 指 的 是 存在 p€ 关 及 BER， 使 对 
于 一 切 ze4， 都 有 (bp，zr)< 有 。 
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反 过 来 ,假定 4 是 紧 的 .由 (6,38), 4 是 闵 集 .显然 4C | BC0) 


一 R",， 其 中 Bi(0) 是 R" 中 以 0 二 (0，0,，'…，0 ) 为 中 心 、 为 

半径 的 开 球 ， 既 然 4 是 紧 的 ， 便 存在 koEN， 使 得 4CBk (0)， 
(6.45) 习题 试 证 明 以 下 命题 : 

(a) 度量 空间 的 任意 紧 子 集 是 有 界 的 . 

(b) 对 任意 度量 空间 而 言 ， 定 理 (6.44 ) 不 成 立 . 

(c) R"( 或 K") 中 的 任意 有 界 序列 都 有 收敛 子 序 列 . 

下 面 我 们 车手 人 研究 度量 空间 的 紧 性 . 

(6.46) 定义 设 (x,) 是 度量 空间 X 中 的 序列 ， 如 果 对 于 每 个 
& >>0， 存 在 zoEN， 使 得 只 要 m，7? 疡 1o， 就 有 PC(x。，Ys)< &， 
就 说 (x,) 是 一 个 Cauchy 序 列 ， 如 果 度 量 空 间 X 中 的 每 个 Cauchy 序 
列 都 收 伍 于 X 的 点 ， 就 说 和 是 完备 的 . 

(6.47) 例 实 直 线 R 是 完备 的 (5.25)，(5.35) 。 另外 也 
不 难看 出 ， 完 备 度量 空间 的 子 集 为 完备 的 ， 其 充 要 条 件 是 它 为 闲 
集 . 

《6.48) 定理 凡 紧 度量 空间 都 是 完备 的 . 

证 ” 设 X 是 一 个 紧 度 量 空间 ，(x,) 是 X 中 的 Cauchy 序 列 ， 那 么 
(x,) 有 一 个 子 序列 (xns ) 收敛 于 某 个 xEX。 设 给 定 e>> 9、， 取 no， 
ko EN， 使 当 m，n 之 no 时 P(x。s，X,) 之 e/ 2 ，; 当 Kk 之 Ko 时 P(xni，X)》 
<e/2. 取 k 之 ko， 使 ni 之 io, 那么 ?之 ,时 

p Xs) SP Cas rng, 7) 十 OCXY， 
<<e/ 2 十 8e/ 2 一 2. 

于 是 limx。, 二 X， 从 而 六 是 完备 的 ， 唱 
(6.49) ”定理 ”度量 空间 中 的 Cauchy 序 列 都 是 有 界 序列 ， 
证 设 (x,) 是 度量 空间 X 中 的 Cauchy 序 列 。 取 no EN， 使 得 

x 之 no 区 涵 P CX,，Xno) 达 1 命 4 二 max{1，P(xis Xnro)，… Pp 

( xn,_,， Xm ) )， 那 么 对 于 每 个 EN, PX, Xno ) 0, 口 


得 91 只 


st ) 


1 


i 


《6.50) 定理 设 w€ 入 ， 则 关于 Euclid 度 量 ，R" 和 kK" 都 是 完 
备 的 . 

证 设 X 二 R" 或 X 二 kK"，(x。) 是 和 中 的 Cauchy 序列 ,既然 
(xx) 有 界 (6.49)， 便 存在 一 个 实数 8 ， 使 对 于 每 个 EN ，PC0， 
xi<8. 那么 (xi 是 紧 度 量 空间 (了 5:(0) ) “中 的 Cauchy 序 列 
(6.44)， 所 以 (zi 了 胸 伍 (6。48)， 口 

《6.51) 定义 ” 设 4 是 度量 空间 X 中 的 非 空 有 托 集 ， 所 谓 4 揭 
直径 指 的 是 数值 

diam( A)= sup{P(x,y} :xX, YE A}. 

(6.52) ”定理 (Cantor) 设 X 是 一 个 度量 空间 ， 则 X 完 备 的 充 
要 条 件 是 只 要 (4.) 是 X 的 非 空 闭 子 集 的 递减 序 列 ， 也 就 是 说 A1i 
4 二 …， 并 且 lim diam(4.)=0， 那 么 对 于 某 个 xE 和 ， 就 有 


全 A,= {xX}: | 
”证 假设 (4,) 是 X 的 非 空 闭 子 集 的 递减 序列 ， 并 且 diam(4，,) 
— 0. 对 于 每 个 n€EN， 设 X,€ A，. 那么 nn 之 n 六 沽 DCX，,， Xs) < 雪 
diarm(4.) 一 0， 所 以 (XxX,) 是 Cauchy 序 列 ， 命 X= 二 limx,. 对 于 每 
个 m， xsE An 对 于 一 切 大 4 都 成 立 ， 而 4 “是 闭 集 ， 所 以 xE 4。 下 
是 x € 们 4 如果 xz E [ 】4:， 那 么 对 于 任意 x， 都 有 PCX，x’) 


< 和 diam(4,)， 因 而 C(x，x“) 一 0，、 由 此 | 1 4.=《z)， 


反 过 来 ， 假 设 X 具 有 递减 团 集 性 ， 设 (x,) 是 X 中 的 Cauchy 序 
列 ， 对 于 每 个 EN， 命 4, 一 (xn:m 之 n}-。 那么 (4,) 是 递减 闭 集 序 
列 ， 既 然 (x) 是 Cauchy 序 列 ， 便 有 diam(4.) 一 0. 设 { | 4= 


Nl 


{x+}。 如 果 e 汪 0， 则 有 n。EN， 使 diam(4,。) 入 s， 但 是 YE 4,, ,所 
以 由 n 之 no 推出 OCx,，x) 之 e， 上 0 
《6.53) ”定义 ” 设 XX 是 一 个 拓扑 空间 .所 请 集 4CX 是 无 处 笛 
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密 的 ， 指 的 是 4 二 名 .所谓 集 FCX 是 第 一 范畴 集 , 指 的 是 F 是 可 数 
个 无 处 稠密 集 之 并 ， 称 X 的 所 有 其 他 子 集 为 第 二 范畴 集 . 

(6.54) Baire 范 畴 定理 ” 设 X 是 一 个 完备 度量 空间 . 假定 4 
CX， 而 4 是 X 中 的 第 一 范畴 集 ， 则 XIn 4' 在 X 中 笛 冤 .于 是 乞 〈《 作 
为 X 杰 喘 的 子 集 ) 是 第 二 范畴 集 ，. : 

证 命 4 一 【 ] 4., 其 中 每 个 4, 在 X 中 无 处 科 密 ， 假 定 每 个 4， 
是 闭 集 《充其量 这 使 Xi 4 变 小 )， 设 了 是 X 的 任意 非 空 开 子 集 ， 我 
们 来 证 了 人 4 六 好 ,到 一 个 非 至 和 开 集 UCV, 适 合 diam(U1) 二 1. 
比方 说 可 到 T; 为 半径 小 于 于 与 的 一 个 站 开 球 . ee 的 子 
焦 ， 所 以 if 4 是 非 空 名 设 D 是 一 下 全 x 开 集 ， 适 合 
Ui:flAi, gion (Di < 假设 U1，…，U, 已 好 了 机 满 
是 : Uj+1 是 理 空 开 集 ， 避 六 以 及 对 于 1 二 j < 1 ， 有 
diam(Uis1) < .那么 U,(| A 二 名， TO 开 八 


Us 适合 0 ,1CU， Nn .9 并 上 且 diam (Ui,i ) < 宙 寺 了 - 因此 得 


到 一 串 递 减 非 空间 集 序 列 〈《T， ) ，_ 满足 diam(U27 一 0. 既然 X 是 完 
各 的 ， 所 以 必 存 在 rEX， 信 得 站 0 一 {x}, 于 是 ze 站 0 
cm NAaern Ua)’= V 和 各， 既然 7 是 任意 的 ,可见 A 在 
X 中 稠密 ， 口 

在 整个 分 析 学 里 ，Baire 范 畴 完 再 有 着 资 多 引信 注 目的 下 要 
用 ， 在 后 绪 内 容 里 ， 此 类 应 用 屡见不鲜 ， 这 里 暂且 只 举 一 个 应 用 例 
办 

(6.55) 定义 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ，ACX。 如 果 集 4 是 可 数 
个 开 集 之 交 ， 那么 4 电 做 G; 集 ; 如 果 4 是 可 数 个 闭 集 之 并 ， 那么 4 
叫做 已 。 集 . 

(6.56) 定理“ 有理数 集 @ 不 是 R 中 的 Gs 集 . 

十 倘 闫 Q 一 【0。， 其 中 每 个 U0, 是 R 中 的 开 集 ， 则 每 个 U1 


m1 
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无 处 稠密 ， 这 是 因为 UV 是 闭 集 ， 它 并 不 包含 有 理 数 . 设 0= 
Cx,)?-1 是 9 的 一 个 枚 举 (4.22)。 那么 R= UD (UU{x,} ) .但 是 


对 于 每 个 nEN，UsU {x,} 无 处 稠密 ,而 R 是 完备 度量 空间 ， 这 就 与 
(6.54 ) 相 矛 盾 ， 口 

下 面 我 们 考察 R 的 开 子 集 与 闭 子 集 的 结构 . 

(6.57) 定义 设 4 是 R* 的 一 个 非 空 子 集 .如 果 4 在 R 中 没有 
上 (下 ) 界 ， 就 说 4 的 上 《〈 下 ) 确 界 是 co( 一 co)， 并 记 作 sup4= co 
(inf A=— oo ). 

(6.58) 评注 考虑 到 (5.33) 及 (6.57 ) ， 因 此 R 的 任意 非 空 
子 集 ， 在 R# 中 既 有 上 确 办 又 有 下 确 界 . 

(6.59) 定理 设 U 是 R 的 一 个 非 空 开 子 集 . 则 有 一 个 且 仅 有 
一 个 两 两 不 相交 的 开 区 间 族 .x， 满 足 Ue U .又 族 .4 可 数 ，.4 的 
元 叫做 六 的 构成 区 间 ( 或 支 区 间 ) .对 于 每 个 TE .4，I 的 端 点 都 不 
属于 U. 

证 设 +EU， 并 规定 a,==inf{t:)]t,， x]CU}, bs,=sup(i:[x,i( 
CU}， 既 然 U 是 开 集 ， 在 R* 中 a, 与 9, 无疑 是 存在 的 .首先 我 们 断 
es bs(CU, 先 证 J]as，x]CU。， 如 果 a。 ER， 则 命 X, 二 a 十 
二 ;如 果 ce= 一 co， 则 命 x,= 一 ”%， 在 两 种 情况 下 ， 都 有 ve: 一 inft 
{x :nEN}， 根据 4 的 定义 扒 知 ， 对 于 每 个 充分 大 的 n€N， 存在 实 


数 t,， 适合 4, 志 之 Xs )]ts XECU, 于 是 ja,， X ) 一 UU) ]Xa， x ] 
己 [ja zcCU。 同样 可 证 [xz，1CCU， 从 而 ]o:，5CCU 


0 


其 次 证 es $4U，b, KU， 倘 若 5, EU， 既 然 U 是 开 集 ， 便 有 6 二 0， 
使 jp, 一 6，b; 十 6CCU. 但 另 一 方面 却 有 (x， bs 十 6[ 二 (x,bztU 
[bbs 十 6CCU 及 bs 十 6>b,。， 这 就 违背 b: 的 定义 .于 是 5 $U。 同 样 
可 证 cx 针 U, 

命 4 二 {as，b.(:xXE U}， 因 为 xEUD 蔓 涵 xE Jex， pb 所 以 
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有 UU 二 UJ， 现在 来 证 明 .z 是 一 个 两 两 不 相交 的 族 . 设 *，yEU， 
并 假定 存在 x€ jas，5s( 门 jay，by(， 如 果 4: 达 ey 之 z， 那 么 4 EU; 
如 果 ay 二 a: 二 nw， 那么 a: € U， 但 是 a:，ay 都 不 属于 口 ， 因 而 a4.==ay。 
同样 可 证 六 一 名 从 而 .4 中 任意 两 个 区 间或 者 不 相交 ， 或 者 重合 ， 
这 就 是 说 ，.5 是 两 两 不 相交 的 ， 

对 于 每 个 TE .J， 存 在 一 个 有 理 数 r;1 ET 既然 .wy 是 两 两 不 相交 
的 ， 所 以 .z 到 QO 内 的 映射 f:I=ri 是 1-1 的， 从 而 .JQ=cardN， 
于 是 .5 可 数 . 

尚 第 证 明 .f 是 队 一 的 ， 为 此 ， 很 定 U0== UA， 其 中 是 一 个 两 
两 不 相交 的 开 区 间 族 ， 设 ja，b(E .倘若 cEU, 则 存在 区 间 jc,d 
E 4， 使 2€ jc，d(. 于 是 ja，b( 夺 c,d[(, 但 )a, b(fi Yc，d( 
二 Ja，min{b，d}( 关 避 ， 这 一 矛盾 说 明 4 KU。 同 样 可 证 4U， 设 x 
E ja b(. 那么 Ja，x}CU， (x, btLCU， 所以}a， blC J)as, bs (CS 
U， 既 然 44U，b 针 U0U， 则 必 有 Ja,b(= as,b(€.7. 因此 J. 
倘若 存在 as，b.( E84 们 28， 那么 XEU， 而 x* UA 二 U， 矛 盾 ， 
因而 .4 一 2， 口 

(6.60) 评注 R 中 的 开 集 具有 简单 的 结构 ， 但 在 维 数 大 于 1 
的 Euclid 空 s 间 中 却 没有 与 之 类 似 的 结构 . 比如 说 ， 在 平面 R* 中 ， 
开 圆 盘 所 起 的 作用 与 直线 上 开 区 间 所 起 的 作用 是 一 样 的 一 一 它 们 都 
是 开 集 的 构造 单元 ， 即 拓扑 的 基 ， 但 是 ， 显 而 易 匈 , 开 正 方形 {(z， 
y) :0<xz<1，0<y》<1) 并 不 是 不 相交 的 开 圆 盘 之 并 .， 因 为 倘若 它 
是 这 样 的 并 ， 那 么 对 角 集 {C(x，x ) :0 过 x 之 1} 就 会 是 (一 个 以 上 ) 
不 相交 的 开 区 间 之 并 ， 而 这 与 (6.59 ) 的 唯一 性 结论 相 了 矛盾 . 

R 的 闭 子 集 也 没有 象 开 子 集 那 么 简单 的 结构 ， 以 下 几 段 要 盖 明 ， 
这 一 颇 为 复杂 的 结构 ， 先 引进 一 个 定义 . 

(6.61) 定义 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ，ACCX， 点 a€ 4， 如果 < 
不 是 4 的 极限 点 ， 也 就 是 说 ， 如 果 存 在 a 的 一 个 邻 域 J， 使 得 U4 
二 {a}， 则 a 叫做 A 的 孤立 点 ， 集 4 说 是 完全 的 ， 是 指 它 是 闭 集 ， 且 
没有 孤立 点 ， 就 是 说 4 等 于 它 自己 的 极限 点 集 . 


现在 我 们 来 构思 0O，1 内 很 广泛 揭 一 深 无 外 而 客 的 完全 子 集 . 

(6.62) 定义 从 :0，1) 的 中 间 去 掉 任 意 一 个 长 度 小 于 1 的 开 
区 间 I1,1 .这 时 剩 下 两 个 不 相交 的 闭 区 间 用 ,4 和 了,s, 每 一 个 的 长 度 : 
< 二 =， 这 就 完成 了 构造 过 程 的 第 一 步 。 设 已 完成 了 构造 过 程 的 第 
步 ， 剩 下 2" 个 不 相交 的 闭 区 间 7,, 1，J,,2…，J,2za。( 从 左 到 右 纺 
号 )， 每 一 个 的 长 度 之 3， 则 施行 第 十 1 步 截取 手续 如下: 从 
1,,; 的 中 间 去 掉 长 度 小 于 :长度 的 任意 一 个 开 区 间 14114 (1 去 
KK<2”) . 这 用 铀 下 2 “个 财 区 间 vi 1 7 12211122atl， 


每 一 个 的 长 度 < ii. 售 了 了。 二 U IT p, = (7.,, 


FE=1 


en). zmp- A po nC Uy). 照 以 上 方法 


nmli n=1 


< 、 -站 Fp - 于 二 分 
所 构造 的 任意 一 个 集 P 都 称 为 Cantor 型 你 ， 如 昌 了 Ti = | = 3 |， 
器 


和 1<t< 
2 ") ,这 尉 所 得 到 的 集 P 称 为 Cantor 三 分 点 集 (了 或 简称 Cantor 集 ). 
| 7 9 3 了 1:=[2， 1 |， ri | 


2)， 一 上 ,站 ， 1:,1=| 0 ,1 

(6.63) 定理 设 P 是 任意 一 个 Cantor 型 集 ， 则 P 是 R 中 的 无 

如 密 的 紧 集 ，P 还 是 完全 集 . 

证 ”我们 沿用 (6.62) 的 记号 。 显然 每 个 P, 是 装 集 ， 所以 PP 是 有 
内 闭 集 , .因而 是 紧 集 (6,44)， 因 为 P, 不 含有 长 度 之 3- 的 区 间 ， 且 
和 下 个 EN, 有 PCP,， 可 见 P 了 不 含有 区 间 . 这 样 一 玉 , P 一 一 
二 P* 二 名 ， 也 就 是 说 ，P 在 RR 中 无 处 筒 密 。 

其次 用 7 PP， 对 于 每 个 hn EN ， 我 们 有 x EP。， ee 
xXEJshr， 于 是 让 给 定 e 之 0, 就 有 n EN， 使 一 ， 因 此 
J 的 端点 都 属于 Jx 一 ， xtel. 但 六 ce PP 的。 所 
以 x 访 巧 P 的 一 个 极限 点 ， 我 们 得 出 结论 ，P 是 完全 集 . DD 
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(6.64) 定理 设 P 是 Cantor 三 分 点 集 则 
P ={ 
因此 有 P= ¢. ， 
证 每 个 数 xE€ {0，1) 具 有 形 如 x = > 《 其 中 每 个 x: 是 


1 或 2 ) 的 三 进 制 展开 式 。 这 个 展开 式 是 唯一 的 ， 只 除去 一 种 情 
况 : 对 于 若干 ae，mEN ( C0" 3 不 能 除 尽 4 ) + 二 在， 这 


时 x 具有 形 如 x = 是 其 中 Xx。 二 1La 二 


1Cmod3) 时 ) 或 x+。 二 2Ca= an 和 时 ) 当 x ,一 2 时 ， 就 用 x 的 这 一 
有 限 展开 式 ， 但 当 x。== 1 时 ， 我 们 宁可 采用 展开 式 x> 一 鼠 十 … 十 


,x € {10,2}}, 


于 三 卫 


_Xm-i 


这 样 一 来 ， 我 们 指定 了 每 个 + (0，1) 的 唯一 三 进 制 展 开 式 ， 根 据 
归纳 法 看 出 ，P.= (1x:0<x 委 1， es 和 Xs} C40，2)}. 例如 


oe FL, eb, 


| 妃 ，1 1 记 作 二 = DE 于 是 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 ArE N ,有 


和 二 2 


x E10,2} 时 ,XEP 一 NP. 显然 ， KD (x) 是 Lp 0,2)* 


之 间 的 1-1 对 应 关系 ,因此 让 =2"*IN 二 6。. 口 

鉴于 以 下 定理 ，Cantor 集 具有 基数 “ 则 并 不 是 偶然 的 ， 

(6.65) 定理 设 X 是 一 个 完备 度量 空 间 ，4 是 和 的 一 个 非 空 
完全 子 集 ， 则 A 之 。. 

证 我 们 来 构造 {0,1)* 到 A 内 的 一 个 1-1 上 映射。 既然 4 非 空 ， 它 
便 有 一 个 极限 点 ， 因 而 A 是 无 限 集 (6.26). 设 在 4 中 Xo 二 xX1, 信 21 一 
min{ 人 PCxo，x1))， 关 规定 AC0)= {x€ A: P(x0,x) <e1)， 
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A(1)=(zEA4:P(Cz 2X) 委 el)》， 那 么 4A(0)，4(C1 ) 是 直径 科 1 的 不 
相交 的 无 限 闭 集 ， 假 定 n 是 正 整 数 ,又 假定 对 于 每 个 到 元 组 (al，…， 
qs) € {0，1}"， 都 有 A 的 一 个 无 限 闭 子 集 ACa, ，…,a,) ， 且 直径 
< 一 ,而 这 些 集 的 任意 两 个 都 没有 公共 点 ， 设 (a1,…,0) € {0,1}”， 
在 和 Cai1，…,a:) 中 取 XCal,，…, ads， 0) 夫 X(ai，… 0 ，1)， 
又 命 er 一 min{ -ca Pxla, Gng 0), Xla1, *…, 
as，1D)} 规定 ACai，…， as, 站 ={x€ ACa1, *…， an): PCxla1, 
""*, Os j)， X)<sesi lj 一 0， 1). 那么 和 4ACa1i， “"*, Qs+1): (ai, 
at1) E110，1)"*!} 是 两 两 不 相交 的 无 限 闭 集 所 成 的 集 族 ， 而 
每 个 集 的 直径 < 二 于 是 对 于 每 个 a= (a,) E10，1)*”， 便 有 A 的 
一 个 无 限 闭 子 集 所 成 的 递减 序列 CA(a1，…，a,)) 名 :， 其 直径 趋 于 
零 ， 所 以 ,根据 Cantor 定 理 (6.52)， 必 存在 一 点 xCa)EA， 使 得 
站 4A(o ,oo 一 《xz(a)}》， 假设 在 (0,1)* 中 ax5b 那么 ， 对 于 
全 个 n。， 就 有 a no 三 b mo， 所 以 xCa) EAlal，…，aso)， 而 x(B)¢ 
Alaqi1，…，aso)， 因 之 xCa) 才 x(68)， 由 此 可 见 , 映 射 a 一 xCq) 是 1-1 
的 ， 于 是 4 之 {0, 1})*” 一 (， 口 

以 下 介绍 闭 集 的 结构 定理 . 

(6.66) ”定理 (Cantor-~Bendixson) 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ， 
并 具有 其 拓扑 的 一 个 可 数 基 络 ,又 设 A 是 X 的 任意 一 个 闭 子 集 ， 则 XX 
含有 一 个 完全 子 集 P 以 及 一 个 可 数 子 集 C， 适 合 A=P UC. 

证 一 个 点 XEX 岂 做 4 的 凝 点 ,是 指 对 于 x 的 每 个 邻 域 U,Uf 有 4 
是 不 可 数 集 ， 命 P= {xEX:x 是 4 的 凝 点 )， 又 命 C 二 A4NP .由 于 
几 凝 点 都 是 极限 点 ， 由 此 推 知 PCA， 显 然 4= 二 PUC。 因 为 C 的 扩 不 
是 A 的 疑点 ， 所 以 每 个 *EC 有 一 个 邻 域 V.€ 家， 使 得 4fiV: 可 数 . 
但 多 可 数 ， 所 以 CCU{(AnV。:xEC}， 从 而 C 可 数 . 

其 次 设 x*EP,， DU 是 x 的 一 个 邻 域 ， 那 么 UN 们 4 不 可 数 ， 而 UNC 
可 数 ， 所 以 UN P= CUN A)N CUNC)' 不 可 数 ， 从 而 x 是 P 的 一 个 极 
限 点 ， 这 样 P 便 没有 孤立 点 ， 为 了 证 实 P 是 闭 集 ， 设 x€P .那么 % 
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有 一 个 邻 域 V， 使 得 FI A 可 数 ， 倘 车 存在 一 个 yEV 站 P ， 那 么 V 是 
y 的 一 个 邻 域 ， 而 且 y 还 是 4 的 一 个 凝 点 ， 所 以 〖 人 A 就 不 可 数 了 . 
由 此 可 网 VN 们 P= 多 ， 因 此 x 并 不 是 P 的 极限 点 ， 从 而 P 含 有 它 的 全 
部 极限 点 ， 这 就 是 说 ，P 是 闭 集 . 我 们 得 出 结论 ，P 是 完全 集 。 口 

(6.67) 评注 鉴于 (6.21) 及 (6.23)， 凡 Euclid 空间 都 满足 
《6 .66) 的 所 设 条 件 . 

现在 简要 研究 一 下 连续 性 . 

(6.68) 定义 设 X 和 Y 是 两 个 拓扑 空间 ,f 是 到 Y 内 的 一 个 函 
数 ， 称 在 一 点 x€ 义 连续， 是 指 对 于 f(x) 的 每 个 邻 域 V， 在 在 x 的 邻 
域 U， 适 合 f(U)CV. 称 函数 在 X 上 连续 ， 是 指 f 在 X 的 各 点 都 连 
续 . 

(6.69) 定理 X,Y 及 f 如 (6.68) 所 设 . 则 f 在 X 上 连续 的 殉 要 
条 件 是 只 要 V 是 了 中 的 开 集 ，f™:(V ) 就 是 X 中 的 开 集 . 

证 假设 /在 XxX 上 连续 ，V 是 了 中 的 开 集 ， 须 证 扩 !1(V) 是 X 中 的 
开 集 ， 对 于 xE€f-"1CV)， 因 为 已 知 f 在 x 连续 ， 所 以 存在 x 的 邻 域 U,， 
使 (UCV, 也 就 是 说 ，UsCf!1CV)。 由 此 可 见 ,fC()= 
U {UxEf 1CV)}， 右 边 是 开 集 之 并 ， 所 以 1"!'(V) 是 开 集 ， 

反 过 来 ， 假 设 只 要 V 是 Y 中 的 开 集 ， 则 f7!(V) 就 是 X 中 的 开 集 ， 
命 XEX， 而 V 是 f(x) 的 一 个 邻 域 . 那么 六 :CV) 就 是 x 的 一 个 邻 域 ,并 
且 f(f-!1(V))CV， 于 是 1 在 x 连续 ， 既 然 x 是 任意 的 ，f 便 在 XX 上 连 
续 . 口 

(6.70) 定理 关 , 了 及 i 如 (6.68) 所 设 , 假 定 9 是 Y 的 拓扑 的 一 
个 次 基 ， 并 假定 对 于 任意 的 SE. 光 ， 广 1(S) 是 和 中 的 开 集 。 则 f 在 X 
上 上 连续， 


证 设 多 是 形 如 B 一 人 1 S;( 其 中 (3:，…，8.} 是 儿 的 有 限 
子 族 ) 的 集 全 体 所 成 的 集 族 ， 那 么 多 是 Y 的 拓扑 的 一 个 基 (6.10)， 
又 对 于 任意 BE 多 ， 太 :(B) 一 用 广 !(57) 是 开 集 ， 因 为 它 是 开 集 
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的 有 限 交 ， 其 次 , 设 V 是 了 中 的 开 集 . 沸 么 对 于 某 个 族 {B,) ,ll 世 绕 ， 
有 V 一 UB,. 由 此 fCV)=f7*CUB.)= U 六 !(CB ,) 是 天 中 的 开 集 ， 
因为 它 是 开 集 之 并 ， 口 

《6.71) 定理 X,Y 及 f 如 (6.68) 所 设 . 假 定 X 是 一 个 度量 空间 ， 
xXEX， 则 f 在 x 连续 的 充 要 条 件 是 只 要 (x,) 是 站 中 的 序列 ， 且 xXx， 一 Xx， 
就 有 f(x 一 了 C(x). : 

证 假设 只 要 x 一 x， 就 有 fCx.) 一 f(x)， 并 假定 在 x 不 连 绪 . 
那么 便 有 f(x) 的 邻 域 VY， 而 并 没有 Xx 的 一 个 邻 域 VU， 能 满足 fCU0)C 
V， 对 于 每 个 4EN， 取 x, EB (x)， 使 1(x,)4V， 那 么 x, 一 xX, 但 
jx) 不 收 化 于 1(x)， 这 一 逆 盾 证 请 了 f 在 * 连 续 

反 过 来 ， 假 定 ] 在 x 连续 , 设 (xs) 是 中 适合 x 一 x 的 任意 序列 ， 
又 设 V 是 f(x) 的 任意 邻 域 ， 则 有 x 的 邻 砧 U, 适合 CV)V. 既然 
x 一 区 ， 便 存在 no E NN， 使 当 n 之 no 时 ,有 Xx EU， 那么 当 n 之 no 时 ， 
就 有 f(x EFCU)CV， 于 是 f(x,) 一 有 (Xx).， 口 

(6.72) ”定理 X，Y 及 f 如 (6.68) 所 设 ， 假 定 X 是 紧 的 ，7 在 X 
上 连续 ， 出 fX7 是 Y 的 紧 子 空间 ， 

证 设 是 jC(X) 的 任意 开 覆 盖 ， 那么 { 广 5877 7E 3 是 X 的 


开 戏 盖 ， 所 以 存在 7 …，Y.E ,使 X= Uf!1(VD= 


tC VU VD 由 此 可 见 KX)cC ,Fe 口 


(8.73) 推论 ， 设 X 是 一 个 紧 空 间 ，jf 是 X 上 的 一 个 连续 实 值 函 
数 ， 那 么 } 有 界 (就 是 说 ，f(X) 是 有 界 集 ]， 且 X 中 存在 两 点 a，D， 
使 fCa) 二 sup{fCx):xEX}, f(D)=in{{f(x):xEX). 

证 根据 (6.72)，f《X) 是 RK 的 紧 子 空间 .于 是 f(X) 是 有 界 闭 
集 (6.44)， 命 < 二 supf(X)，B=inff(X)， 既 然 1(X) 有 界 ， 便 有 <， 
BER， 既 然 1(X) 还 是 闭 集 ， 又 有 a，BEf(X). 取 a€f (teQ?)， 
bEF CD， 口 

(6.74) ”定理 设 4，B 和 C 都 是 拓扑 空间 ， 又 设 /是 4 到 B 内 的 
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一 个 函数 ，g 是 B 到 C 内 的 一 个 函数 ，x EA， 假定! 在 x 连续 ，g 在 
jx) 连 续 ， 则 8 of 在 x 也 连续 . 

证 设 W 是 8 o jx) 一 z(f(2)) 的 任意 一 个 邻 域 ， 那么 有 f(x) 的 
邻 域 V， 适 合 gCV)CW， 既然 1 在 x 连 线 ， 便 有 x 的 邻 域 口 ,适合 1(U)》 
SCY.。 这 样 就 找到 了 x 的 邻 域 U0， 适合 g oj 了 (U)=g(f(U0)) SglV)C 
W. 0 

(6.75) 推论 A，B,，C，jf 及 g 如 (6.74) 所 设 . 假定 了 在 4 上 
连续 ，8g 在 B 上 连续 ， 则 g o fj 在 4 上 也 连续 . 

(6.78) 定理 设 X，Y 是 两 个 拓扑 空间 ，f 是 X 到 Y 了 内 的 一 
连续 函数 , -又 设 SCX， 则 函数 1( 其 定义 域 限制 在 S 上 ) 是 3 《 只 有 
相对 拓扑 ) 到 Y 内 的 连续 函数 . : 

证 设 xES, V 是 1(x) 的 邻 域 ， 那 么 有 x 的 邻 域 U(X 中 的 开 
集 )， 使 CU)CV，. 但 另 一 方面 ， 在 S 上 的 相对 拓扑 中 ，UUS 是 x 
的 邻 域 ， 并且 1(UNS)CFCU)CV.。 口 : 

以 下 论述 局 部 紧 空 间 ， 后 面 研究 测度 论 时 ， 这 些 空间 具有 极其 

(6.77) 定义 拓扑 空间 X 说 是 局 部 肾 的 ， 是 指 每 个 点 EX 都 
有 一 个 邻 域 QU， 使 得 5 是 紧 的 马 . 

“(6.78) ”定理 没 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 3 闻 .又 设 XYE XX， 
U 是 x 的 邻 域 ， 则 在 在 x 的 一 个 邻 域 Y， 使 得 V -是 紧 的 ， 且 了 CU. 

证 设 W 是 满足 W "是 紧 的 x 的 任意 一 个 邻 域 . 全 G=UflW. 
那么 G 是 x 的 邻 域 ， 由 于 G-" 是 W -的 闭 子 集 ， 由 (6.39) 推 知 G 是 肥 
的 ， 我 们 有 GCU， 但 不 能 辨别 是 否 G-CU， 忆 及 (C6. 7。 vii)，3G 
一 G- 站 G' 二 G" 由 G/， 于 是 9G 是 紧 的 (6.39) 如 果 3G= 多 ， 
则 不 妨 设 V = 二 G. 因此 假定 6G 二 9 对 于 每 个 yE€3G， 分别 选 取 x 
和 > 的 邻 域 V ,和 日 ,， 适合 Vy 站 Hy 二 名 ， 不 妨 设 VCG,， 因为 另 一 种 


许多 作者 定义 局 部 紧 如 下 : “拓扑 空间 羡 说 是 局 部 肾 的 ， 是 指 每 个 点 . 


ZE 者 有 一 个 紧邻 域 。” 不 难 明 白 ， 在 Hausdor 任 空间 中 ， 这 一 定义 等 价 
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展 况 是 与 G 相 交 ， 于 是 {Hy:y>E8G} 是 3G 的 一 个 开 和 覆盖 ， 而 根据 
紧 性 ， 必 存在 yi， …，yusE8G ， 使 9GCCH;,U…UH, 二 有 H. 命 
V 二 Vy 0…0D7 那么 7 是 x 的 一 个 邻 域 ， 且 fn 五 = 好 。， 显 然 有 
VCG， 所 以 V CG"， 从 而 六 是 紧 的 .此 外 VCH ,而 H 是 闭 集 ， 
因此 V-CEA'， 这样 一 来 ，V-CG NH’CG- NM(8G6)’==G. 口 

(6.79) 定理 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，4 是 和 的 
一 个 紧 子 空间 、 假 定 U 是 X 的 开 子 集 ， 它 满足 4CcU， 则 存在 一 个 开 
集 YCX， 满 足 4CyYCy-CU， 并 且 F- 是 紧 的 . 

证 把 (6.78) 应 用 于 每 个 xE 4， 则 对 于 每 个 xE4 ， 存 在 x 的 
一 个 邻 域 了 V.,， 使 得 zx 是 紧 的 ， 且 CU， 因为 族 {V, :xE€ 4} 力 是 


4 的 开 覆 盖 ， 所 以 存在 x,，… ，x,€ 4， 适合 4 ,U Vr,=V. 屠 


么 了-= 山 了 zcI(6.7.viii ) ， 既 然 了 - 是 有 限 个 紧 集 之 并 ， 它 


显然 是 紧 的 。 口 

以 下 Urysohn 引 理 的 局 部 紧 说 法 ， 已 能 满足 我 们 的 需要 . 

(6.80) 定理 ' (Urysohn ) 设 XX 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 
空间 ，A 是 X 的 一 个 紧 子 空间 ， 又 设 U 是 开 集 ，ACU。 则 存在 XX 到 
“(0，1) 内 的 一 个 连续 函数 !， 使 对 于 任意 x € 4 ，f《x) = 二 1 ， 而 对 于 
任意 XEU’，f(x)==0. 

证 命 Do 二 {0,1}， 又 对 于 每 个 hn€N， 规定 D, 一 {二 : a€EN, 


4 是 奇数 ，0<o<2"}， 命 D 一 UD。。 于 是 DD 是 (0，1) 内 二 进 有 理 


数 全 体 所 成 的 集 。 通 过 施 归 纳 于 x 来 定义 X 的 子 集 链 (U0U:) :ep， 先 设 
一 4 Uo=U。 4 一 1 时 ，D, 一 (小 )， 又 利用 (6.79), 得 到 一 个 
开 集 口 9， 它 满足 UiCU 3 CU3CUo 再 设 4 之 2， 并 假定 对 于 


一 切 !€ “UV D, 定 义 好 了 开 集 U,， 使 得 在 山 , Di 中 s<! 昔 泛 Dic 
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DJ 对 于 :一 和 ED。， 命 ! 一 2， 洲 一 03 并 注意 到 Ut 和 
Ui 也 定义 好 了 (4 一 1，a 二 1 都 是 偶数 ) ， 再 利用 (6.79) 得 到 一 个 开 
集 U,， 它 满足 U7 CU,CUrCU4i'， 这 样 一 来 ， 我 们 就 得 到 所 要 
求 的 族 1D01}::p， 而 且 只 要 在 DD 中 s< 之 :， 就 有 Ui CCU,. 

然后 在 了 上 规定 f 如 下 : xEU 时 ，f(x)=0; XEUo 时 ，f(x) 
一 sup{i1ED:xXEV,)}， 显 然 对 于 任意 x€ 4 二 U1!， 都 有 fCXx)= 二 1， 尚 
需 证 明 f 是 连续 的 ， 为 此 ， 设 0 三 a 过 1，0 之 8B 二 1， 显 然 当 且 仅 当 对 
于 某 个 !>a，xEUV 时 ，f(x)>>a, 因 而 f(ya)1))= U {U1€ED， 
1>a}， 它 还 是 开 集 .同样 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 sp ，xEU, 时 ， 
A(x) 之 B， 因 而 1((B,， 1))== 人 站 {U,:s ED,s<p}= NU7:1€ED, 
ICp8}， 它 还 是 闭 集 ， 取 余 集 便 看 出 三 !((0，60) 是 开 集 .这 些 事实 
以 及 (6.70) 说 明 f 是 连续 的 ， 口 | 

现在 我 们 研究 实数 列 的 上 极限 和 下 极限 概念 . 

(6.81) 定义 ”R* 中 的 非 减 ( 非 增 ) 序列 指 的 是 这 样 的 序列 
(xX,) CR*D， 即 当 m 志 n 时 有 Xs 二 X,(Xn 之 X,)， 序 列 (x,)C 己 R# 说 
是 有 极限 oo -co)， 是 指 对 于 每 个 4a€R， 都 对 应 着 ns。EN ， 使 当 
n 庆 ns 时 有 x 之 Cx,<a)， 并 记 作 limx，,=co ( limx，== 一 oo), 或 记 
作 x, 一 oo(x。 一 一 eo)， 一 个 序列 ， 如 果 它 或 是 非 减 的 ,或 是 非 增 
的 ， 便 叫做 单调 的 . z 

(6.82) 定理 ”R* 中 的 单调 序列 在 R* 中 必 有 极限 . 

证 设 (x,) 是 非 减 的 ， 命 X= 二 suplX,:nEN). 那么 limx。 二 x. 
吕 | 

(6.83) 定义 设 (x,) 是 R* 中 的 任意 一 个 序列 . (Xx。) 的 上 极限 
规定 为 广义 实数 


lim x。 一 inf(Csupx。)， 
NN > 上 


nO k 


(Xx,，) 的 下 极限 则 规定 为 广义 实数 


中 参看 (2,18) 译 注 ,一 一 译 者 注 
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lim x， 一 SURCinf Xa)》 。 


有 ~ 的 keMN nk 


显而易见 ， 序列 (supx 中 ,和 (infx) ?都 是 单调 的 ， 而 lim x。 
和 Lim x, 刚 好 就 是 它们 各 自 的 极限 ， 因 此 也 经 常用 另外 的 记 法 : 


Limsupx, 一 1im %,, lim infx,= 1]1imXx,. 
天 ~ 和 着 = Eo 


“(8.84)” 定理 设 (x,) 是 R* 中 的 一 个 序列 ，L= {xE R* ， x 是 Cx,) 
的 某 个 子 序 列 的 极限 }， 则 1im x, 和 ji x 都 属于 L， 并 有 Lim x。= 


infL, lim x,= supL. 

证 ”我们 只 证 明 关于 上 极限 的 断言 ， 因 为 另 一 个 显然 是 对 侦 
论证 ， 命 x 一 limx,， 而 对 于 每 个 EN， 则 命 y, 二 sup{X,:X 之 上 }. 
那么 x 二 inf {ye :KEN). : 

第 一 种 情况 x 二 co， 这 时 对 于 每 个 LE€EN，y: 二 2， 因 此 对 于 
每 个 mEN， 就 有 无 穷 多 个 zEN， 使 .>m。 取 41， 使 得 x ,之 1. 
当 2，…，xn 取 好 了 ， 则 取 ?。i>pn， 使 x nnrl>1 十 1、 和 那么 
《xs )s-1 是 (x， ) 的 子 序列 , 且 1imxwn 一 “9， 这 样 ， xx 一 ceE 工 ， 从 
而 显然 有 x 一 co 一 SupL. 

第 二 种 情况 ， xER， 我 们 有 x 二 inf{y:: EN ， 于 是 对 于 每 
个 >x， 必 存在 yx<<O， 因 而 仅 对 于 有 限 个 2 (2< 》, 才 成 并 Xx, 之 
6， 这 就 证 明 工 中 没有 元 素 能 大 于 x。 另 一 方面 ， 因 为 对 于 任 意 已 
ys 之 x， 所 以 对 于 每 个 nE N， 存 在 充分 9 大 的 w， 能 使 xz.>x 一 二 
我 们 得 出 结论 ， 对 于 每 个 nEN，{nEN， x 一 二 <x。<< x 十 十 } 是 
无 限 集 ， 从 而 如 同 第 一 种 情况 , 必 能 选取 (xx 的 一 个 子 序 列 C(xrm)， 
使 jimx 7 一 3 因此 xEZ， 


第 三 种 情况 ; x 一 一 ce， 第 二 种 情况 己 证 得 中 没有 元 素 能 大 


四 原 书 为 arbitrarily 《 一 起 缘 《任意 2” 》， 为 确切 起 而 ， 主 文 改 为 
“充分 ”。 一 一 译 者 注 
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于 x， 但 对 于 每 个 mnEN， 存 在 y;， 使 y; 达 一 m， 这 样 ， 除 了 有 限 个 
nEN 外 ， 对 于 其 余 nE€N 剖 有 Xx, 二 一 m; 从 而 limx, 王 一 0 二 xX。 中 

(6.85) 习题 ” 设 (X，p ) 是 一 个 度量 空间 试 证 ， 

(a) 存在 一 个 完备 度量 空间 (X, P ) 以 及 和 到 和 内 的 一 个 函数 ， 
使 得 KX) 在 又 中 秽 密 ， 且 对 于 一 切 x,yEX, 都 有 0O(f(Gx) ，fCy))= 
p(x，?)[(X，PD) 叫 做 C(X，2) 的 完备 化 ); 

(b) 〈X，D) 在 下 述 意 义 上 是 唯一 的 :如 果 ( 了 ,ac) 是 完备 度量 
空间 ，g 是 XX 到 了 内 的 函数 , 且 gCX) 在 了 中 稠密 ,又 对 于 一 切 X,yEX， 
都 有 0 (g(x)，g(y)) 二 P(x，y), 那么 存在 一 个 X 到 了 上 的 函数 jp 
使 对 于 -一 切 c，BEX 都 有 a (ec)，H6) = P (a，B)。( 象 f,g 和 
/这样 保 持 距 离 的 函数 叫做 等 距 ，) 

(提示 “ 命 @ 表 示 和 中 Cauchy 序 列 全 体 所 成 揭 集 。 P (Xs，yn) 
一 0 时 ， 规 定 Cx,)~(y。) 。 设 X 是 等 价 类 集 ， 规 定 P(c，p ) 一 
limp (x,，y,)， 其 中 (x,) €4，(y,) EB.、( 参看 $5 有 序 域 的 完备 
化 )、】 / 
(6.86) 习题 ” 设 (X，p 1) 是 一 个 度量 空间 ， 对 于 X 的 每 个 非 
空子 集 4 以 及 每 个 xEX， 规 定 

plx, A)=inf{{ P(x, a) :a € 4}. 
数值 p(x，A4) 叫 散 x 到 .4 的 距离 。 试 证 下 列 命 题 : 

(a) 如 果 弛 关 4CX， 那么 4-={xEX; p(x，A)=0). 

(b) 如 亲人 凶 关 4CX，x，y>EX， 那么 | p (xy 4 一 PC 4 委 
p(x，y)。 于 是 了 上 由 f(x)== p(x，A) 规 定 的 函数 在 X 上 连续 ， 

(c) 如 果 A4，B 是 久 的 两 个 非 空 不 相交 的 团子 集 ， 那 么 X 上 由 

_Plx,B) 

p(x, A)-+ P(xX,B) 
规定 的 函数 4 在 X 上 连续 ， 又 用 A) 二 {1},，hC8)={0}. 注意 ， 这 
里 提供 了 当 X 是 度量 空间 时 (6.80) 的 一 个 简便 证 法 . 

(6.87) 习题 设 (X，p) 是 一 个 度量 空间 ，4 和 了 是 和 的 两 个 

非 空 子 集 ， .4 到 3 的 距离 规定 为 数值 


h(CX%)=- 
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pCA,B)=inf{ip(las):a€t AbEe}, 
试 证 下 列 源 言 ， 

(a) 如 果 4 是 紧 的 , 那么 存在 一 点 cE A, 使 p (a,B)= 
P(A,B). 

(b) 如 果 A4 和 B 都 是 紧 的 ， 那 么 存在 两 点 a € 4,， bEB， 使 
ol(ab)= pC(A, B). : 

(ec) 如 果 A 是 紧 集 ，B 是 闭 集 ， 那 么 pC(4，B) 二 0 的 充 要 条 
件 是 4 B 关 名 z 

《d) 如 果 是 一 个 非 紧 度量 空间 ， 且 没有 孤立 点 ， 那 么 站 含 
有 两 个 非 空 不 相交 的 闭 集 4，B， 满 足 2(4，B)=0.， 

(6.88》 习题 ” 设 X 是 一 个 非 空 完备 度量 空间 ， 假 定 f 是 X 到 X 
内 的 函数 ， 且 对 于 某 个 常数 cE )0，1{， 以 及 对 于 一 切 *，y EX， 
都 有 

PCFx) fy)D)<coCryy)。 
试 证 ， 存在 唯一 的 一 点 wu€XX， 使 得 f(z) 二 wu。，( 命 YEX， 并 考虑 序 
列 x，fCx)， 大 fxz))，…)]。 本 题 结 果 即 所 谓 的 Banach 不 动 点 定理 ， 
由 这 一 定理 可 推出 微分 方程 和 积分 方程 理论 中 的 者 干 存在 性 定理 ， 

(6.89) 习题 试 证 明 闭 区 间 (0，1) 不 能 表 成 一 族 两 两 不 相交 
的 闲 ( 非 退 化 的 ) 区 间 ( 每 一 个 长 度 都 小 于 1 ) 之 并 . 

(6.90) 习题 假设 : X 是 拓扑 空间 ; 了 是 度量 空间 ; f 是 X 到 Y 
内 的 函数 .对 于 每 个 xEX， 规 定 
oO(X) 一 inf{diam(CF)):， U 是 x 的 邻 域 }, 

缚 数 @ 叫 做 的 振动 函数 . 试 证 下 列 命 题 . 

(a) 函数 f 在 x 连 续 的 充 要 条 件 是 @(xY) 一 0 ， 

(b) 对 于 每 个 实数 a，{xEX，o(x)< 之 a} 是 XX 中 的 开 集 . 

(c) 集 {x EX: f 在 x 连续 ) 是 G, 集 . 

(d) 不 存在 定义 在 RK 上 的 实 值 函数 /， 能 使 {Xx€ R，f 在 + 连续 } 


一 一 一 


这 时 称 f 为 压缩 上 映射 。 一 一 译 者 注 
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一 所 . 
(e) 存在 R 上 的 实 值 函 数 f{， 使 {x ER，f 在 x 间断 }=0. 
(6.91) 习题 试 证 明 几 局 部 紧 Hausdorff 空 间作 为 自 寺 
的 子 集 ) 都 是 第 二 范 随 集 . (可 仿照 Baire 范 畴 定理 (6.54) 的 证 法 ， 
构造 一 个 适当 的 递减 紧 集 序列 . ) 

(6.92) 习题 ” 设 X 是 拓扑 空间 ，Y 是 度量 空间 . 假定 和 和 
《f.)22 :是 X 到 了 内 的 函数 ， 其 中 各 个 六 都 连续 ， 且 对 于 每 个 
xCX,1imf.(x)=f(x). 命 。 


4= fF .| n {rex:pdfacr), tx)<E). 


(a) f 在 4 的 各 点 都 连续 ; 
(b) XN4’ 是 X 中 的 第 一 范畴 集 ， 中 
(c) 如 果 X (本身 ) 是 第 二 范畴 集 , 那 么 4xEX : f 在 x 连 续 } 在 


_〈d) 对 于 每 个 开 集 CY 而 言 ,f"!(W) 是 P, 集 | 可 证 明 f71(y)= 
~ / 1 

上 [U 门人 sx Pd, 7 并 

(e) 函数 bo 不 是 R 上 的 连续 实 信函 数 序 询 的 点 态 极 限 ，@ 

(f) 对 于 任意 XE 下 , 试 证 botX) 二 lim(1limtcos(m! nx)}*"). 

(g) 对 于 任意 xER， 试 证 sgn(r) 一 1im 和-arctgCzxz)， 

(h ) 对 于 任意 xc R, 试 证 1 一 50(X)==limsgntsin?Cm! xx)}. 


(6.93) 习题 命 有 (ND) 表示 有 界 实数 序列 x 二 (x,) 全 体 所 成 
的 集 ， 设 Xx，y E15CN)， 规 定 dxX，y)== sup{ |X, 一 y,| : nEN}. 
0 先 证明 ， 如 果 (Em) nz 是 针 的 任意 子 集 序列 ， 那 么 
i Esc (fi E, )U(U EN Es’). 


忆 及 Ss 是 Q 的 特征 函数 (2,20)，。 


he ee ere ne He rE SE pA ec ii Lp Fie wh Http ohne ER 


试 证 下 列 命题 : 

(a) 函数 4 是 六 CN) 的 度量 . 

(Cb) 度量 空间 忆 (N ) 不 是 可 分 的 . 

(c) 如果 CX,P ) 是 任意 一 个 可 分 度量 空间 ， 那么 存在 一 个 X 到 
1%(N) 内 的 等 距 , 也 就 是 说 ,对 于 任意 Xx, yEX， 都 有 CCFY)， 帮 77)》 
二 PC《X，y), 【 设 (p,)?-1 在 X 中 稠密 ， 并 规定 大 (x 7) 一 (P(z?b。) 
— Plpss pi))r-t, | 

(6.94) 习题 试 证 如 果 及 是 一 个 紧 度 量 空间 ，f 是 X 到 XX 内 
的 一 个 等 距 ， 那 么 f 映 满 X. 

(6.95) ”习题 设 久 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，D 是 X 的 
一 个 秽 密 子 集 ， 并 且 DD 关 于 相对 拓扑 是 局 部 紧 的 。 试 证 DD 是 驻 中 的 
开 集 . : 

(6.96) 习题 设 X 是 一 个 线性 有 序 集 。 所谓 X 的 序 拓扑 是 指 
了 上 的 这 样 一 个 拓扑 ， 即 它 是 由 形 如 {XEX; c<x} 和 {XEX ;x 
4}( 其 中 c，d EX ) 的 集 全 体 所 成 的 集 族 作为 次 基 而 得 到 的 . 试 
证 ， 具有 序 拓扑 的 X 是 紧 的 ， 其 充 要 条 件 是 X 的 任意 非 空子 集 在 XX 
中 既 有 上 确 界 又 有 下 确 界 . 【如同 (6.44) 的 证 明 ， 可 利用 (6 .40).,) 

(6.97) 习题 (a) 试 利用 (6.96) 证 明 ,; 良 序 集 ( 关 于 序 拓 扑 ) 
是 紧 的 ， 其 充 要 条 和 件 是 它 含有 一 个 最 大 元 素 . 

(b》 试 利 用 (6.96? 证 明 : 具有 通 向 拓扑 的 Rs(6.5.b) 是 紧 的 ， 

(6.98) 习题 试 证 具有 序 拓 扑 (6.96) 的 可 数 序数 [参见 
(4.49)) 全 体 所 成 的 集 Ps 是 列 紧 的 ， 但 不 是 又 的 . 

(6.99) 习题 设 P 是 Cantor 三 分 点 集 ， 并 设 了 X= {0,1}* 具 有 
积 拓扑 ， 其 中 {0， 1} 具 有 离散 拓扑 ， 对 于 x 二 (x1 ，xz，…) EX， 


规定 p(x) 二 Ss 2 ”根据 (6.64)，% 是 把 X 映 满 P 的 1~1 映射 。 


试 证 9 和 9 人 : | 
(6.100) 习题 试 证 ， 如 果 Y 是 一 个 紧 度 量 空 间 , P 是 Cantor 
三 分 点 集 ， 那 么 存在 P 到 Y 上 的 一 个 连续 函数 1。[ 设 人 ,3.1 是 了 的 
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拓扑 的 一 个 可 数 基 . 对 于 每 个 EN, 会 4o=8;， ，4 .1 =YNV,. 
对 于 P 中 的 一 点 xz 一 了 >) -3 ， 集 人 A4n,x, 或 者 是 空 集 ， 或 者 刚好 


用 守卫 


合 有 一 个 点 . 命 B={xEP: 人 站 4 so 又 对 于 每 个 xEB， 


设 g(x)E 人 hn,xs， 证明 g 是 B 到 Y 上 的 连续 函数 。 然 后 证 B 是 了 


中 的 闭 集 ， 并 存在 P 到 8B 上 的 一 个 连续 函数 h。 最 后 命 /==g oj ) 
(6.101) 习题 (Banach) 设 f 是 fa;5)CR 上 的 一 个 连续 实 值 
一 数 . 
(a) 对 于 每 个 正 整 数 n, 命 FP。 {x x€ [ab])， 对 于 某 个 x/ 记 
x 十 士 ，f(x') 一 f(x)}， 试 证 ,是 闭 集 . 


(pb) 命 B 一 (os 人 0n 人 FY。 试 证 /是 E 上 的 1-1 函 数 ， 且 fF》 


二 J/({a，b5))， 事 实 上 ， 每 个 XEB 等 于 sup{y: yE [a, 5), f(y) 一 
f(x)}， 注 意 ，E 是 G; 集 . 

(6.102) 习题 设 f 是 一 个 实 值 函 数 ， 定 义 域 是 R， 且 在 尺 的 
每 一 点 都 有 相对 极 小 信 ， 也 就 是 说 ， 对 于 每 个 2 € R， 存 在 数 6 (a) 
0， 使 当 jt 一 gj 之 6 (a) 时 ， 有 fC 四 之 f(a). 

(a) 试 证 1(R) 是 可 数 集 . - 

(b) 试 给 出 一 一 个 如 上 所 述 的 函数 ， 它 无 界 ， 同 时 在 仿 0 的 区 
间 上 不 是 单调 的 ， 

(6.103) 习题 考虑 一 个 函数 轧 它 有 定义 域 R， 值 域 在 R 中 ， 
满足 fo f=f,， 试 全 面 表 述 {， 如 果 f 还 是 连续 的 ， 还 可 表述 什么 ? 
[ 忆 及 R 和 fCR) 都 是 连 递 的 (6.9)， 从 而 CR) 是 一 个 区 间 .] 如 果 仅 
是 可 微 的 ， 怎 样 呢 ? 

(6.104)“ 习题 试 证 以 下 两 个 命题 . 

(a) 连通 空间 的 连续 象 是 连通 的 ， 

(Cb) Cartesian 腾 积 >< X; 是 连通 的 ， 其 充 要 条 件 是 每 个 X, 都 


是 连通 的 . 
$7 连续 函数 空间 


函数 一 一 实 值 的 和 复 值 的 一 是 本 书 主要 研究 对 象 ， 已 知 一 个 
集 X 以 及 定义 在 X 上 的 一 个 函数 集 守 ， 我 们 往往 不 仅 对 3 中 的 某 些 
个 别 函 数 f 感 兴趣 ， 而 且 也 关心 作为 一 个 实体 或 空间 的 本 身 . 3 
一 般 含 有 一 个 自然 拓扑 《或 春 千 自然 拓扑 》 其 本 身 以 及 对 于 
证 明 有 关 的 一 些 事实 都 是 很 重要 的 ，3 还 往往 是 K 或 R 上 的 向 量 
空间 ， 而 向 量 空间 概念 在 研究 关于 的 解析 问题 时 大 有 用 处 .本 节 
论述 一 类 简单 的 函数 空间 一 一 -连续 函数 空间 一 一 以 及 这 些 空间 的 某 
个 简单 拓扑 、 后 文 还 要 研究 许多 别 的 函数 空间 ， 

先 引 进 几 个 定义 和 某 些 记号 . 

(7.1) 定义 设 X 是 任意 一 个 非 空 集 ( 尚 无 拓扑 》， 并 考 忠 
定义 在 X 上 的 复 什 函 数 全体 记 成 的 集 KY， 对 于 f/，g E€ KX, 设 f 十 g 是 
K* 中 如 下 所 定义 的 通 数 

(i》 对 于 一 切 X EX, 成 立 (f 十 8g)(x)= 二 f(x) 十 g(x);， 

设 fg 定 义 为 

(ii) ”对 于 一 切 *E€ 有 XX， 成 立 (f8)(X) 二 (Xx)g(X); 
.对 于 fE KE，cEK， 设 af 定义 为 
(iii) 对 于 一 切 xEX， 成 立 (af(x)==a(f(x))。 

对 于 fE K*, 设 | 用 是 适合 以 下 条 件 的 函数 : 

(iv) 对 于 一 切 x EX， 成 立 月 (x)= |fCx)|， 
而 了 是 适合 以 下 条 件 的 函数 : 

(v) 对 于 一 切 xEX ， 成 立 了 (xz )= 扩 x). 

这 就 是 说 ， 我 们 点 态 定义 了 和 X 上 函数 的 和 、 积 、 纯 量 倍数 vy 绝对 值 
和 复 共 轿 ， 显 然 可 以 把 X 上 实 信函 数 全 体 所 成 的 集 R* 看 9 作 {K* 的 一 
个 子 集 ， 因 此 定义 (i)，(ii2，(iii) ( 就 实数 a 而 言 ) ,i(ivD) 及 CY) 
( 当 且 仅 当 FE RE 时 ，f 一 了)， 不 仅 对 于 KE<， 而 且 对 二 R 也 是 适 
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用 的 ， 此 外 ，R* 还 可 有 一 个 自然 半 序 关系 ， 对 于 / ，g€ Rz， 如 果 
《yi) ”对 于 一 切 X EX， 成 立 1(x) 志 gg(X)， 

便 记 作 f 志 g( 或 记 作 g 之 人 站， 定义 max{tf，g} 和 mintf，g) 为 
(vii》 对 于 一 切 XEXX, 成 立 max{f,g}(xX) 二 max{f(x), g(x)}， 
(viii) 对 于 一 切 X EX, 成 立 min{f,g}(%*) 二 min(f(x), g(x*)}. 

某 些 场合 还 必须 研究 X 上 的 广义 实 值 函 数 。 对 于 四 CCR*)”， 定 义 

sup{f:f€ 人 @}) 为 
(ix) sup{f:fED}xX)=sup(f xX):TE 9}, 

它 可 以 是 RE 的 任意 一 个 元 素 ， 而 inf《f:fE€ 龟 } 则 定义 为 
(x) inf{f:f€ BD}xX)=inf{(f(x):fE D1. 

这 样 一 来 ， 我 们 点 态 定义 了 所 论 及 的 所 有 函数 运算 以 及 函数 之 间 

的 关系 ， 

最 后 ， 对 于 Kx 的 子 集 守 ， 定 义 信 为 

(wi) $$' 二 {fe3 :对 于 一 切 X* EX，f(x)eR} 

= 3 RY, 

而 他 + 则 定义 为 
(xii) + 二 {f€': 对 于 一 切 xX EX，f(X) 之 0}. 

就 至 =(R ) 来 说 ， 也 可 以 定义 集 玉 
(7.2) 评注 (a) 波 g eK, 消 捉 Kx 中 的 一 个 函数 ,如果 对 于 

任意 xEX， 都 有 % (xD) 一 0， 则 称 少 为 有 值 < 的 常 值 函 数 或 恒 等 于" 

的 函数 ， 这 个 函数 是 与 数 x 截 然 不 同 的 实体 当 需 要 写 出 这 个 函数 

时 ， 使 用 另外 的 特殊 记号 ( 比如 说 C。,x ) 就 很 不 方便 了 . 因此 就 

干脆 用 a 米 简 记 恒 等 于 a 的 函数 ， 这 要 依靠 读者 的 良好 辨别 能 力 , 以 

避免 产生 混淆 . 

(b) 不 难 验 证 ，K” 是 K 上 的 一 个 向 量 空间 ， 而 RY 是 R 上 的 一 
个 向 量 空间 . 这 些 空间 还 是 交换 环 一 一 具有 ( 乘法 ) 单位 元 常 信函 
数 1， 此 外 ， 显 然 对 于 任意 函数 户 & 和 纯 量 C， 都 有 

(i) a(fg)=(afg)=f(a8g). 

这 就 是 说 ，K* 和 RX 分 别 是 和 R 上 的 代数 ， ( 设 有 域 F 上 的 一 个 疝 
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量 空间 ， 如 果 它 还 是 一 个 环 ， 并 且 在 其 上 (i 式 成 立 ， 则 多 之 和 
上 的 代数 ，] 
(c) 显而易见 ，R 中 的 关系 和 过 满足 (2.7,.i) 一 (2.7。iii), 换 名 


话说 ， 志 是 一 个 真实 的 半 序 关系 ， 当 X>1 时 ， 世 并 不 是 线 性 序 关 
系 ， 容 易 看 出 ，(RY， 世 ) 是 一 个 格 ， 即 对 于 f，g € R*， 必 存在 唯 
一 的 hE RY， 满足 kh 宇 f/，h 宇 g， 并 且 当 及 之 f， 之 g 时 ， 有 hh ，; 
也 就 是 说 ，h 力 是 和 g 的 最 小 强 函 数 ， 同样 ， 存 在 和 g 的 最 大 能 函 
数 t， 显 然 ，h 二 max{f， g}, k=minif,，g}. 

(a) 半 序 集 R*Y 具 有 较 (c) 强 得 多 的 性 质 ， 设 3 是 R* 的 任意 一 
个 非 空 子 集 ， 它 由 函数 PE RY 所 上 界定 , 妈 对 于 一 切 1€ 3 ,都 有 和 


9。 那么 必 含有 一 个 最 小 强 函 数 ， 它 在 xEX 处 的 值 自然 是 sup 


tfx):TES)， 对 于 含有 弱 国 数 的 集 S 和 RE 也 成 立交 似 断 言 . 

虽然 有 和 天 < 的 代数 结构 对 于 专家 们 贷 有 兴味 ， 但 是 就 无 限 集 
而 言 ， 代 数 K7 和 R* 是 太 大 了 ， 在 分 析 学 中 没有 多 大 用 处 ， 因 此 
我 们 先 来 限制 一 下 ， 便 得 到 一 个 可 度量 化 空间 . 

(7.3) 定义 设 X 是 一 个 非 空 集 ， 命 B(X) 表 示 满 足以 下 条 件 
的 图 数 FE 开 < 全体 所 成 的 集 : 

(i) supt fC) : :XEX} 
是 削 限 数 ， 则 称 此 类 函数 是 有 界 的 ， 数 值 (i) 记 为 上 fh， 叫做 f 的 
一 致 范 数 . 

《7.4) 定理 设 X 是 一 个 非 空 集 ， 并 考 虞 ff，g EB(X) 及 
aE€ KK， 则 下 列 关系 式 成 立 : 

Ci》 上 0 上 ,= 0， 而 当 f 志 0 时 ff 之 0; 

Gi eafll.= lal fh,; ‘ 

Giii) 下 FFHgls 委 下 用 .十 有 gil。 

(Civ) Jfglj ,fg), 
人 Xf，gE€B8'(X) 及 aE€ R， 则 成 立 同 样 源 言 。 

证 留 作 简单 练习 . 
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典 以 范 数 人 上, 的 线性 空间 8 (X) 是 分 析 - 代 数 研 究 对 象 的 一 类 
惠 要 例子 ， 我 们 将 不 断 地 研究 交 应 用 这 一 空间 . 

(7.5) 定义 设 E 是 K( 或 R) 上 的 一 个 线性 空间 ， 假 定 存 在 
一 个 函数 x 一 由 z 上， 有 定义 域 E 和 包含 在 R 中 的 值 域 ， 并 理 满足 下 
列 三 个 条 件 ， 

(Ci) 上 [01 =0， 而 当 x 计 I 时 有 x 有 >>0; 

(ii) 对 于 任意 YE E 和 aEK( 或 ER)， 有 [axii= 

la x， 

(iii) 对 于 任意 x，yEE， 有明 zx 十 了 下 委 下 二 士 由 >， 
则 偶 (E，1 外 ) 叫做 复 ( 或 实 ) 赋 范 线性 空间 ， 由 岂 做 范 数 〇 

如 果 E 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 并 且 还 是 K( 或 R) 上 的 代数 ， 了 又 

(iv) ”对 于 任意 x，yEE， 有 | 上 xy 上 上 xli yl， 

则 EE 叫做 复 ( 或 实 ) 赋 范 代数 .如 果 一 个 赋 范 代数 具有 乘法 单 位 元 4， 
我 们 则 假设 

(vy) jull=1i.® 

(7.6) 定理 设 E 是 一 个 复 或 实 赋 范 线 性 空间 ，P 是 如 下 定 
义 的 EXEL 上 的 函数 ， 

(i) p(x, y)= x—yl. 

则 P 是 互 上 的 一 个 度量 . 

证 显然 ， 

(7.7) 定义 ”如果 一 个 复 〈( 实 ) 赋 范 线性 空间 按照 度量 上 zx 一 
y 是 完备 的 ， 则 称 之 为 复 ( 实 )Banach 空 间 ， 同 时 又 是 赋 范 代数 的 
复 ( 实 ) Banach 空 间 叫 做 Banach 代 数 , 

Banach 空 间 在 现代 分 析 中 极其 重要 ; 许多 基本 定理 都 可 以 折 


在 不 致 引 起 混淆 的 铺 况 下 ， 通 常 就 称 巨 本 身 为 赋 范 线性 空 
间 。 

四 由 于 1 z1 =Tazll<12llllz1， 倘 着 没有 假设 (v)， 则 
lai 关 1。 些 外， 一 个 具有 单位 元 的 赋 范 代数 还 可 再 次 赋 范 ， 使 
得 单位 元 有 范 数 1 ， 这 并 无 本 质变 化 ， 请 参看 后 面 习 题 (7 .42). 


“ 13 。 


i ee re 二 rr pe tri ep rhe i hint phi 


eh Her 


象 地 才 述 成 关于 某 种 Banach 空 间 的 命题 ， 在 全 书 中 ， 我 们 要 举 出 
这 种 表述 方法 的 不 少 实例 ( 特别 参见 8 14) . 这 里 先 介绍 本 节 的 主 
要 研究 对 象 ， 以 及 本 书 要 研讨 的 一 类 重要 课题 . 

(7.8〉 定义 ” 设 X 是 一 个 非 空 拓扑 空 间 。 命 区 (X)7 裘 示 双 (X) 
中 所 有 XX 上 的 连续 复 值 函数 全 体 所 成 的 集 ， 


(7.9) 定理 按照 代数 运算 (7.1.i)-=(7.1.iii) 以 及 (7.37 中 


的 范 数 是 ,。， (XX) 成 为 具有 单位 元 的 交换 复 Banach 代 数 . 
证 只 证 明 按 照 这 个 一 致 度量 ，C (CX) 的 完备 性 就 行 了 ， 其 余 
都 是 显而易见 的 设 (f.)*.; 是 C(X) 中 的 一 个 函数 序列 ， 它 满足 
lim ffal,=0. (1) 
这 就 是 说 ， 
lim (supt |f,.Cx)— fx)| :xeX})= 0. C2) 


对 于 任意 固定 的 xEX， 由 ( 2 ) 推 知 
lim fCx)— f(x 站 =0, 


从 而 (f,(x))?., 是 K 中 的 Cauchy 序 列 ,既然 是 完备 的 (利用 (6.50) 
n 二 1 的 结论 )， 序 列 (f,Cx)) 在 K 中 便 有 极限 ， 此 极限 记 作 人 x)， 因 
此 映射 x 一 f(x) 是 K* 中 的 一 个 元 素 。 我 们 断言 1€ E& (X)， 生 

lim ffll=0. | (3) 


其 实 ， 首 完 不 难 证 明 ( 3 ) 成 立 ， 设 是 任意 正 实数 ， 又 设 整 数 p( 仅 
与 6 有关 ) 充分 大 ， 使 对 于 任意 m，7 之 pp， 都 有 


ll ff, 1 < 。 (4) 


现在 考虑 一 个 任意 取 定 的 +EX， 并 选 m ( 与 + 和 都 有 关 ) 充分 大 ， 
使 hm 之 p， 同 时 有 


fx) fo < (5) 
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一 


结合 (4 2) 和 (5 )， 我 们 看 出 对 于 一 切 x 之 zp， 都 有 
上 fx) 一 fx Sf Cr) — fCx)! + [fs Cx) — fex)) 
2e EE 
< 了 十 本 
= 地 2 。 (6) 
既然 bp 与 x 无 关 ，( 6 ) 中 的 x 又 是 任意 的 ， 所 以 可 对 (6 ) 取 上 确 界 ， 
当 ? 之 时， 得 到 
ffl 一 supf If.Cx)— fx) :x EX 


< 。 
<e. 
就 是 说 ( 3 ) 成 立 . 

尚 需 证 明 f€ C6 (X). 取 2， 使 1 人 一 fi <1. 则 对 于 任意 
xEX， 显 然 有 IfCx)| < fxz) 十 1， 从 而 人 | ,是 存在 的 ， 而且 
不 超过 f, ,十 1， 我 们 来 证 明 f 连 续 ， 设 x 是 X 中 任意 一 点 ， 是 正 
数 ， 并 设 x 充 分 大 ， 使 上 f, 一 了 .< 二 又 设 U 是 x 的 一 个 邻 域 ， 它 


满足 : 对 于 任意 y EU， 成 立 
jy) 一 万 (xz) < 。 


对 于 yEU， 则 得 出 
fw —f xy) fy) —f Cx) 1 fx) 一 天 X) 
委 | 一 六 外 ,十 f(y)— f(x)) 十 ff 一 了 


£ E€ ££ 
<< 可 十 了 十 可 


一 
这 正 是 f 在 x 连续 所 规定 的 特征 (6.68).， 口 - 
(7.10) 评注 某 些 拓扑 空 间 X 并 不 含有 非常 值 的 连续 实 值 或 
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复 信 通 数 ， 如 果 久 是 无 限 集 ,O 是 由 避 以 及 具有 有 限 余 集 的 X 的 子 集 
全 体 组 成 的 ， 则 (X，0O) 就 是 一 个 简单 平凡 的 例子 ， 这 种 空间 对 于 
本 书 并 没有 什么 价值 ， 但 是 ， 假 如 了 之 1， 而 是 一 个 局 部 紧 Haus~ 
dorff 空 间 ， 正 如 定理 (6.80) 所 表明 的 ， GE(X) 则 包含 许多 非常 值 
函数 目前 看 来 ， 局 部 紧 Hausdorff 空 间 不 仅 是 表述 分 析 学 的 经 典 
定理 ， 而 且 也 是 表述 积分 理论 的 一 种 理想 工具 ， 因 此 本 节 主 要 研究 
这 些 空间 . 

(7.11) 习题 许多 (不 是 全 部 ) 非 紧 拓扑 空间 含有 无 界 连 续 
复 信函 数 ， 我 们 不 详细 研究 一 个 拓扑 空间 上 所 有 连续 函数 所 成 的 空 
间 ， 但 是 在 本 习题 里 ， 要 求 读者 考虑 到 某 些 可 能 情况 ， 并 证 明 下 列 
断言 . 

(a) ” 凡 非 紧 度 量 空间 都 含有 一 个 无 界 连续 实 值 函 数 . 

(b) 设 Po 是 (4.49) 所 规定 的 良 序 集 . 又 设 多 是 形 如 { 0) 或 
(YE Po: 之 ?YB}( 其 中 a 之 8 之 8 ) 的 集 全 体 所 成 的 集 族 . 则 多 是 
P。 的 序 拓扑 的 一 个 基 [ 参 看 (6.96)，(6.98))， 拓扑 空间 Po 是 一 个 
局 部 紧 Hausdorff 空 间 ; 事实 上 ， 各 个 子 空间 {YE Pa:c 委 7 委 四 都 
是 紧 的 ， 虽 然 Po 既 是 列 紧 的 ， 又 是 Frgchet 紧 的 ， 但 它 仍 是 非 紧 
的 . 【还 请 参看 (6.96)，(6.98). ] 

(c) 凡 P。 上 的 连续 复 值 函数 j 是 终归 销 值 函数 ， 这 指 的 是 : 
存在 一 个 序数 a€ Po 和 一 个 复数 :， 使 对 于 任意 7 之 a ， 痢 有 f(7)= 
t。 从 而 凡 P。 上 的 连续 复 值 浮 数 都 是 有 办 的 . 

(4) 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ， 命 C.(X) 表 示 了 上 有 界 或 无 界 连 
续 复 值 函数 全 体 所 成 的 集 ， 如 果 @。(X) 包 含 无 界 函 数 ， 我 们 就 不 
能 把 一 致 范 数 中 ,强加 于 G6。X)， 不 过 ， 类 似 (7.9) 的 结论 还 是 
成 立 的 设 (f0)?.; 是 6s。(X) 中 的 一 个 菠 数 序列 ， 并 且 所 有 员 数 差 
f, 一 ,都 是 有 界 的 ， 又 设 


im 太一 和 1 一 0， 
则 存在 一 个 FE 6 。(X)， 使 得 所 有 f 一 f 都 有 界 ， 并 县 
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lim | 1 一 玉生 0. 


我 们 返回 来 研究 局 部 紧 Hausdorff 空 间 上 的 欧 数 空间 ， 

(7.12) 定义 ” 设 X 是 一 个 非 空 局 部 紧 Hausdorff 空间 .会 
Coo(X) 是 @E(X) 的 子 集 ， 它 由 满足 以 下 条 件 的 所 有 FEGE(X) 组 
成 ， 就 X 的 某 个 紧 子 集 F( 与 1 有 闫 ) 来 说 ，f(x)==0 对 于 所 有 
XE F’ 作 X 都 成 立 ， 命 Co(X) 是 G(X) 的 子 集 ， 它 由 满足 以 下 条 件 
的 所 有 FE G(X) 组 成 对 于 任意 正 数 e:， 总 存在 X 的 一 个 紧 子 集 F 
( 与 与 都 有 关 ) ， 使 对 于 所 有 xE F' 们 X， 都 有 IfCx)| 之 e ， 我 们 
称 C oo(X) 中 的 函数 在 无 穷 大 的 一 个 邻 域 内 等 子 黑 ， 而 称 C uCX) 中 
的 函数 在 无 穷 大 处 等 于 零 @®， 这 两 种 说 法 固然 并 不 严格 ， 但 富 于 表 
现 力 . 

(7.13) 习题 试 证 : 

(a》 包含 关系 GEoo(XK)CGEoCXICGECX) 成 立 . 各 果 斑 是非 紧 
的 ， 那 么 CG o(X) 皇 G(X)， 对 于 (7.11.b) 的 空间 Po。， 则 有 Goo(CX) 
= C0o(X). 如 果 X 是 紧 的 ， 那么 人 oo (KX)= GC oF) = CX)., 

(b) 设 了 是 一 个 任意 的 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 江 把 &(X) 和 
BCX) 看 作 按 照 一 致 度量 是 1 一 g 中 ,作成 的 度量 空 间 . 空间 6 0o(X) 
是 BC(X) 中 前 闭 集 (从 而 也 是 C6 (X) 中 的 闭 集 )， 如 果 fn€E CoCX)， 
fE BX), 又 lim 有 一 州 ,=0, 那 么 1€ & o(X)， EokX) 作 为 一 个 ， 
度量 空间 还 是 完备 的 ，([ 回 忆 (6,47)，) 空 间 C oolX) 一 般 说 来 不 是 
闭 集 : 它 的 闭 包 乃 是 ECX). (可 按 下 面 (7.41) 折 提示 的 万 法 证 明 
最 后 一 个 命题 。 】 

本 书 研究 积分 论 时 ， 要 用 到 若干 与 连续 性 密切 相关 的 (但 不 是 
等 价 的 ) 概念 。 现 介绍 如 下 . 

(7.14) ”定义 设 了 X 和 了 Y 是 分 别 具 有 度量 PP 和 5o 的 两 个 度量 空 
间 ， 设 有 映射 9p， 它 有 定义 域 X 和 含 于 了 的 值 域 ,如 果 对 于 任意 6 二 0、 


| 中 按 定义 的 内 池 ，va nish (等于零 ) 一 词 也 可 译 为 “ 消 失 ? 
一 一 译 者 注 


总 存在 6 >0， 使 当 D (x，x’) 之 656 时， 就 有 0 (OGxz) 02Cxz 7)<e， 
则 称 9 是 一 致 连续 的 . 

(7.]5) 评注 (a) 由 (6.71)? 示 难看 出 ， 一 致 连续 映射 必 连 
续 , 

(b) 有 一 种 一 致 连续 概念 ， 要 比 (7.14) 所 定义 的 更 具 一 般 
性 ， 它 建立 在 所 谓 一 致 空间 的 基础 之 上 . 但 是 是 我 们 并 不 需要 这 个 概 
念 ， 因 此 略 之 ，@ 

(7.16) 习题 (a). 考虑 定义 在 K 上 的 函数 exp(5.56). 试 证 : 
exp 连 续 但 不 一 致 连续 . 

(b) 设 X 是 一 个 非 空 集 ，2 是 X 上 的 离散 度量 (6.13.c)， 试 证 ， 
把 CX,P) 映 入 一 个 度量 空间 的 任意 映射 一 臻 连续. 

(c) 试 求 一 个 度量 空间 含有 连续 但 不 一 致 连续 实 值 函 数 的 合 
理 的 充 要 条 件 . 

(d) 设 (f,)?-1 是 度量 空间 X 上 的 一 个 复 值 一 致 连续 消 数 序 
列 ， 并 满足 条 件 ， 所 有 函数 差 1, 一 fs 都 有 界 ， 昌 

,lim | 六 一 由 .= 0. 


试 证 ， 极限 函数 1(7.11.4d) 一 致 连续 . 

(7.17) 定理 X,Y 如 (7.14) 所 设 ， 又 设 9 是 把 X 映 入 Y 的 一 
个 连续 映射 ， 并 具有 性 质 ， 对 于 任 给 的 & > 0 ， 总 存在 X 的 一 个 紧 
子 集 4e ， 使 对 于 4,nX 中 的 任意 xx ， 都 有 a(CPGCx)， P(x’))< 
2 。 则 9 一 致 连续 . 

证 设 。 是 任意 正 数 ，4e 是 定理 中 所 说 的 紧 子 集 如 果 x ,x 
属于 An 天， 那么 | 

oP(xX), P(X Le, (1) 

试 考 钳 任意 一 点 7 4 ， 既然 2 连续 ， 便 有 正 数 7ny( 与 3 有 关 ) ， 
满足 


四 有 兴趣 的 读者 可 参阅， 比如 J。 工 .和 el1y: 一 般 拓 扑 学 >， 
中 译本 p。 167、 一 一 译 考 注 - 
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zEB,1y (7) 草 池 oC2(z) ,2(7)) < 二 (2) 


【记号 如 (6.14) 所 设 .) 现 考虑 集 族 (Bj,(Y):y€ he }， 这 个 集 族 
是 Az 的 一 个 开 有 覆盖， 从 而 根据 (6,32) 及 C6.18)， 便 有 一 个 有 有限 子 
族 {Bny,(y1)， "°° Bn,_ (ym)} 履 盖 Ae 。 数值 mint7yp Jrzy “9 
7ym ) 记 为 6。 我 们 断言 对 于 给 定 的 es， 这 个 6 就 满足 7。147 。 如 
果 x 和 x/ 都 属于 4:IX， 那 么 利用 (1 ) 就 行 了 ， 如果 x 和 和 x/ 至 少 一 
个 属于 A: ， 不 妨 设 x E4e . 那么 必定 属于 某 个 B7y (1), 当 
o(xsx' )C6 时 ， 便 有 
DCyk5X EP(Y XHFOCX, xX’) 
<1yxto 
CIN ye 


这 就 是 说 ， x' 属 于 Byyy (Yi)， 从 而 由 ( 2 ) 便 得 到 oC9(x’)， ply:)) 
< 三 ， 由 于 羊 也 属于 Bzyyx(?0， 再 由 ( 2 ) 又 得 到 oC9(x)， 9(y4)) 


已 
< 了 因此 
oPCXI PX NELOCPXI (yi 十 CC PX’ )) 
< 十字 
< 一 CC 。 
所 以 2 一 致 连续 口 、 

(7.18) 推论 ”如果 和 是 一 个 局 部 紧 度 量 空间 ， 则 G6 olX) 中 
的 任意 函数 都 是 一 致 连续 的 。 如 果 和 是 一 个 紧 度 量 空间 ， 则 ECX) 
中 的 任意 函数 都 是 一 致 连续 的 ， 

证 见 (7.17). 口 

(7.19) 评注 @ 以 下 见解 是 针对 拓扑 空间 XX 上 的 实 值 函数 
f 来 说 的 。 了 在 xo。EX 的 连续 性 定义 可 以 ( 有 点 不 大 自然 地 〉 分 成 


Q@@ “评注 ”二 字 是 译 者 加 的 ， 一 一 译 者 注 
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二 
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两 部 分 ， 对 于 任 给 的 。 > 0 ， 总 存在 xzo 的 一 个 邻 域 U ， 使 对 于 一 切 
YEU， 有 

(i) fx)>>JCxo) 一 2， 
以 及 对 于 一 切 xEU， 有 

(ii jx)< fxo) 十 e。 
GD 和 (ii) 则 分 别 定义 了 很 有 用 处 的 函数 类 .对 广义 实 值 函数 持 这 
种 见解 也 是 可 到 的 ， 
(7.20) 定义 设 刁 是 一 个 拓扑 空间 ，jf 是 定义 在 和 上 的 一 个 
广义 实 值 函数 ， 但 假定 不 取 值 一 "， 就 是 说 ， 对 于 任 意 xEX,j(x) 
是 实数 或 cc、 如 果 下 列 条 件 成 立 ， 就 称 函 数 了 在 xeEX 是 下 半 连续 
的 ， 若 fCx,)<co， 则 对 于 任 给 的 e。 > 0 ， 总 存在 xo 的 一 个 邻 域 U， 
使 对 于 一 切 xEU， 都 有 f(Cxz) 六 HKxo) 一 ae; 车 f(xo) 一 co， 则 对 于 
任 给 的 正 数 c， 总 存在 xo 的 一 个 邻 域 U， 使 对 于 一 切 xEU， 都 有 
fCx)>a .假如 冰 数 f 在 XX 的 各 点 都 下 半 连 续 ， 就 称 f 下 灶 连 续 . X 上 
的 下 半 连 续 函 数 全体 所 成 的 集 记 作 MC(X》，、 类 似 地 ， 如 果 X 久 上 的 函 
数 了 .在 (一 ,co[ 内 取 值 ， 并 且 在 X 的 各 点 Ox 附近 下 列 条 件 成 立 ， 
fxz)<TFCxo) 士 se (f(xo) 有 限时 ) 或 1(Xx) 过 一 2[f(x0) = 一 co 时 )， 
就 称 f 上 半 连 续 . XX 上 的 上 半 连 续 浮 数 全 体 所 成 的 集 记 为 CX). 

(7.21) 习题 试 证 : 

Ca》 如 果 拓 扑 空 间 X 有 一 个 开 集 U ,满足 必 特 UX， 则 X 上 


必 存 在 非常 值 的 半 连 续 画 数 ， 又 特征 函数 6 是 下 半 连 续 的 ， 而 fv 
则 是 上 半 连 续 的 . 

(b) 函数 了 下 半 连 续 的 充 要 条 件 是 一 /上 半 连 续 ( 回 忆 一 (oo) 
一 一 co 及 一 (一 co)= co(6.1) .] 这 样 一 来 ,如 果 证 明了 有 关 下 半 连 续 
函数 的 结论 ， 就 肯定 成 立 有 关上 半 连 续 函 数 的 对 侦 结 论 ，( 因 之 ， 
我 们 通常 只 阐述 有 关 下 半 连 续 函 数 的 断言 。 》 

(c) 在 x, 的 下 半 连 续 的 定义 可 以 换个 说 法 : 对 于 任意 实数 


Q@ “在 了 的 备 点 ”这 几 个 字 是 译 者 加 的 , 一- 译 者 注 
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X< Fro)， 总 存在 xzo 的 一 个 邻 域 D, 使 对 于 一 切 xED, 都 有 1CY) 盖 Q。 
这 一 说 法 同时 涉及 fxo)<co 及 fxo)= co 两 种 情况 . 

(d) “ X 到 ) 一 coyco) 内 的 函数 了 下 半 连 续 的 充 要 条 件 是 对 于 
任意 fE R， 扩 !Ctco]) 是 和 中 的 开 集 ，(〈 这 一 特征 描述 往 往 很 有 
用 处 ，) 

(7.22) 定理 没 X 是 一 个 拓 四 空间， 

(i》 如果 fjfE 路 CX)，c 是 非 负 实数 ， 则 cj E NCX). 

(ii) ”如果 f,gECX)， 则 min{f,g} ECX). 

(iii) ”如果 名 是 员 (X) 的 一 个 非 空子 集 ， 则 sup4f:fE€D9} 是 
98CX) 中 的 函数 . 

(iv) 如 果 fgE9RCX7， 则 fgE 以 (和 X)， 

(v) 假定 了 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 , 虽 当 f Em *(X 时 )， 
就 有 二 sup4P:PE Cl X), pf}. 

证 断言 (i)， (Giiy 和 (iv) 差 不 多 显而易见 ， 证 明 留 给 读者 
在 证 明 (iii7， 一 数 sup{tf:7E 习 ) 记 为 8， 再 个 人 站 国定 的 点 
xo EX， 对 于 每 个 实数 a<&g(x。)， 上 确 界定 义 (5.32) 表明 ， 存 在 
1E€ DD， 满足 2 过 fCX6o) 二 gL《Xo). 【这 同时 适用 于 g(xX0) 达 oo 和 g(X0) 
二 0 两 种 情况 ， 应 当 注 意 ， 当 g(xo) 二 时 ，f(x。) 可 能 是 有 限 值 ， 
”也 可 能 是 无 穷 大 )、 吴 然 了 属于 对 (XX)， 便 有 xXx, 的 一 个 邻 域 U， 使 
对 于 一 切 xEU， 

1(x)>a 
( 这 辐 时 适用 于 fCx0) 之 oo 和 fCx0)= co 两 种 情况 )， 对 于 一 切 x <D， 
目 然 成 立 
g(x)>1(x)>oa. 
因此 8g 满足 (7.21.c)， 从 而 证 明了 (iii). 

我 们 利用 Urysohn 定 型 (6,80) 来 证 明 (v)， 假 如 f= 二 0， 就 无 
须 证 明了 .假如 对 于 某 个 Xx, EX，fCxo) 放 > 0， 则 考虑 满足 0 过 2 过 
fxre? 的 任意 实数 &， 这 时 存在 xo 的 一 个 邻 域 [ ,使 对 于 一 切 x EU， 
都 有 TCx)>>a.。 根据 (6,80), 使 有 一 个 函数 PEC%(X),， 满足 


oOK(X)Cr00,cj，0Cxzo) 一 C 及 DCU' )C107， 显 然 有 29 委 1 而 由 于 4 
可 以 任意 接近 fxo)(Hxo)<ce 时 ] 或 者 可 以 任意 大 (fxo) 一 se 时 小 
便 得 到 jC(xo) 二 supt9(x0): PE Ci(X), PEN. 既然 Xo 是 任意 的 ， 
(v) 得 证 ， 口 

(7.23) 习题 〈a) 试 叙 述 并 证 明 类 似 于 (7.22) 的 关于 上 半 
连续 函数 的 命题 。 

(b) 设 XX 是 含有 一 个 非 闭 开 集 的 拓扑 空间 . 试 证 (XD)C(X 
上 的 实 值 下 半 连 续 函 数 全 体 ) 并 不 作成 线性 空间 ， 如 果 和 的 每 个 开 
子 集 都 同时 是 闭 集 ， 试 证 9 (和 X ) 是 一 个 线性 空间 ， 

(ce) 试 证 ，9%'(X) 中 序列 的 一 致 极限 必 属 于 NM'(X). 

(7.24) 评注 D 现在 我 们 来 学 习 一 个 著名 的 至 关 重 要 的 遥 近 
定理 ， 德 国 数学 家 K, Weierstrass ( 1815 一 1897 ) 于 1885 年 证 明 
了 。 实 系数 多 项 式 在 空间 6"([0,1)) 中 关于 由 一 致 度量 生成 的 抑 
扑 是 稠密 的 ， 我 们 要 证 明 这 一 定理 的 一 个 影响 深远 的 推广 形式 ， 它 
归功 于 当代 美国 数学 家 MH.Stone. Stone-Weierstrass 定 理 的 
各 种 证 明 方法 都 需要 某 种 “ 繁 难 的 ”分 析 。 以 下 定理 中 所 介绍 的 证 
明 方法 ， 仅 用 到 少量 的 这 类 分 析 知 识 ， 我 们 所 证 得 的 结果 要 比 后 文 
所 和 需要 的 稍 多 一 些 ， 


(7.25) 定理 对 于 任意 实数 a， 命 (9 ) 二 1， 而 合 


< xx 一 1)(a 一 2)…(c 一 2 十 1) 
( ， ) = (n= 1,23°") 


则 对 于 任意 xE ) 一 1,1(， 无 穷 级 数 


(1i) z S ( 


n= n 


收敛 ， 如 果 2> 0 ， 则 级 数 , 
() 


(ii) > 
n 


“评注 “二 字 是 译 者 加 的 。 一 一 译 者 注 
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收敛 ， 而 级 数 (iD 在 (一 1;,1 内 则 一 致 收敛 并 且 绝对 收敛 。 最 后 ， 对 
于 x€) 一 1,1( 以 及 任意 实数 <， 成 立 


Ciii) SC mate.. 
为 二 用 n 
如 果 c>> 0 ， 则 对 于 任意 XE[ 一 1,1)，(iii) 成 立 , 

证 ”我们 利用 检 比 法 来 证 明 (i)， 如 果 a 是 非 负 整数 ， 那 么 数 
(7) 中 除 有 限 个 外 ， 其 余 簿 为 0， 从 而 Ci) 显然 收敛 ， 如 果 c 不 是 非 
负 整 数 ， 那 么 当 |1x| 过 1， 且 n= 二 0,1,2,… 时 ， 得 到 

C | 
_ Cjz | 一 2 二 对 Ix| = 


EC) 


所 以 当 jx| < 1 时 ， CD 引 对 上 其 次 我 们 来 证 (ii)， a 是 非 
负 整 数 的 情况 (ii) 显 然 仍 收 化 设 0 不 是 非 负 整 数 ， 命 a,= Ks)|. 
则 有 


\x| 之 1. 


oN—— 
et 


末尾 等 式 当 nn 之 [&) 十 1 时 是 成 立 的 《这 里 (4) 是 不 超过 4 的 最 大 吉 

数 )， 因 此 nn 之 (9&) 十 1 时， 得 (nn 十 1)aqrt1 二 nas 一 Ga， 从 而 
nas— (nT1)a+i= 4.> 0. (1) 

这 样 ， n 之 [4] 十 1 时 ， (nas) 态 是 递减 序列 ， 从 而 有 极限 ，; 设 


lim na, 二 y 之 0 ,现在 考察 级 数 > Cnas 一 Cn 十 1)ar+1)。 这 个 级 数 


T= 和 


的 第 ?个 部 分 和 为 一 (8 十 1)aryiy 它 收敛 于 一 ”因此 级 数 > (nas 一 
曾 吗 虱 


Cn 十 1)osy 0) 收敛， 而 根据 ( 工 )， 由 于 对 于 充分 大 的 n， 成 立 


Ga = nos— nt let) 
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所 以 级 数 六 o, 也 收敛 ， 即 级 数 (ii) 收 俩 .因为 当 |x] 之 1 时 ， 
K2)z < K2| ， 所 以 级 数 (在 [一 1,1) 内 绝对 收敛 县 一致 收 伍 ， 
从 而 在 [一 1,1)] 上 级 数 (i 定 义 了 一 个 连续 函数 . 

现在 我 们 来 证 明 (iii)， 对 于 xE)] 一 1 1( 及 CER， 命 部 (2 ) 
= > (3)x*， 既 然 宕 级 数 在 其 收敛 开 区 间 内 可 以 逐 项 微分 ， 于 是 
得 到 


fs (7Z) 一 六 a( )e"™ -总 | > 
n n 


nx 1 n=0 
利用 和 恒等式 (n+1)(,',) 二 a(“;')， 便 得 出 
C& 一 1 ， 
fw)=aS( )z=af-i(z)。 C2) 
: i | 
:其 次 有 
z i 
GOD = DB ( 
n=0 天 
®” ao—1 ZX 一 1 
一 T 十 . 
! 之 人 ， ) (_ 
~ /Qo 
~ >( =f, 
世人 n 
也 就 是 
CH) fe 1 Cx)=f, (Cx). (C3) 


结合 ( 2 ?和 和 (3 )， 我 们 推 得 对 于 任意 的 xE ) 一 1,1[， 成 立 
(1+x)fiCx)—af,(x)= 0. 
还 成 并 
(fx) 二 x ”一 (1 十 xY) "C(x)fo x) af, Cx)) 
= 0，。 
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可 见 z 和 2 6 是] 一 1;1( 内 的 常 值 函 数 ， 命 x 一 0 ， 便 知 道 这 个 党 
值 函 数 的 值 为 1 ; 也 就 是 说 ， 当 zj 之 1 时 ，fs《x) 一 (1 二 xz) 如 
果 a> 0 ， 那 么 这 个 级 数 在 zx 一 上 1 也 收敛 ， 从 而 恒等式 (iii) 对 于 x 
的 这 两 个 值 也 成 立 。〈 两 个 连续 复 值 函数 ， 如 果 在 它们 的 公 共 定 义 
域 的 一 个 稠密 子 集 上 相等 ， 它 们 就 处 处 相等 。 ) 口 

《7.26〉 评注 (a)〉 证 明 重 要 定理 (7.27) 时 , 我 们 只 用 到 


(7.25.iii) 当 < 一 三 时 的 特殊 情况 ， 即 只 需要 恒等式 - 


Jl 
(tx) = > Ch) 
a=1 “1 
以 及 这 一 级 数 当 ]x| 二 1 时 绝对 收 伍 和 一 臻 收敛 的 结论 . 

(b) Stone-Weierstrass 定 理 终 妇 依 赖 于 就 一 个 紧 Hausdorff 
空间 X 而 言 空间 C6 "CX) 的 序 性 质 ， 显 而 易 见 ,如 果 f,g 属 于 € "CX)， 
max{f,g} 和 min{f,g} 就 必定 连续 ,， 这 一 简单 事实 殊 为 有 用 . 以 下 
定理 把 多 项 式 与 极 大 、 极 小 联系 起 来 . 

(7.27) 定理 设 X 是 任意 一 个 非 空 集 (没有 拓扑 ) ， 又 设 4 
和 9 是 思 《〈X ) 中 的 两 个 函数 ， 则 对 于 任意 。 > 0 ， 总 存在 一 个 实 系 
数 多 项 式 P= > > ajiyi9*， 满 足 


(i) | maxi$,9}—P | <e。 
对 于 min4%,9} 也 成 立 同 梓 的 断言 . 
证 ”对 于 任意 实数 上， 显然 成 立 便 等 式 


四 (1+t2—1)<. 
当 |t? 一 1| 过 1 即 ht 过 2 时， 得 到 


Ci) 


四 1 
C+:—1) D>, lp 
号 二 站 n | 
而 当 11| 过 2 二 时 级 数 绝对 收敛 和 -- 致 收 伍 (7,26》， 对 于 任 意 正 整 
» 125。 


数 了 以 及 合 于 -| +| 之 2 二 的 一 切实 数 t， 则 有 
» { 


itl— > 中 je- < > | 日 


= “+ | 


(1) 


只 要 了 充分 大 ，(1 ) 式 右边 就 可 以 任意 小 ， 现 考察 轨 "(X) 中 的 任 
意 非 零 函 数 少 ， 为 写 起 来 方便 ， 数 1 1 , 记 作 Bp， 对 于 XEX,pEN， 
应 用 ( 1 ) 便 得 出 


$Cx)| 一 So [0 1:] 


n | 
Ee 2 

. 和 

<p >， 目 

n=p+1 \n 


由 此 可 见 ， 对 于 pyE 8"(XX) 及 e >> 0， 存 在 函数 1 和 ?的 实 多 项 式 
Q( 指 的 是 1，y:，y'，… 的 实 系数 线性 组 合 )，Q8 的 系数 只 与 
和 有 关 ， 且 Q@ 适 合 

ip ~ Ql ,<2e, (2) 

若 9 一 办 关系 式 (iD 是 显然 的 ， 若 2 六 2， 则 Y% 一 9 不 是 零 图 数 ， 

这 时 可 应 用 (2 ) 式 ， 以 % 一 2 代替 的 ， 了 就 有 

\ 一 叫 一 QC0 一 0) 半 .,<2e. 
注意 到 (5.36) 的 结果 ， 即 成 立 恒 等 式 


max{y,9) = WW—9l 十 (人 十 02。， 
从 而 有 


| max ($9)—(Q(—9) 十 和 十 7 | ,一 e。 
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命 PCy 9) 一 二 (9(G9 一 9) 十 % 十 9)， 便 得 到 (iD 为 了 证 明 当 用 
“min” 代 将 “max” 时 (i ) 仍 成 立 , 只 要 注意 到 min 《hj 9} 二 
一 max{ 一 一 29} 就 行 了 。 日 

(7.28) 定义 设 X 是 一 个 集 ， 扣 是 定义 在 X 上 而 其 值 在 某 个 
集 六 中 的 函数 所 成 的 函数 族 ， 假 如 对 于 任意 两 个 不 同 的 x,y EX， 
总 存在 函数 fc 6， 使 1(x) 关 1(y)， 则 称 人 为 X 上 的 分 离 画 数 族 0. 
另 设 6 是 X 上 的 实 值 函 数 族 . SG 中 范 数 的 实 密 项 式 是 指 一 些 函数 
af 了 27 的 任意 有 限 和 ,其 中 系数 o 为 实数 ,指数 m 都 是 正 整数 ， 
一 个 等 价 的 说 法 是 ，65 中 函数 的 实 多 项 式 是 指 含有 6 的 R 的 最 小 
子 代数 .可 完全 类 似 地 定义 K*” 中 复 多 项 式 . 

现在 证 明 Stoae-Weierstrass 定 理 的 一 种 变型 说 法 . 

(7.29) 定理 设 XX 是 一 个 非 空 紧 Hausdorff 空 间 ， 又 设 6 是 
G(X) 的 一 个 子 集 ， 它 满足 以 下 条 件 : 

(i) ”6 是 分 离 族 ; 

(ii) ” 扎 含 有 函数 1 ，; 

(iii) f€6 及 a ER 蕴涵 2fj€6; 

(iv) f,g€ GG 部 涵 J 十 gE€6; 

(v) f,g€ 和 6 蕴涵 max{f,g} € @， 
则 扣 在 @E"7(X)7 中 关于 由 一 致 度量 生成 的 拓扑 是 稠密 的 ，@ 

证 设 有 foEE- 2). 如 果 fo 是 常 值 函 数 ， 允 近 则 是 显然 的 ， 
否则 ， 便 有 

c =inf{fo (Xx):X*EX}< d=sup(fo rx):XEX}. 

命 f 一 二 (fo 一 4) 十 1， 因此 fCX)c( 一 1,1)， 且 inff= 一 
supf 二 1。 很 明显 ， 只 要 证 明 f 在 6 的 闭 包 中 就 行 了 。 试 考 上 车 两 
@@ 这 时 也 称 所 分离 工 的 点 . 见 (7.37)， (7.40),(14.34) 等 。 

一 一 译 者 注 
要 注意 ， 本 定理 的 前 提 多 了 一 点 如果 针 含 有 一 个 分 离 连 续 
实 值 汕 数 旗 ， 那 么 多 无 疑 是 一 个 Hausdorff 空间 ， 
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个 非 空 紧 集 EE 二 [xEX: fr) 过 一 二 } 和 F ={xEX:1(%) > 本 
对 于 每 个 +EB 及 yE ,都 存在 gs ye S， 使 gx,yCx) 天 gx,y(y)， 规 
定 


1 一 一 一 Cg. Bj gx, CY —( gxX,yC— gz.))+2 
则 有 hx,yCx) 一 一 也 ,hz,y Cy) 一 六 由 于 名 是 线性 空间 ， 显 然 有 
px,ye 后 既然 px,y 连 续 ， 则 对 于 每 个 x EX 和 ?6E PF， 便 存 在 x 的 
一 个 邻 域 U,， 使 对 于 任意 wEU,， 都 成 立 hx， y(wW)< 一 二 . 既然 EE 
是 紧 的 ， 而 UU,OE, 所 以 必 有 点 X*1，X:，*…'，XnEB， 使 

EE 2 | 

命 Py= 二 min{hxi, ys xy ye yy } “因为 minta,b} 二 一 max{~ a, 
一 b}， 条 件 (v) 则 表明 Py€ 6. 显而易见 ,Py(y) 一 也 ， 且 对 于 一 切 


x€EE, Vy(x) < 一 二 注意 ， 对 于 每 个 固定 的 yEF， 已 经 定义 好 
J 了 了 次数 9y， 

重复 以 上 方法 ， 便 求 得 点 y;， y2s “9 yue 以 及 图 数 py 
9ya …，9oysE 后 ， 适 合 : 对 于 一 切 xE BE,9yj(2) 妇 一 二 ;又 适合 


对 于 每 个 xE F, 某 个 pyj(z) 大 于 二 由 此 函数 单一 max{tgyi， Pys， 
Te 并 满足 下 列 不 等 式 ， 对 于 一 切 x*EE， 成 立 $(x)》 
一 言 , 而 对 于 一 切 zE F, 则 成 立 WZ> 村 . 现 规定 w :为 


wi=min{max{ 多 ， -3 了 二 ). 
很 清楚 ，wiE ©， wiCE)={ 一 计 }。 wiCF)= -{3 3 wc 


[-s, 3]; E 和 FF 的 定义 表明 


2 
| f--2w i 一 了。 
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函数 (一 wD 属于 EC"(X》， 并 有 极 小 值 一 1 和 极 大 从 1. 构 


造 wi1 的 方法 可 以 再 次 用 来 下 近 光 (f 一 wi)， 这 样 便 存在 w, E 6， 
满足 


有 


dw )— We 
乘 以 所， 便 得 到 


2 | 2\2 
lw Sw: |, ~(3) 
我 们 的 证 明 思 路 已 很 清楚 了 ， 下 一 步 ,就 用 6 中 的 一 个 适当 函数 Ww， 
逼近 


得 到 等 式 


| 和 -3 人) ws .=(3) . 


一 般 说 来 ， 如 果 m 是 任意 正 整 数 ， 则 存在 函数 w，…，ws， 满 中 
sw (8) .= (8) 


其 中 每 个 wj 都 属于 6， 既然 6 是 线性 空间 ， lim (35)"=0, 至 
此 便 完成 了 证 明 .。 口 

由 (7.27) 和 (C7,29) 不 难 证 明 遥 近 定 理 的 标准 说 法 ， 

(7.50) Stone-Weierstrass 定 理 ” 设 和 是 一 个 非 空 紧 Haus 
dorff 空 间 ， 又 设 扣 是 @7(CX) 中 的 一 个 分 离 函 数 族 , 并 含有 困 数 1 . 
则 S 中 函数 的 实 系数 多 项 式 是 6"CX ) 的 关于 由 一 致 度量 生成 的 卸 
扯 的 一 全 稠密 子 代数 . 
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证 设 第 是 6 中 函数 的 实 系 数 多 项 式 全 体 所 成 的 集 ， 命 - 
是 @E“〈X) 中 的 闭 包 运算 ， 显 然 委 是 G 7“(X) 的 子 代数 ， 假 定 了 和 8 
都 属于 第 - ,并且 

lim Hf—f.l,=0, linl g—g,|.=0, 


其 中 思 和 8g, 都 属于 第 ， 定 理 (7. 27? 的 结果 表明 maxtfo80 
由 (5.36) 不 难看 出 

| max {fa gs} —max{fre} < 和 六 一 让 十 二 ga 一 下 
从 而 max{f,g} 属 于 (有 凶 -) 一 币 -。 这 样 币 - 就 满足 (7.29) 中 对 6 所 
加 的 全 部 条 件 ， 因 而 由 (7.29) 便 推 得 (PBP-)"= 困 " 正 是 6E'(X). 站 

(7.31)》 推论 (Weierstrass》 设 X 是 RR 的 一 个 紧 子 集 ， 
jE CE"'(X)， 则 存在 一 个 实 多 项 式 P 二 P(x)， 使 得 上 ff 一 了 中 , 任 
意 小 . z 

证 本 推论 无 非 是 (7.30) 当 6 =《{1,1}) 的 情况 ， 这 里 对 于 一 切 
XEX, iX)=xXx. 0 

(7.32) 评注 定理 (7， 29) 和 (7.30) 中 扣 是 分 离 函数 族 的 条 
件 显然 是 必要 的 ， 设 和 是 至 少 含有 两 个 点 的 紧 Hausdorff 空 间 。 倘 
车 是 6"CX) 的 一 个 非 空 子 集 ， 并 满足 条 件 ， 对 于 某 两 个 不 同 的 
a,bEX，f(a) 二 1(b) 对 于 一 切 1E€ 3 者 成立， 那么 PCa) 二 PC(b) 对 于 
3 中 函数 的 任意 多 项 式 P 也 就 成 立 ， 由 此 可 见 ， 中 函数 的 多 项 式 
未 可 能 在 GE"(X) 中 稠密 ， 其 实 ， 这 样 的 函数 是 不 存在 的 ， 中 它 在 
a 和 5 有 不 同 的 值 , 而 又 能 用 字 的 函数 的 多 项 式 任 意 一 致 地 通 近 ， 同 
时 定理 (6.80) 表 明 ， 的 确 存在 一 个 PE C6"(X)， 它 满足 ?Cla)= 二 1 及 
9(b)= 0. Stone~Weierstrass 定 理 的 美妙 之 处 就 在 于 这 样 的 一 个 
事实 ， 即 定理 的 条 件 一 一 它 的 必要 性 是 显然 的 一 一 也 是 充分 的 . 今 
后 我 们 会 不 断 地 引用 Stone-Weierstrass 定 理 ， 它 乃 是 分 析 学 家 的 
一 项 基本 工具 ， 

(7.33) 例 (a) 设 X 是 Cantor 三 分 点 集 (6.62)， 我 们 把 它 
表 成 数 2 只 全 体 所 成 的 信 ， 其 中 各 个 为 0 或 1 对 于 nEN, 设 
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%, 是 和 上 的 函数 ， 它 适合 
"2 . > st -2 ) 一 人 — DY. 
对 于 nj 过 hs 过 中 之 1 mp 了 2 ses ne = 一 | Dns 


于 是 每 个 9, 在 X 上 连续 ， 集 {9,， Vs, …，， 人 …} 是 X 上 的 
分 离 族 ， 并 且 9: 一 1， 所 以 EC?"(CX) 中 每 个 函数 被 函数 1 和 
Dn, figs “9 Ty 的 线性 组 合 任意 一 臻 逼近， 

Kb) 〈5.56) 所 定义 的 函数 exp 是 尺 上 的 实 值 函 数 ， 中 学 生 都 知 
道 ， 它 满足 不 等 式 : Yi<x* 时 ，exp(Cxi)<exp(Cxz)， 所 以 单 元素 
族 {exp} 是 RR 上 的 分 离 族 ， 并 上 旦 对 于 R 的 任意 紧 子 集 匀 ，exp 和 1 
的 多 项 式 所 成 的 族 在 E"(X) 中 稠密 ， 这 些 多 项 式 刚好 就 是 形 如 


P(x) 一 > acexpCmax) 的 函数 已 全 体 ， 这 里 ai 都 是 实数 ，zi 都 是 


非 负 整数 ， 1 2，3，… 

(c) 余 终 函数 和 1 的 多 项 式 都 在 人 @， 《00,z) 中 笠 密 。 对 于 任意 
mnEN，cos (xz) 可 以 写 为 形 如 cosCkx) 和 1 的 项 的 线 性 组 合 〈 这 一 
事实 可 通过 施 归 纳 于 2 来 证 实 )》， 因此 ,函数 1 ycos(Cx)，cos(2x7， 
… 的 线性 组 合 全 体 所 成 的 族 在 @"((0,z]) 中 稠密 . 

(d) 考虑 CE "(0,1)) 以 及 含有 1 及 函数 iii 必 x)= 二 x) 并 满足 
《7.29,iii) 一 (7,.29,v) 的 C"([0,1)) 的 晓 小 子 集 5 ,不 难看 出 ,6 正 
是 由 (0,1) 上 一 切 分 段 线性 的 .连续 的 、 实 值 函数 了 组 成 的 线性 格 .这 
就 是 说 ， 存在 有 限 个 子 区 间 (0,x1)， (Xi, X22), …5 (x,.1,1), 
满足 0 过 Xj 过 < 之 Xx,.! 达 1， 并 且 在 每 个 (x i， x:] 上 了 是 线性 
的 .定理 (7.29) 表 上 明 ， 扣 在 GE (00,1]) 中 稠密 . 

人 们 想必 期 望 Stone-Weierstrass 定 理 和 具有 复 变型 ， 其 实 也 确 
有 这 种 变型 。 不过， 在 复 情 况 下 ， 需 要 附加 某 个 前 提 . 

(7.34) ”定理 设 X 是 一 个 非 空 紧 Hausdorff 空 间 . 又 设 全 是 
G( 义 ) 中 的 一 个 分 离 函 数 族 ， 它 含有 函数 1， 并 满足 条 件 ， 只 要 
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f€E6， 就 有 ffE6S， 则 6 中 丽 娄 的 复 系数 多 项 式 在 ECX) 中 关于 
由 一 致 度量 生成 的 拓扑 是 稠密 的 . 

证 设 g 属 于 @E(X)7，、 我们 要 证 明 ， 实 值 连续 函数 Reg 和 Img 
如 用 居于 的 本 的 多 项 式 来 源 近 设 f€E6， 则 有 Ref= 


了 二 地， Imf 一 了 二 二， 从 而 Ref 和 Imf 是 6 中 函数 的 多 项 式 . 对 


于 fE 6G， 没 由 一 切 Ref 和 mf 组 成 的 国 数 族 记 为 6。 那么 Go 是 针 
上 的 分 离 族 ， 这 是 因为 ， 如 果 x,yEX，fCx) 夺 f(y), 则 或 有 Ref(x) 
二 Ref(y)， 或 有 Imf(x) 寺 Imf(y)。6 ,还 包含 函数 1， 定 理 (7,30) 
表明 ， 对 于 任意 e > 0， 总 存在 G 中国 数 的 多 项 式 P 和 QQ， 满足 


1 
| P—Reg | "DE 


10—Imgl ,<3e 


从 而 
1 P+iQ—g1,<e。 口 

(7.55) 例 (a) 命 X={zEK: lz 三 1), 全 = 人 ,这 里 iz2) 
一 z，! 和 1 的 多 项 式 的 一 致 极限 在 开 单位 圆 盘 {zEK: lz< 达 1) 寺 上 
解析 ， 而 在 闭 单位 圆 盘 {zEK: zl 入 1} 上 连续 .单位 圆 盘 上 的 非 
解析 的 连续 函数 当然 是 有 的 ， 因而 6 中 函数 的 多 项 式 在 ECX) 中 并 
非 稠密 . 这 样 一 来 ， 在 复 Stone-~-Wseierstrass 定 理 中 ， 附加 某 个 前 
提 就 是 必要 的 了 ，W .Rudin 业 已 找到 关于 XX 的 一 些 条 件 ， 在 这 些 
条 件 下 ， 定 理 对 于 无 附加 前 提 的 @(X) 是 成 立 的 @ 了 

(b) 命 T={zEK: lz| 二 1)}， 关 考 碟 TT 上 由 i(z) 二 z 所 给 定 的 
函数 4 对 于 任意 z ET， 我 们 知道 2 二 exp(iX) 二 cos(x) 十 isin(x) 
对 于 刚好 一 个 xE [0,27{ 是 成 立 的 .所 以 i(exp(ix)) = exp(ix)， 
我 们 看 出 {4 } 就 T 而 言 是 分 离 族 . 又 有 (2 一 exPG mos() 


参见 Proe. A mer. Math.Soc.8, 39—42 (1957 ) 。 
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一 ?Sin(X) 一 cos( 一 4) 十 ;sin( 一 X)== exp(— ix), 忆 及 exp(ixz) 一 
exp(linx)，n 二 1，2，"…。 族 {1 ,1,1) 满 足 定理 (7,34) 的 条 件 . 现在 z 
设 jEGE(T?，8>0. 由 上 所 述 ， 存 在 函数 


exp(iX)— > Qirexp(ikx), 


Ens 


To 0,2x(， 都 成 立 


| 六 CQ iexpizaD 一 KexpCir) <e 


| k= 


《其 实 ， 它 对 于 一 切 xE R 都 成 立 ) . 这 一 结果 在 三 角 级 数 理论 中 
很 重要 ( 见 (16,.34))， 而 且 就 我 们 所 知 ， 这 是 最 简洁 的 证 明 方法 . 

(7.56) 习题 (a》 设 X 是 R 的 任意 一 个 非 紧 子 集 . 试 求 出 
CG"《X) 中 的 一 个 分 离 族 6, 使 得 族 6 U {1} 的 多 项 式 在 E"(X) 中 不 
是 稠密 的 ， 须 详细 考虑 一 切 可 能 情况 ， 试 问 : 基数 马 最 小 能 小 到 什 
么 程度 ? 

(b》 设 4 是 一 个 非 空 有 限 的 离散 空间 二 就 此 集 证 明 Stone 
Weierstrass 定 理 的 加 强 形式 ， 要 求证 明 时 不 利用 (7.30). 

(7.37) “习题 除 (7,29) 和 (7.30) 之 外 ，StoneWeierstrass 
定理 还 有 如 下 的 几 个 变型 ， 试 利用 (7.30)? 证 明之 ， 

(a) 设 开 是 一 个 紧 Hausdorff 空 间 ，@ 7 (XI) 的 分 离 点 的 闭 子 
代数 9 或 是 CG'(X)， 或 是 {JE€ @7(CXK):fxo) 一 0)》 (对 于 一 个 定点 
XoEX)。. 如 果 EC"CX) 的 子 代数 A 分 离 点 ， 并 且 不 在 革 的 点 恒 等 于 
零 ， 则 在 @7 (和 X) 中 稠密 . {这 一 命题 与 (7.30) 不 同 之 处 在 于 A 并 
不 需要 含有 遂 数 1. 】 

(b) 设 刁 是 一 个 局 部 紧 Hausdorfft 空 间 ， C5CX) 的 分 离 点 的 
闭 子 代数 % 或 是 @E。 (X)， 或 是 {fFE G(X):f(xo) 二 0)《 对 于 一 个 
定点 xo。 EX ) .如 果 针 是 C6%《X) 的 一 个 分 离子 代数 ， 它 不 在 基 的 点 
恒 等 于 零 ， 则 9 在 ECX) 中 稠密 ， 

(c) 氢 述 并 证 明 (a) 与 (b) 的 复 变 型 . 
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t7.38) 习题 ”定理 (7.29) 和 (7.30) 从 下 述 意义 上 说 是 不 能 比 
较 的 : GE (XI) 的 子 代 数 不 一 定 是 子 格 ， 子 格 不 一 定 是 子 代数 . 
(a) 设 P 和 @ 是 (0,1] 上 的 两 个 实 多 项 式 . 试 证 : max{《tP,OY 为 
多 项 式 的 充 要 条 件 是 了 之 8 或 8 之 P. 再 证 如 果 Pi，O1，P， 及 
Oo: 都 是 多 项 式 ， 并 且 P, 委 P，， Pi 委 0，0< 委 P: 及 O 委 0O，， 那么 
存在 一 个 多 项 式 四 ,适合 条 件 : maxt{Pi， ODEmin(P; ,0 }. 

(b) (7.33.d) 所 定义 的 6"((0,1)) 的 子 格 S 不 是 6"([0,1)) 
的 子 代 数 ， 试 证 : 如 果 了 和 请 都 属于 66， 那 么 了 必 为 常数， 试问 ， 
当中 的 了 和 gg 满足 怎样 的 充 要 条 件 时 ， 才 能 使 fg 属于 5? 

(7.39) 习题 设 X 是 R" 的 一 个 非 空 紧 子 集 ， 其 中 n€NN ,对 于 
XxX 二 CX1，…、，Xx.)EX 以 及 非 负 整数 的 有 限 序 列 (kf1/，…，K,)， 考 
培 晒 数 

XXIRIX, hk2 XaRs, 

试 证 ;这些 函 数 的 线性 组 合 在 E7(X) 中 秽 密 .叙述 并 证 明 关于 XC 
和 G@(X) 的 类 似 命题 ， 

我 们 介绍 Stone" Weierstrass 定 理 的 一 个 重要 应 用 ， 来 结束 本 
节 ， 
(7.40) Tietze 江 拓 定 理 ” 设 XX 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 
Y 是 XX 的 一 个 非 空 紧 子 空间 ， 又 设 UU 是 满足 YCUCX 的 一 个 开 集 , 
则 G (7) 中 的 任意 函数 都 可 以 开拓 成 EooCX) 中 的 在 XNU 上 等 于 
零 的 一 个 隙 数 . 

证 鉴于 (6.79)， 不 失 一 般 性 ， 可 假定 5 是 紧 集 ， 显 然 只 要 
证 明 以 下 事实 就 够 了 ，G "(7) 中 的 任意 函数 1 在 CE"(X) 中 能 有 一 
个 开拓 万， 使 对 于 一 切 xEXfIU ’ ， 成 立信 (x)= 二 0。 设 6 是 6'(Y) 
中 能 有 这 种 开拓 此 的 函数 f 全 体 所 成 的 集 ，6 显而易见 是 C6'(Y) 的 
子 代数 ， 我 们 来 证 明 5 分 离 Y 的 点 ， 对 于 a b 且 a,5E7Y， 存 在 a 
的 一 个 邻 域 W， 使 4 WWW. 根据 (6.79) 可 知 ， 存 在 a 的 一 个 邻 域 V， 
适合 F-CUNWW， 而 且 V 是 紧 集 ， 由 (6.80)， 存 在 一 个 义 到 (0,1) 
内 的 连续 通 数 899， 使 PCV")={1}，P(CUNW)) 一 40?. 于 用 
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0(c) 一 1，0(C0) 一 0，DCXnD OCT10O 》， 而 9 对 定义 域 Y 的 限制 自 
然 是 属于 全 的， 这 就 是 说 ， 扣 分 离 了 的 点 ， 定 理 (6.80) 又 表明 ， 了 
寺 的 一 切 常 值 范 数 都 属于 GE. 

其 次 考虑 任意 FE SS， 并 记 a 二 max{f(y):yE7} ,B=min{f(y\ 
:yE 了}， 显然 有 ,一 max{1al，1[ 月 }. 设 了 在 和 上 的 一 个 连 
续 实 值 开拓 为 片 ， 它 满足 fi (XNU'’)C{0}， 又 设 2t = 二 max{Q,0)， 
Bt 二 min{P,0) .然后 在 了 上 定义 函数 9 为 

9=min{max{ft,Pt},at} 

很 清楚 ，9 属 于 CG"《X)， 也 不 难看 出 对 于 xEZ， 成 立 89(x) 一 
fCx); at—=max{(P(x): xEX}, pt = min {PCX): xEX}, 对 于 
xXEXNU ， 成立 P(x) 二 0。 这 样 一 来 ，? 便 是 我 们 所 要 求 的 了 的 
适合 121 .= 上 fl 的 这 类 开拓 和， 就 是 说 ， 如 果 fE€ SS， 那 么 了 能 
有 一 个 开拓 万 ， 适 合 中 左下 .一 让， 

现 设 g 是 GE? (7) 中 的 一 个 函数 ， 它 是 全 中 一 个 函数 序列 Cj)*- 
在 Y 上 的 一 致 极限 ， 选取 一 个 子 序 列 (fn) ， 使 | fnp 一 大 si ls 

< 一 2 并 记 gx 加 一 各 ea CH 1,2,3,"… ) . 则 有 


g™ fn, = > Bx; 


这 里 无 穷 级 数 在 立 上 一 致 收敛 ， 且 1 ge 外 ,<2…， 现 设 gx 在 了 上 的 
一 个 连续 开拓 为 g:， 它 满足 条 件 : 红 在 0 上 等于零， 人 sg 1 一 


4 gt <2…， 无穷 级 数 之 ge! 在 X 上 一 致 收敛 到 C6"《X) 中 的 一 个 


函数 ， 它 在 U 上 等 于 零 。 因此 g 一 所 ,属于 6， 从 而 g 本 号 也 就 属于 
SS. 

因而 我 们 已 证 得 6 满足 (7。 30) 的 假设 条 件 ， 并 且 在 @ 7) 中 是 
一 致 半 的。 所 以 G6 乃 是 @7(G7) 全 体 . 口 

《7.41) 习题 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 室 间 . GC o《X) 中 
的 每 个 函数 了 都 可 以 用 EC oo(X) 中 的 淫 数 任意 一 致 冲 近 ，【 提 示 : 
可 考 虚 一 个 紧 集 ，f 在 其 外 部 为 任意 小 ， 并 利用 (7.40)。) 
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(7.42) 习题 ” 设 巨 是 具有 乘法 单位 元 & 的 实 或 复 赋 范 代数 ， 
对 于 xEE， 命 
xl=sup{ yx :yEE, |yl<1}. 
试 证 ， ” ， 
(a) 和 xz 人 = 1 
Cb) -ET xz 扫 由 xz 有 和 让 zx 对 于 一 切 xEB 成 立 ， 


(c) 赋 凡 范 数目 的 代数 EB 是 (7.5) 意 义 下 的 赋 范 代数 ， 

(d) 如 果 E 关 于 度量 P(x,y)== 上 x 一 y 上 中 是 完备 的 ， 则 E 关 于 
度量 有 x 一》 由 也 是 完备 的 . 

(7.43) 习题 ” 设 X 是 一 个 非 空 紧 Hausdorff 空 间 ， 又 设 & 是 
XxX 上 实 什 连 续 函 数 所 成 的 格 , 也 就 是 说 ,f ,gE€ 8 蕴涵 max{f,g}€ 8 
及 min{f,g} € 8 。 假定 9 是 X 上 的 一 个 实 值 连续 函数 , 并 具有 人 性质， 
对 于 每 个 > 0 以 及 每 对 点 xyEX， 总 存在 一 个 函数 FE 8 ， 使 得 
IpCx) 一 fx) 过 2 及 1I9(y) 一 f(y)| <e. 试 证 ， 对 于 每 个 e > 0 ， 
存在 一 个 函数 AE&， 使 得 上 2 一 由 .< e， 

(7.44) 习题 (R.I.Jewett ) 命 1 表 示 区 间 [0,1)， 图 数 族 仿 
如 果 满 足下 列 三 个 条 件 ， 就 说 S$ 具 有 性 质 7， 

(i) ”对 于 某 个 集 X，S CI7， 

(Gii) fES 剖 涵 (1 一 人 €3， 

(iii) freES 草 涵 fgES. 

Tx 赋 以 一 致 收敛 拓扑 (这 一 拓扑 是 由 一 致 谍 景 生成 的 ) ， 试 证 
以 下 其 言 (a) 一 (1)，( 本 习题 颇 为 难 做 ，) z 

(a) 如果 多 是 一 个 集 , A 17, 那 么 A 包 合 在 具有 性 质 V 的 1* 的 
一 个 最 小 子 族 ( 闭 子 族 ) 中 .〔 模 切 一 个 族 总 类 。 ) 

假设 六 是 一 个 拓扑 空间 ， 命 人 CX) 二 17 人 | 6 (X)， 对 于 hEN, 设 
$$, 是 具有 性 质 V 的 C1") 的 最 小 子 族 ， 并 含有 n 个 射影 

(X19 Xn) XN (= ,nn)., 


(b) 如 果 具 有 性 质 V，{f10… fC 人，pE 思 ,， 那 么 X 上 
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由 
fCx)=p Cf Cr) fCx)) 
/定义 的 函数 了 必 属 于 于 . 【考虑 使 结论 成 立 的 ?6 9 (7P) 全 体 记 成 的 
”和 集 . ) 
(c) 对 于 任意 。 这 0 ,总 存在 季 , 中 的 沙 数 p 和 g, 使 得 在 I 上 yp 达 
， 且 gq 1 一 2。( 海 虑 pCX)= 二 x"(1 一 Xx)"。)】 
(d) 如 果 e>>0，0<a<b<l ,那么 存在 一 个 和 上 PE Pi, 
使 得 
在 [0,4 上 成 立 p 之 1 一 e， 
在 (5,1) 上 成 立 p 之 2. 
(对 于 适当 的 m,n€EN， 取 pCX) 二 (1 一 x”)".】 
(e) 如 采 tai， 0 Ce》 U Di， i b,} 了， 那么 
| 1 1b.— [le | < 之 lbi—asl. 
( 施 归 纳 于 nn，) 
(f) ”如 果 (a,5b) ET 二 TJXI， 又 s,6 都 是 正 实数 ， 那 么 存在 一 个 
函数 5 E 第 *， 使 对 于 (xy) ET2， 有 
p(X,y)>1—e, 当 (x 一 a) :+ (Cy— bE’, 
力 CXy 2 )<e 当 (X 一 ga)? 十 (y 一 0) :之 (46)?, 
( 取 pCxy) 二 《1 一 p1(xY)pa Cx)《1 一 p(y))pCy)， 其 中 p ,都 是 利 
用 a ) 所 得 到 的 。 ] 
(g) 设 4 和 B 是 7 的 两 个 不 相交 的 紧 子 集 ， 考 虑 任意 se > 0 及 
E 第 ,。 那 么 存在 gE 第 :使 得 
dq 之 了 《在 I? 上 )， 
d >1—e& 《在 A 上 )， 
q<pte (在 B 上 ). 
( 命 46 二 dist(4,B).@ 利 用 紧 性 和 (f)， 综 合成 aoE€ 叫 ,， 它 满足 条 


Ddist(A，B) 寡 示 子 集 .4 到 子 集 B8 的 距离 ， 即 dist(A， B)= 
pe(A, B)， 见 (6 .87)。 i 
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件 , 在 B 上 靠近 1， 而 在 4 上 靠近 0 ， 然后 设 4 一 1 一 (1 一 p)qo. 】 
Ch)〉 在 I? 上 规定 9 及 y 为 PCx,y) 二 max{xXyy} 及 lx,y) 二 min 

{x,y}， 对 于 每 个 e> 0 ， 存 在 函数 7,g € 币 :， 满 足 

| 9—7 ,<e 
及 

1 % 一 2 小。<e. 
[ 命 86=e< 1 设 C 二 {C(x,y) E12:6 过 p(X,y) 志 1 一 6} ,并 取 mEN， 
使 在 C 上 Cxy)" 之 6， 设 pCx,y) 二 1 一 Cxy)”. 则 pEPB， 且 在 C 上 
1 一 6 之 pp 之 1. 对 于 Lf 这 0, 设 4 二 {xX9y) EC:Ip (XY) EPCX,Y)}, Bt 一 
(Cx,y) EC:pr(X,y) 之 p(x,y)}， 取 nE€N， 使 B, 二 名 ， 注 意 ， 对 于 
一 切 k， 都 有 A i 人 B= 0， 对 于 5 一 1，2，…， 用， 利用 (g) 求 出 
qr€ 第 :， 使 在 72 上 gb 在 4 FEqt> 1 一 上 二， 在 世上 ge<p 十 


5 傅 g = 二 9192…4，. 证 明 在 Bi; 作 Be+1 上 ， 0 <p—$<o, 并 利用 


(Ce) 证 明 在 C 上 ， :一 yg <36 (二 1,…,n 一 1 》。 这 样 便 得 出 结论 : 
在 C 上 ly 一 g'| 过 468， 青 利用 (g) 求 出 g”€ 第 :， 使 在 1* 上 4 二 4  , 当 
几 宕 1 一 6 时 g” 之 1 一 6， 当世 1 一 26 时 gq’ 之 g' 十 6， 注意， 当 之 
6 时 iy 一 g <66， 将 Cg) 稍 作 变形 ， 用 来 求 出 g6E 利 :， 使 在 1* 上 4 志 
gq， 当 忆 委 6 时 dg<<9， 当 之 26 时 g>>q 一 6. 于 是 在 天 上 lg 一 入 < 
86= 二 e，) 

(i) 设 久 是 一 个 非 空 集 ,3 是 I 的 一 个 闭 子 族 , 并 具有 性 质 V. 
则 等 是 一 个 格 . 【利用 (27)，《〈 了 好， 

(ji) 设 X 是 一 个 紧 Hausdorff 空 间 , 3 是 9《X) 的 一 个 闭 分 离 
子 集 ， 并 具有 人 性质 . 命 5= {XEX， 对 于 一 切 1€ S ,fCx)€ 40,1)}。 
则 ={f:fE DCX)，fC9)C10,1)}.。 (利用 (7.43)， (i)， (b)， 
(Cd). ) : 

(k) 设 rEN， 又 设 舍 是 (1 的 一 个 闭 子 族 , 它 具 有 性 质 V， 
并 售 有 某 个 恒 不 为 0 或 1 的 函数 ， 还 含有 7 个 射影 . 则 3S 二 (1 ). 
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(7.45) 习题 ”四 元 数 代 数 DH 定 义 为 R 上 的 四 维 向 量 空间 ， 
它 具 有 一 个 基 ， 通 常 记 作 {1,i,i,f}， 并 具有 以 下 乘法 表 : 


| 

| 

:| 

| 

1 | | |2 i 
| 

| |- 一 ] 


假定 五 是 R 上 的 一 个 结合 代数 ， 依 此 规定 乘积 (ec1 十 大 十 cj 十 dk)(Cc1 
十 bi 十 cj 十 dk)( 实 系数 ! ) ， 试 证 : 
(a) ”对 于 每 个 a1 十 bi 十 cj 十 dkE 昌 ,成立 
(《l1 十 下 十 cj 十 del 一 下 一 cj 一 df 一 (az 十 5 十 c2 十 d2)1。 
(b) 对 于 乘法 来 说 ， 集 HN 01 十 0i 十 01 二 05) 是 一 个 非 Abel 


(c》 设 x=albi 十 cj 十 dkE, 则 有 x 一 ixi 一 jxj 一 kxk 二 4al. 

(Cd) 对 于 x 二 al 十 所 十 cj 十 dk EH; 命 上 x 二 (a? 二 52 十 c: 十 d2) 记 

试 证 ， 上 川 是 上 的 一 个 范 数 (7.5)， 且 对 于 一 切 x，y EH， 
都 有 1 xy 一 xyi. 

(e) 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ，G@E《〈X;,' 互 ) 是 把 X 上 映 入 互 的 连续 映 
射 f 全 体 所 成 的 集 〈 借助 于 范 数 ， 把 吾 作 成 度量 空间 ,从 而 作成 拓扑 
空间 )， 且 ,==sup{ 有 0D 中 :1EX}) 为 有 限 ， 试 证 C (X,H) 
是 R 上 的 一 个 具有 乘法 单位 元 的 非 交 换 Banach 代 数 ， 这 里 所 有 运 
算 丝 为 点 态 的 . : 

<f) (J,C.Holladay)， 设 XX 是 一 个 紧 Hausdorff 空 间 ， 并 设 


四 元 数 基 由 爱尔兰 数学 家 W .RHamilton 愤 士 (1805 一 1865) 
发 现 的 ， 
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ee 


4 是 分 离 点 并 含有 1 的 @E(CX, 互 ) 的 任意 子 代数 (特别 说 来 -对 于 
乘 以 所 有 常 值 函 数 的 乘法 是 封闭 的 ).， 试 证 ;39 在 CE(X, 互 ) 中 和 
密 。( 把 ECX,R) 看 作 @(X 万 ) 的 子 环 ， 利 用 (c) 和 (人 7.302，] 
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第 三 草 Lebesgue 积分 


根据 某 种 观点 ， 积 分 帮 是 函数 的 一 种 平均 方法 ， 正 是 本 着 这 种 
精神 ， 我 们 要 引进 积分 概念 ， 并 展开 讨论 。 把 平均 方法 应 用 于 一 个 
实 值 或 复 值 函 数 类 了， 相应 于 每 个 1€ 3 便 给 定 了 一 个 数值 I( 了 》. 
如 果 I(7) 约 定 是 一 个 平均 值 ， 嘟 么 守 元 疑 该 满足 以 下 两 个 条 件 ， 对 
于 f，8g E，a ER， 成 立 

-ICf+4g)=1(f) +I(g), 
ICaf)=a1(f). 
1 还 具有 一 个 性 质 ， 即 当 j 之 0 时 ， 工 (站 之 0， 这 一 性 质 虽 不 象 前 
两 个 那么 重要 ， 但 往往 是 可 取 的 ， 在 若干 个 场合 下 ， 根据 这 三 个 性 
质 完全 可 以 鉴别 平均 方法 . : 
我 们 来 看 这 种 平均 方法 的 几 个 例子 . 比如 说 ， 假 定 S 是 有 限 集 
11。2，3，…。，1H+ 上 的 实 值 函数 全 体 ， 即 全 一 R"， 并 规定 
1 ， 当 7 一心 
e, (一 上 | 
0， 当 ;1 冯 K; 
也 就 是 ef(K) 一 6Gi。 对 于 每 个 FES， 有 


fj = >, fe,. 


1 本 


对 于 任意 “积分 " 1 ， 必 有 
1(f)= 5S CDICED). 


其 实 ， 如 果 任 意 选 定 了 数 Ke: )， Tez)，… Te)， 那 么 对 于 任意 # 
€ 来 说 ， 满 足 头 两 个 条 件 的 积分 1， 就 由 上 述 和 数 所 确定 . 办 
此 ， 这 时 积分 无 非 是 这 样 的 一 个 有 限 和 ， 即 对 于 函数 定义 域内 的 点 
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给 定 了 某 些 权 ， 为 了 满足 第 三 个 性 质 ， 只 须要 求 1 (ej;) 之 0， 
如 果 3 二 CE ([(0，11)， 1(1)=| fwdx (Riemann 积 


分 ) ， 那 么 1 就 是 的 一 种 平均 方法 ， 对 于 定义 在 x= 志 处 的 任意 


函数 类 有 定义 的 平均 值 ， 是 由 1(f 了 )= 了 了 (二 ) 给 出 的 ， 这 个 平均 


值 清楚 易 懂 ， 这 两 种 平均 方法 都 具有 第 三 个 性 质 ， 当 了 之 0 有 时， 
I 了) 之 0. 


设 (x,)?.1 是 可 数 无 限 集 C 的 一 个 枚 举 ， (a, ) 是 一 个 复数 序 
列 ， 且 > ”les| <co， 并 设 字 是 定义 在 C 上 的 有 界 复 值 函 数 全 体 所 


成 的 集 ， 那么 ，S 上 由 1C 了 )= > as 了 (xn) 规 定 的 了 就 是 一 个 平 


均 信 ， 当 且 仅 当 对 于 所 及 都 成 立 4, 之 0 时 ， 这 个 平均 值 具有 第 三 = 
个 性 质 . 
最 后 一 个 例子 ， 设 C 为 上 例 中 的 集 ， 又 设 C 上 的 复 值 函 数 了 满 


足 条 件 : > | fCx,)| >*<co， 命 笠 是 这 种 函数 了 的 全 体 ， 对 于 给 


定 的 8 € 人， 命 I (了 )= > 了 (xz) 8 (x,)， 根 据 Cauchy 不 等 
式 (13.13)， 即 


IC 有 <( 也 fCxa)) 小 (> lgCxa))| 中 ， 


可 知 上 述 级 数 绝对 收敛 . 

本 章 首先 讨论 连续 函数 的 平均 值 ， 然 后 将 这 一 方法 开拓 到 更 厂 
泛 的 函数 类 ， 特 别 说 来 ,我 们 要 开拓 平均 意义 下 的 Riemann 积 分 ， 
由 此 得 到 Lebesgue 积 分 . 

以 下 先 简要 复习 一 下 Riemann-Stieltjes 积 分 一 一 这 是 在 区 间 
(a ，b J) 上 平均 连续 函数 的 一 种 经 典 方法 . 
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$ 8 Riemann-Stielties 积 分 


(8.1) 定义 设 A 是 RR 的 一 个 子 集 ，2 是 定义 在 4 上 的 一 个 
广义 实 值 函数 ， 如 果 只 要 x<y(x，?7E4)， 就 有 ca(x) 扫 
ae( yy ), 则 称 < 在 4 上 非 减 ， 如 果 只 要 x<y?y (x，y7EA4)， 就 有 
xc(x)<a(27) 则 称 <c 在 4 上 严格 递增 ，、 可 完全 类 似 地 定义 非 增 
和 严格 递减 这 两 个 述 语 ， 一 个 函数 如 果 或 是 非 减 的 ， 或 是 非 增 的 ， 
则 称 它 是 单调 的 0 . : 

(8.2) 定义 设 [a，b ) 是 R 中 任意 一 个 闭 区 间 ,， (a，4b】 
的 一 个 细 分 指 的 是 形 如 

A={a=to<t t= 0 
的 任意 一 个 有 限 ( 有 序 ) 集 ACCla,b】，[a ,5b ) 的 细 分 全 体 所 成 
的 族 记 作 钨 ((a,b)). z 

(8.3) 定义 设 ta ,b]) 是 R 中 一 个 财 区 间 ，& 是 (a,bj 上 
的 一 个 实 值 非 减 函 数 ， 了 是 La , b ) 上 的 一 个 有 界 实 值 函 数 ， 对 于 
每 个 J 二 {a 二 tt 之 之 之 = 二 b}EB(La ,b))， 规 定 

F(fay SA)= > inf {f(x):xE L117)} 


P| 
ij=1 


* (Q(ti)— a(t 1)), 


U(f,a, A)= >, sup{tf (Cx): XE [1 4) 


i=s1 


“ (a(ti)— 04 1)). 
这 两 个 数 分 别 叫 做 Darboux 下 和 及 Darboux 上 和 ， 假 如 对 于 任意 & 
之 0， 总 存在 一 个 ES ((a，5b])) (依赖 于 f，c 及 上 )， 
使 


本 定义 显然 推广 了 (6.81) 对 于 序列 所 给 出 的 定义 在 〈8.1) 
中 只 要 取 A=N， 使 得 出 (6,81). 
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六 (ja A)— Tf,a, De 
就 说 了 在 [a，5) 上 关于 a 是 Riemann-Stieltjes 可 积 的 . 

(8.4) 引 理 (aa，Dp) 和 wa 如 (8.3) 所 设 . 假定 LV， 
AI*ED(La， bb)，ACA*， 则 成 立 

(Ci) ZL aA)DELC ,0 AASEUC CA 

<UCI ,a ,A). . 

证 〈i) 中 间 的 不 等 式 显然 成 立 ， 我 们 来 证 明基 了， cy) 委 
LC 了，Q ，-1#)， 先 设 -# 只 比 了 多 一 个 点 ， 设 多 出 的 点 是 Ww， 这 
样 ， 如 果 人 A 二 fa 王 1<ft< < 人 一世 };, 那么 对 于 某 个 k， 

N= {a=to < Lb}, 
了 于 是 得 到 
工 (已 Cn) 一 工 ( 访 CI) 
=—inf{f(X):xXE (tt)} (CC 一 CC 1)) 
+inf{fCx): XE ust)} ZK) 一 CC ) 
—inf{fCx):xE [tr "(a(ti)— Q(t,.1)) 
= (inf{fCx): x EH su ~ inf(f x): XE (ti 1 ti))) 
(QC — Q(t 1) + Cinf {f(xX):xXE Cust)} 
—inf{f (x):xE (tt) (alt)— au)) 
之 0 
所 以 LC 了 0 ,A*) 之 LC 了 ,4 1 当 <# 比 多 若干 个 点 时 ， 显 然 
可 作 归 纳 论 证 ， 同样 ， 因 为 在 一 个 区 闻 的 子 区 间 上 ， 上 上 确 界 示 增 ， 
所 以 (i) 中 最 右边 不 等 式 也 成 立 。 口 
(8.5) 引 理 ”如果 I， 人 J* 郁 在 多 (ta,b)) 中 ,， 则 
L(f,0, A EU GA"), 

证 ”根据 (8.4) 得 到 LC ,a ,人 LC ff ,0 ,人 IU 人 A*) 志 
UCf,2,A*), 0 . 

《8.6) 定理 设 / 在 (ec，b) 上 关于 wa 是 Riemann-Stielties 
可 积 的 . 则 存在 吹 一 的 一 个 实数 y， 使 对 于 任意 JIE 多 (a,b5))，, 
都 有 


"144 。 


fay<1) 委 7Y 委 DCf 4,4). 
实际 上 ， 
ysuptL a DAEDEODY 

=inf{U(fyays A): AED(ab))},. .~ 


定理 中 的 数 7 叫做 了 在 (a ,b ] 上 关 于 < 的 Riemann- Stielt 一 
jes 积 分 . 这 个 积分 历史 上 记 作 | f(x)dalx)。 但 本 书写 为 


S.(f;(a ,b】))， 对 于 每 个 XE(la,b)】)， 当 a(x)= x 时 ， 称 7 为 
了 在 (a,b) 上 的 Riemann 积 分 ， 并 记 作 SC f(a ,5b )). 

证 命 7== sup{L(f,0,4): IEDB((a,b))}, 6 =inf 
DCf,a,A): JED((a,b)】)}). 由 (8.5) 可 知 Y 和 6 都 是 实数 ， 
且 7 委 6， 只 要 证 明 7= 4 就 行 了 .假定 Y<6. 嗓 然 6 一 ?7 汪 >0， 可 
积 性 定义 (8.3) 则 表明 ， 存在 一 个 ALES (0(ay bj]j) ， 使 

TUr(Cf ay -1) 一 If cy -7<6 一 7。 
于 是 
6<UCf,as 7) 一 (UCjfay A)—L(f ,a, A)) z 
+L(f, ¢, A)<(6—7)+7=6, 
分 明了 矛盾 . 可见 7 一 8. 0 z 

(8.7) 定理 (a ,b)，f 和 a 如 (8,3) 所 设 ， 如 果 在 f(a ,b】 
上 连续 ， 则 f 在 (a ,b ) 上 关于 4 是 Riemann-Stieltjes 可 积 的 ， 

证 设 给 定 了 ese>0. 由 于 (a sb ) 是 紧 集 (6,.44)， 消 数 7 在 
(a ,b ) 上 便 一 致 连续 (7， 18). 于 是 存在 5 之 0， 使 得 只 要 x*， y 
Ela,b), 且 |x 一 >1<6， 就 有 


1 Cx)— f Cy)] < 二 FT 


选取 = 二 {a=to 直达 之 tf， = b}, 使 对 于 j =1], 2 了， 
成 立 tj 一 -1 过 6。， 挑选 和 r，27 E 01- 三]， 使 对 于 了 =1，2， 
2 成 立 
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fCxi) = sup{f (x) :x EH)), 
Cy)=inf{f (Xx) XE (Ht)}, 
[根据 (6.73) 知 道 ， 这 种 挑选 是 可 以 办 到 的 - ] 因 此 得 到 jz; 一 ?2i| 专 
Hid 从 而 


0 0 <fex)- 一 -DZ a dT 


于 是 又 得 到 
UC(fya, -AD 一 工 (fwxy A) 
-2 CFD fad) Tad) 
~ 2 tee 和 
= Ei 下 《CCD) Ca < 2 . 口 
(8.8) ”定理 ”如果 f, 和 jf 都 在 Ca ,bl 上 关于 a 是 Riemann~ 
Stieltjes 可 积 的 ， 则 思 十 户 也 在 ( a,b) 上 关于 是 Riemann~ 
Stieltjes 可 积 的 ， 并 且 
Sa Cf +f,; (a,b))= So 让 (asb)) 4S (fs (a35)). - 
.证 设 给 定 了 >> 0. 取 人 i， 使 对 于 7 一 1， 2 成 立 
DGpw 0 一 La AD<3 


并 设 .人 = Ai UA. 利用 (8.4) 以 及 两 个 简单 不 等 式 
infC(f .+f,)>inf fi 十 inf f:» 
suplfi +},)<supfi -Hsupy， 

(对 于 任意 非 空 集 上 的 任意 两 个 有 界 实 函数 ， 这 两 个 不 等 式 都 成 
立 ) ， 便 得 到 四 四 
T(fiyesy1iD) 十 DCfayayc1a) 
< 工 (fi cy -TD 十 二 (fa CI) 
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Lf+f;,0, I) 
Uf +f,,0,4) 
<TGCfa, 7) 十 UTC ,4,4) 
<UGC ia, iD) 十 UCfc, MA) 
<LCfiso, A FL ,0 A:)+e, 
由 此 可 见 UCF， 十 六， C， 2 一 Lfitfs, CZy D<e 所 以 了 二 ff; 
可 积 . 
再 设 $。 Cfnla bY 并 设 ; 满 足 条 件 ， - 


Lf pas Ti) — -<， 时 | (1) 


Us 0 Tn) -Yil < 本 《21 


和 对 于 7 了 一 1 ,2， 成 立 O<Ucy ua 一 Lfy, Qa, fi) 
UP, 便 得 到 z 


Lira TFL a Fs) 2 
< 了 工 (fcC 三 ) 十 二 (Cj 0 四 
< 了 (万 十 万) CE ) 四 
<UCfi+f),0,7) 站 


<UGarDTTUCfacr) 
<UC(fisoT .TU ,aT 


<L(fi,0,T1)+ LL(f, ,Gy 六 :7 十 全 
由 此 看 出 


? 
工 (有 十 fa 六) 一 工 (六 ao 太一 工人 f 07s )<E， (C3) 
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UCfia T+UG a TU tf a <, C4) 
出 (1 ) 和 (3 ) 得 出 
LCOfi+fs so TO— (CY TY es 


而 由 C2 ) 和 C4 ) 则 得 出 
rr(f 十 jc 六) 一 (YY 十 Ya <e。 口 
《8.9) 定理 如 果 f 在 (a ，b】 上 关于 是 Riemann-Stiel-~ 
tjes 可 积 的 ， 又 c € R， 则 cf 也 在 (a ,b】 上 关于 a 是 Riemann- 
Stieltjes 可 积 的 ， 并 且 
SaCcfi(asb))=ceS. (Cf; a,b)), 
证 留 作 习题 ， 
(8.10) 定理 (Ca,b)，f 和 a 如 (8.3) 所 设 ， 如果 ff 在 (a， 
b ) 上 关于 a 是 Riema nn-Stieltjes 可 积 的 ， 且 j 之 0, 则 5S。C fi 
(a,b)) 非 负 ， 
证 显然 
(8。.11) 定理 设 了 在 (ca ,bp ) 上 关于 a 是 Riemann—Stieltjes 
可 积 的 ， 且 a 过 c 之 b。 则 了 在 (a ,6) 和 [c,b) 上 关于 a 都 是 
Riemann~Stieltjes 可 积 的 ， 并 且 
SCfilab))=S.Cf; (asc)) + Sfilc,b)), 
证 设 给 定 了 e 汪 0. 取 AED(Cllta，b)),， 使 
TCfcy-) 一 If a, A) <e. 
鉴于 (8.4)， 不 妨 设 cE€ A; 比如 说 
A={a=io < < =c<tatt< < =D}, 
命 
Ai={a=to< <itn=c ED ac), | 
As= {c=tn< =b EE Deb)).。 
那么 
(ITCfy cy 1) 一 ICf wy A U GA)— Lf cy -2)) 
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=U(f,a, -1) 一 L(f,a, A)<e, : 

由 此 可 见 ,f 在 Ca , c ) 和 (c ,b】 上 都 是 可 积 的 . 命 S。(， (Ca,c)) 
一 71， So。o《f;{(c,5))=7,， 很 明 量 0 三 UCf,， a, 人 Ji》 
Yi<ee, 0<U(f, oa, A3)—Ps< 2 把 这 两 个 不 等 式 相 加 ， 
就 得 到 

| 0 Uf,a, A)— OY 1) <2e, 
因为 对 于 LC 了 ，.c，-1) 也 成 立 园 样 的 不 等 式 ， 所 以 得 出 结 论 : 
S.Cf;, (a, b))=?; 十 ?>， . 口 
: (8.12) 定理 设 a 是 定义 在 R 上 的 一 个 实 信 非 减 画 孝 ， .对 于 
了 EECn(R7， 规 定 S。( 了 ) =S.Cf,; (a,b)), 其 中 (a ， b ) 是 
R 中 的 任意 一 个 闭 区 间 ， 但 了 在 (a.,b ) 的 外 部 等 于 零 。 则 对 于 每 
个 了 ECwmC(a,b)】)，S。C 了 的 定义 是 非 二 性 的 函数 S。 还 具 
有 以 下 三 个 性 质 : 

(i》 SCf 十 5) 一 9 SP 于 SB， 

(ii) SC(cf)=ceS.(f) (cE€ER):; 

(iii) f€ Gio CR)NH,， S.C(f) 之 0. 

证 设 了 EECn(R)， 并 假定 在 {a， by 和 {ar ;5 的 外 部 都 
有 了 一 0. 命 a” =minte sa b=maxt b ,b’}。 根据 (8.11) 得 

Ss or wD | 

, =S(fila’ 0)) + 3 Cf; Corb) Se Cb, py) 
一 0 十 9S.(f (asb))+ 0 
一 So( 记 (cy 四))。 

同样 可 以 看 出 ,，S。(f; (a ,b”)) 二 So。(f; Ca’ ,b'))， 因 此 S。(f;[a,5)》 
=S.(f;(0’, b')), 从 而 S.C 了) 是 完全 确定 的 . 定理 的 其 余 断 
言 则 是 上 述 诸 结果 的 平凡 推论 。 口 

《8.15) 定理 .a 如 (8,12) 所 设 . 对 于 了 E Cw (CR), 规定 
Ss。 (为 S, (Re 四 十 i S.C(Im 1 ). 划 对 于 了 ， gE€ Gu(R) 及 * EK， 
成 立 
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(i) S.Cf+g)=S.(f)+S.(g), 
(ii) SACc)=cS, 
Cii) FE Eu 时 ， S.()>0. 
这 一 简单 计算 留 给 读者 . 

(8.14) 忆 定 义 ”对 于 定义 在 R 上 的 任意 函数 了 及 任意 te R, ， 
设 在 尺 上 疙 定义 为 jz) 一 了 (x 十 幻 ， 函数 六 时 做 由 上 产生 的 了 的 平 
移 (translate of f by t) .区 在 R 上 规定 ] 太 为 1 太 Cix ) 一 用 一 2D。: 
函数 ] 太 则 叫做 f 的 反 身 ( reflection of f ). : 

(8.15) 定理 设 S 是 EC6。 (CR ) 上 的 Riemann 积 分 ， 即 S 一 
S。， 这 蛙 对 于 任意 zx ER， 有 ac(Cx) 一 x。 则 S 具 有 下 列 性 质 ， 
Ci Sf+8)=S(f)+SC8); | 

《ii ) 对 于 任意 cEK，- 有 SCef)=c5Cf); 

(iii》 当 EGCw(R),， 且 ff 在 0 时 ，5S( 1)> 0 ;: 

(iv ) 对 于 任意 1€ER， 有 5S(f,)== SC z 

Cv) SCC)=S(f). 加 “| 

证 (8.13) 已 含有 结论 ( i ) 和 (Cii》, 为 本 证 明 Giii)， 设 了 GE 
GCCR)， 而 了 不 是 零 函数 ， 那 委 必 其 在 ww ER， 使 Ku)> 0。 既 
然 了 在 uw 连续， 便 有 4 的 某 个 邻 ' 域 ]& 一 5 ,4 十 5(， 使 得 只 要 
一 56<x<& 二 3， 就 有 六 xz) 之 -二 - 忒 &)， 假定 了 在 (GD 
的 外 部 等 于 零 ， 这 里 aa<& 一 65 二 TG <b, 并 设 人 I 二 {a 9 
wu 6，ut8， 卫 }、 那 么 SC 太一 S [cy bPLCF, a, 4) 
> fw)(23)> 0. 四 


(iy) 和 (CY) 的 证 明 留 给 读者 . 
4.16 评注 二 地 S< 名 时 示 3 正信 用 用 是 加 ,CR) 上 捕 四 
(8.15.i) 一 (8.15。 ir) 的 仅 有 的 复 值 男 区 ，， 这 就 是 说 > 殷 如 是 
ECR) 上 满足 (8 15.1) 一 (C815;iv) 的 务 一 个 复 估 话 数 ， 闭 反对 了 邓 
荣 个 正 实数 必 浓 5S* 二 pS， 在 后 文学 提 了 更 的 分 检 方 法 后， 我 
们 要 证 硼 这 一 事实 [参看 (19.50)】. 


.15b ， 


定理 (8,13) 表 明 , 对 于 定义 在 R 上 的 每 个 非 减 函数 a, Riemann-~ 
Stielties 积 分 5 是 GolR) 上 的 一 种 平均 方法 。 称 后 (19.50) 我 
们 将 独到， 凡 @w(R) 上 的 平均 方法 ， 都 对 于 某 个 ce， 具有 8. 的 形 
式 ， 以 下 定理 给 出 了 两 个 不 同 的 c 能 产生 Cow(R) 上 同一 个 平均 方 法 

(8.17) 定理 设 c 和 有 是 定义 在 R 上 的 两 个 实 什 非 减 函 数 ,并 
假定 存在 ER， 使 集 D 一 (zx €R: a x) 二 pCx)+c) 在 RR 中 移 
密 ， 则 对 于 CwCR) 中 的 任意 了， 都 有 S.Cf)==SiC 1). 

”证 鉴于 (8.13)， 显 然 只 考虑 实 值 画 数 了 就 可 以 了 . 因此 设 了 
c CaCR)， 在 D 中 取 a < ， 使 得 了 在 [oa ,) 的 外 部 等 于 零 ， 要 
注意 ， 只 要 x，?ED， 就 有 a(x) 一 c(7) 一 BCx) 一 6B(?7)， 设 
给 定 了 e > 0. 由 于 f 在 R 上 一 致 连续 ， 便 有 8 > 0， 使 得 只 要 


ix 一 > 过 8， 就 有 |]f *)—HKYN < pat 因为 


D 在 R 中 向 密 , 所 以 必 存 在 一 个 细 分 J=《a 一 tb<…<b 一 bcCD， 
使 对 于 j= 二 1，2，*…，， 有 tit. 如 司 (8.7) 的 证 明 ， 
由 此 推 得 

UCf,. o, DL a, ND<e, 
既然 了 CD， 便 得 到 U(f，pB， 人 =U(f, a, A), 工 ( Bb, 4) 
一 了 工 (加 &， 人 A)、 因 而 IS, (人 一 S,( 有 )| 之 2 (参看 (8， 87 6 猎 是 
任意 的 ， 便 证 明了 定理 ， 口 

- 以 下 我 们 来 仔细 研究 非 减 函数 的 风 个 引信 注 目的 性 质 ， 为 此 ， 
先 引 进 一 个 定义 . 

(8.18) 定义 设 )a ,5( 是 实 直线 上 的 一 个 开 区 间 ， 上 是 证 
义 在 ) a ，b (上 的 一 个 复 值 函数 ， 如 果 存 在 一 个 复数 几 a 十 ) (或 f 
( 线 一 ))， 它 满足 条 件 ， 对 于 每 个 盖 0 ,有 8 盖 0 ， 使 得 只 要 x E 
]G。Df， 有 是 x 一 a 过 6 (或 bp 一 x 之 686】 ， 就 有 

fx) 一 f(a 十 )| 过 2 (或 (x) 一 b 一 | 二 2)， 
就 说 在 a 的 右 极限 是 fCa 十 )( 或 1 在 b 的 左 极 限 是 Cb 一 ))， 并 
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记 作 
imf(z 一 Fe 十 ) (或 limf (x)= 1(b—))。 


又 假定 定义 在 (ab) 上. 如 果 limf (x) 二 f(a ) (或 
limf Cx) =fC 5b)), 就 说 了 在。 右 连 续 [ 或 了 在 左 连续 )， 


(8.19) 定理 设 a 是 定义 在 R 上 的 一 个 实 值 非 减 函 数 . 则 a 
在 R 的 所 有 点 都 存在 有 限 右 极限 和 有 限 左 极限 ， 并 且 除 尺 的 一 个 可 
数 点 集 外 ， a 在 RR 的 其 余 各 点 都 连续 . 

证 设 xE€R， 命 zCx 十 ) 一 inafkc(ti， x <ft }， 既然 只 要 x 
< 就 有 a( x ) 委 c(D)， 所 以 这 个 下 确 界 在 尺 中 的 存在 性 是 没 问 题 
的 . 对 于 e >>0，a( Xx 十) 十。 并 不 是 (a(t): X 雪 颖 的 一 个 下 界 ， 
因此 必 存 在 6 之 0， 使 <Cx 十 6)<ca(Gx 士 ) 士 2。 由 此 可 见 ， 如 
果 * 之 :之 x 十 65， 那么 《x 十 )<al(t)<al x 十 ) 十 ee， 这 就 是 说 
lima(t)= al x 十 ). 类 似 可 证 


lim a =sup{alt); 41x}= Q(X—), 


命 D= 二 {% , R : 4 在 % 间 断 }。 显 而 易 见 ， 当 且 仅 当 QCx 一 ) 过 
alX 十 ) 时 ，x ED.。 而 如 果 在 DP 中 x 过 y， 那 么 a(x 十 ) 志 aly 一 ). 
这 样 一 来 ， 族 = 人 a(x 一 )，al(x 十 )(: x EDD}) 便 是 尺 的 两 两 不 相 
交 非 空 开 区 阅 族 . 根据 (6.59) 的 证 明 ，.z 可 数 ， 从 而 刀 也 可 数 。 口 

(8.20) 评注 (a) 设 a 是 R 上 的 一 个 实 值 非 减 函数 . 定义 
为 , B(xX) 二 a(x 一 ) 一 a2(0 一 )，x ER， 那么 BB 也 非 减 ,8(0)= 
0 ， 而 且 有 在 R 的 每 一 点 左 连续 ， 此 外 ， 由 于 除 在 一 个 可 数 集 上 上 外， 
2 是 连续 的 ， 那 么 在 R 的 一 个 稠密 子 集 上 便 有 B (x)= 二 a(x) 一 
Ql 0 一 )， 因 此 ， 由 (8.17) 知 道 ， 对 于 任意 f€ CwmCR)， 都 有 SeCf) 
二 Ss,( 有 ).“ 由 于 这 些 事实 ， 就 CnCR) 上 构造 Riemann-Stieltjes 积 
分 而 言 ， 将 问题 中 的 函数 4 正规 化 为 左 连续 的 且 在 0 处 等 于 零 的 也 
数 ， 就 无 关 紧 要 了 . 但 是 必须 指出 ， 这 种 正规 化 可 能 要 影响 一 个 间 
断 函 数 的 积分 值 . 例如 ，: 设 : x 必 0 时 ， C4XI) 一 0， 而 xx 之 0 时 ， 


"。 1152 。 


2ZCx) 一 1，x 窒 0 时 ，p8Cx)=0， 而 x>0 时 ，p8(Cx) 一 |， 
取 f= B66. 假如 在 (一 1，1 ]) 上 上 积分， 那么 对 于 乡 (( 一 1，17]) 中 
汐 任 意 A， 都 得 到 工 (O，c，L)= 工 (6 ,8 ,1)=0UIC8 ,B,J) 
一 1， 而 当 0ELJES9Q (一 1，1]) 时 ITC,ac -一 0. 因 
尼 S. (68; {一 1，11)) 等 于 零 , 但 S。 08: (一 1，1J) 却 不 
存在 . 

”(b》 至 少 可 以 说 ， 关于 非 Stielt jes 可 积 函 数 的 上 述 例子 是 过 
人 然 无 味 的 。 颇 为 有 趣 的 是 (0 ，1 ] 上 这 样 的 函数 了， 即 x 是 有 理 数 
桂 ，f (x) 二 0， 而 x 是 无 理 数 时 , 1 (x) 二 1. Riemann-Stiel- 
tjes 积 分 S$。《( 了 ; (0，1)) 仅 当 a(1 )=aC0) 时 才 存 在 ， 这 是 
特 为 一 切 Darboux 下 和 等 于 909， 而 一 切 Darboux 上 和 却 等 于 aC1 ) 
一 Q(0 ) 的 缘故 .关于 Riemann 可 积 函数 的 完善 表述 ， 要 等 下 文 
《12。51) 才 能 见 分 晓 , : 

(8.21) 习题 试 证 ， 如 果 j 了 是 (a， 5 上 的 一 个 有 界 实 信函 
数 ， 且 仅 有 有 限 个 间断 点 ，2 是 [a 。b ) 上 的 一 个 实 值 非 减 函数 ， 
且 与 了 没有 公共 间断 点 ， 则 f 在 (a，b 】) 上 关于 a 是 Riemann- 
Stieltjes 可 积 的 ， 

(8.22) 习题 设 < 是 (a，bb 5 ) 上 的 一 个 实 值 非 减 函数 » (f,) 
-是 (a，5b ] 上 的 一 个 有 界 实 值 函 数 序列 ， 其 中 每 个 f, 都 在 (a ， bb ) 
上 关于 a 是 Riemann-Stieltjes 可 积 的 . 假定 lim | f—f,l ,= 0,， 
这 里 .了 属于 %"《[a，b)). 试 证 . j 在 (a， b] 上 关于 a 是 
Riemana-Stieltjes 可 积 的 ， 并 且 


limS Cf,; (asb))=Sa(f; (0,b)). 


《8.23) 习题 作为 与 (8.22) 的 对 照 ， 试 求 一 个 序列 (f,)， 其 
中 每 个 f,€ Go(R)， 并 且 在 RE 一 致 地 有 太一 0， 但 limS (f,) 二 
0 一 SC0). 

(8.24) 习题 设 在 R 上 8 定义 为 8(x) 二 x 一 (XxX)}， 这 里 
(Xx) 为 不 超过 x 的 最 大 整数 ， 试 利用 (8.21) 和 (8.22) 证 明 : 由 
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1 x)=- Se 一 定 义 的 函数 了 在 ( 0， 31) 上 是 Riemana 可 


”竹中 于 


积 的 . ry fi:(0, 1)). 

(8.25) _ 习题 设 c 和 有 是 RE 上 的 两 个 连续 、 实 值 , 非 减 通 数 ， 
并 且 c(0 = B86《01= 0、。a 二 6， 试 求 一 个 函数 了 ECh( R )，。 
使 SC 了 ) 才 SpC fF). 

C8.26) 习题 设 (x,).21 是 8 的 一 个 枚 举 ， 在 RR 上 定义 4 为 


ax) = 六 二 -， 这 里 和 数 是 对 适合 x,<x 的 所 有 了 来 求 的 . 斌 
证 ， 


(a) a 严格 递增 ， 
《b》a 左 连续 ;， 
(ec ) a 在 每 个 有 理 点 间断 ; 
(c ) ”a 在 每 个 无 理 点 连续 ， . 
(Ce) lima( x)=1; 

(04f) limal *)= 0. 


《 本 例 提供 了 某 种 迹象 ， 它 表明 一 个 单调 本 元 可 能 具有 多 么 不 


良好 的 性 质 . ) 
(8, 27) 习题 Cx) c 如 (8。 26) 所 设 ， 试 证 ， 对 于 任意 # E 


Gu(R)， 都 有 S.( 下) 一 S 了 二 (可 先 考察 1 E CE% CR) ， 证 


LL 


明 : 任意 工 都 < 这 个 和 数 ， 而 企 意 吕 又 之 ) 

(8.28) 习题 设 P 表示 Cantor 三 分 点 集 ， 记号 同 (6.62) 和 
《6.64)， 在 ( 0，1 上 定义 函数 少 如 下 : 

%(0) 一 0， 


p(X) = XETsCn=1,2,; k=1,2..*,2"™!:); 


px) = sup{p) ttEP st<x} XEPN IO 。 
。 154。 


函数 % 电 做 Lebesgue 奇 性 函 数 @， 试 证 : 
(a) WC《x) 对 于 所 有 x El(0,1 ) 都 有 定义 ， 
(b) y 非 减 ; 
(c) yy 在 ( 0,1] 上 连续 ， 
(d) rngy= (0,1); 


(e) 如 果 *€P,. = 3s 9 其 中 每 个 4= Wold 
的 光 。 人 , 四 


那么 yz)= 立 pomt 


~ a 


$ 的 部 分 图 人 象 如 图 5 所 示 ， 本 图 或 许 有 助 于 认 识 这 个 函 数 . 
《可 利用 下 述 事实 ; ( y 轴 上 ) ( 041 ) 光 的 二 进 有 理 数 形成 C 0,1) 
的 一 个 稠密 子 集 ) 


A ~ HS ~ wl ee SS 


5 
(8. 299 .习题 如 C8， 28) 所 设 。 对 平 任 前 x E0031),- 设 
Cx) 一 %。 斌 证 So +:( 0，1)) 一 一 .[ 可 考虑 细 分 序列 (I,)， 
这 里 人 J, 是 由 构成 P, 的 闭 区 间 7,，， 的 涡 点 组 成 的 . 了 Se 人 


"加 法 国 数 学 家 H。 Lebesgue C1 1875—1941 有 
底 、 积 分 及 微分 理论 的 首要 英 基 者 ， 后 文 会 经 常见 到 他 的 名 字 。 


:5 


(0，1J) (k=2，3，… ) 的 计算 问题 .参见 下 文 (22,44) 和 
(22.45), 和 


$ 9 开拓 若干 汉 函 


-人 8， 我 们 是 把 Riemann-Stielties 积 分 作为 ECwCR) 上 的 一 种 
平均 方法 提出 来 的 ， 我 们 打算 将 这 些 方法 开拓 到 广泛 得 多 的 一 些 
了 沙 数 类 上 、，、R 上 的 许多 间断 函数 圈 然 也 是 Riemana-Stieltjes 可 积 
的 ， 但 是 这 些 积 分 由 于 存在 许多 严重 缺陷 ， 而 带 来 很 多 麻烦 .， 例 
如 ， 即使 一 些 很 简单 的 痪 数 ， 也 是 不 可 积 的 ( 见 (8。 20))。 了 以 下 采用 

很 一 般 的 开拓 方法 ， 其 步 又 是 ， 先 把 连续 函数 空间 上 的 一 种 平均 方 
法 开拓 到 非 负 下 半 连 续 函 数 上 ， 然 后 开拓 到 所 有 非 负 、 广 义 实 值 函 
数 上 ,最 后 把 所 论 及 的 方法 理解 为 一 大 类 函数 上 的 一 种 积分 ( 即 Le 一 
besgue 积 分 ) ， 这 一 开拓 过 程 就 是 通常 所 谓 的 积分 论 的 Daniell 方 
法 0 一 一 按 英 国 数学 家 P.J.Daniell (1889 一 1946 ) 的 姓氏 而 命 
名 . 


(9,.1》 定义 设 X 是 一 个 非 空 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 7 是 
定义 在 Guo(X) 上 的 一 个 复 值 函 数 ， 如 果 对 于 任意 了 了 ， 8 E 
@oCXD) 及 CE 玉 ， 成 立 

(Ci) 1 C18)=1Cf) 二 1C8) (加 性 )， 

(ii) 1(Caf)=a71(f)( 齐 次 性 )， 

(iii) 车 ECio(CX)， 则 IT(7) 立 0( 非 负 性 )，， 
那么 了 就 叫做 一 个 非 负 线 性 泛 函 《有 时 站 做 Radon 测 度 ) 。 


GOP.J.Daaiell4 A general form of integro! »， Annals 
of Math, Vol, 19，:1917 一 1918， 278 一 294， - 译 者 注 
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村 


(9.2) 例 (a) 命 X= R "对 于 R 上 的 任意 实 作 非 泪 国 于 2, 合 
i =5,. 
(b) 命 X 二 R?， 对 于 一 切 f € CooCR)， 全 1(1)= 


| 个 fC, ?dzdy ( 这 就 是 读者 在 初等 分 析 中 所 娄 知 的 二 上 


Riemann 积 分 . 我 们 在 $21 要 详细 讨论 这 种 “多 重 ” 积分 . )》 

<c) 设 和 是 任意 一 个 非 空 局 部 紧 Hausdorfft 空 间 ,a 是 和 的 一 
个 定点 。 于 是 ,由 Bol 了) 二 fa ?规定 的 泛 函 也 显而易见 是 @oo( 和 X) 
上 上 的 一 个 非 负 线性 泛 琢 ， 它 叫做 赋值 泛 孙 (evaluation 
fu actioaal ) 。 此 外 ， 对 于 任意 j，8 € 6 ool(X)，E。 还 满足 恒 等 
式 


ECf'8)= Ba 1 )E.(8). 


这 种 线性 泛 函 叫 做 积 性 线性 泛 函 . 在 Banach 代数 理论 中 ， 积 性 线 
性 泛 函 至 为 重要 ， 后 面 还 要 研究 它们 (参见 下 文 ( 20， 52) 及 (21。 
65)). 

《dgd) 命 往 一 R 并 设 风 是 R 上 的 任 芒 一 个 非 负 实 值 连续 函数 (可 
能 无 界 ) . 于 是 ，1(f 了 )= 二 SC jw) (CS 是 Riemarn 积分 ) 便 规定 
了 Coo(R) 上 的 一 个 非 负 线 性 泛 函 . 

”除非 另 作 说 明 ， 8 9 其 余部 分 ， 又 总 表示 任意 一 个 确定 的 非 空 
局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， T. 则 表示 Goo(X) 上 任意 一 个 确定 的 非 负 
线性 泛 曾 . 为 简便 起 见 ， 把 @Eoo(X) 写 成 Go. 

(9.5) 定理 

(i) 如 果 jfEGo 则 7(f) 为 一 实数 

(Cii) 如 果 在 Cj 中 了 <g， 则 ITCf)<TC8)， 

证 设 了 EGGn， 记 f* 二 max{f ,0}, f=—mint 了 , 0 》， 显 
然 ， 了 了 一片 一 三 ， 姑 之 0 ，f 之 0. 于 是 了 (了 了) 一 T(Cf+) 一 TCGf- »， 所 
LIC ) 是 两 个 非 负 实 数 之 六 (i 2 得 证 . 
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如 果 交 ，8 EC 了 <5， 那 么 5E 一 了 20， 从 而 | 
T (4)= 1(8— 1)>0. (ii) 得 证 。 口 

(9.4) : 定理 设 1EGCw. 则 ITC 了 NIC1f 腾 >. 

证 记 7(f)=pexp(Gibg)， 其 中 0 和 0<co, 一 Y 刀 0 委 r. 
命 exp( 一 20) 了 二 g1 十 ig: ,其 中 8g1,8s E Cw。 那么 P= 二 exp( 一 1:0 )* 
1Cf1)=1 (exp(—i0)1)=I(g1tig)= 1 (81)+ il (82). 
但 Pp 为 实数 ， 了 (gi1) 和 1 《ga) 也 和 骨 为 实数 ， 因而 1 (g:) 一 0， -P= 
I (81). 很 明显 g:< lexp( 一 1 4》 f= 1 有. 于 是 1 (Cf) =P= 
1(8)EIC(IfI). 口 

(9.5) 定理 没 和 A 是 X 的 任意 一 个 紧 于 集 则 必 存 在 一 个 实 
数 B8( B 仅 依赖 于 A )， 它 满足 ， 对 于 适合 了 C4’)cC410} 的 任意 
jEGCws 都 成 立 17 了 儿 委 8 | 

证 按照 (6.79)， 有 一 个 开 集 0 二 A ,使 得 U" 是 紧 的 ,根据 
(6.80), 存 在 一 个 X 到 [0 ,1 ] 内 的 连续 函数 @, 使 对 于 一 切 x € 4， 
o(x)= 1， 而 对 于 一 切 xEXni'，o(x) 一 0.。 设 人 EEC 
满足 条 件 , 在 4 上 f=0. 于 是 对 于 一 切 x6e X ， } xy 一 
了 (xzx)oCx)。 由 此 可 见 ，1f1 委 记 filo， 从 而 17(f) 委 
OfDSIO fh .0)= 1 th, Co). 取 B=1《0) 就 行 了 。 
口 

”由 我 们 所 给 出 的 线性 泛 函 定义 知 道 ，I 仅 具有 有 限 加 性 ， 


I(f 二 8)=1() 十 1 Cg)， 但 是 在 许多 问题 里, 如 果 7 也 具有 可 数 加 


人 性， I 《 二 (fF.), 则 大 为 有 用 就 X 上 所 有 收敛 函 数 


和 西利 全 


序列 来 说 ， 这 一 等 式 成 立 是 罕见 的 ， 要 想 证 明 等 式 对 于 某 些 函数 序 
列 来 说 是 正确 的 ， 那 必须 开拓 I 的 定义 域 才 行 。 以 下 (9.6) 一 《9.18) 
就 来 作 这 一 开拓 ， 并 证 明 这 种 开拓 泛 函 的 一 些 性 质 ， 从 而 导致 可 数 
加 性 . 

(9.6) 定理 没 9 是 G36 的 一 个 非 空子 集 ， 它 具 有 性 质 ， 对 
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任意 1,，fs€ 外， 存在 fs € 中 ， 使 f,<mintfi， 【这 时 称 四 是 向 
下 的 )， 又 假定 对 于 任意 x EX，inf{ 了 C(x): 了 ED9} 二 0。 则 
记 : 

(GD inf{1C1): 1 €9}=0, : : 
并 且 对 于 任意 4 沁 0， 存在 一 个 ED, 使 |f, <。., | 

证 设 给 定 了 2 > 0. 到 fo € 外， 并 规定 

Ao=:x EX:fo(x)>07,. 

由 于 fo€ CGwm，Ao 便 是 紧 的 ， 对 于 每 个 了 €9， 命 4 一 {x € Ao: 
JC《%x) 之 e }， 那 么 {A:， 了 € 名} 是 紧 空 间 4, 的 一 个 闭 子 集 族 ， 且 
人 {4 : f€9})= 名 。 由 此 可 见 (6.34) ， 这 个 族 并 不 具有 有 限 交 
性 ， 这 就 是 说 ， 存 在 多 的 一 个 有 限 子 集 {f1，…，f,}， 使 4， 了 .4 
NN 4， 一 他. 朗 然 避 是 向 下 的 , 便 存 在 一 个 函数 f€ 四， 全 fs 
min{fo, Fis °°y f,?; 显然 攻 f。 Hl "<, 

为 了 证 明 (i)， 我 们 利用 (9. 5) 可 以 找到 一 个 实数 (8 仅 依 赖 
于 4。， 而 与 < 无 关 )， 使 对 于 一 切 在 4; 上 等 于 零 的 -4 € Cw 部 
C4)1 志 Bl NIL。 显而易见 ， 在 4 上访 = 0 。 这样 一 来 ,， 
1(f,) 人 B11f, 上 ,二 pe。 2 既是 任意 的 ，(i) 便 得 证 口 
” (9.7) 评注 读者 想必 注意 到 了 ， 定 理 (9， 6) 的 证 明 中 ， 最 根 
本 的 一 点 是 利用 了 紧 性 .这 并 不 是 偶然 的 . 我 们 选 定 函 数 空间 Co 
正 是 为 了 可 以 用 得 上 紧 性 . 要 是 选 定 许多 别 的 函数 空间 和 正 线性 泛 
通 ， 表 面 上 看 求 似乎 行 得 通 , 其 实 都 不 能 导致 可 数 加 性 开拓 . 定理 
(9 。 6 万 是 得 到 我 们 的 开拓 泛 函 的 可 数 加 性 的 关键 所 以 说 可 数 
加 性 最 终 依赖 于 紧 人 性。 
”我 们 先 把 1 开拓 到 函数 类 吕 * 一 一 它 由 在 X 上 下 半 过 续 且 值 域 
包含 在 ( 0 ，co)] 内 的 函数 全 体 组 成 ，[ 人 参见 (7。 20) 一 (7， 22).) 

(9.8) 定义 对 于 每 个 8g € 9N'， 规定 ， / 


.| I (g)=sup{1(f): fe ci 区， i 
要 注意 ， I(E ) 可 能 是 0， 例如 ， 如 果 半 = RR， 7r= S， 那 
。 59-. 


么 函数 直属 于 叭 * ， 而 5 (1 ):= ce。 再 如 ,对 子 任意 的 X 及 1 郑 0， 
函数 co 属于 M+ ， 而 了 (co) 一 co. 
“9.9) 习题 〈a) 试 仔细 计算 S(tf5), 其 中 也 是 及 的 任意 一 


个 开 子 集 ， S 是 Riemann 积 分 . (提示 .利用 (6. 599 习 数 SC) 叫做 

过 的 Lebesgue 测 度 . 后 面 还 要 详细 讨论 这 个 测度 . z 
(b) 就 赋值 泛 函 Be(9.2.c) 和 8g €9m+， 试 计算 E。( 8 ). 
(9.10) 定理 


| (i) 如 果 了 € Ei， 则 1 Cf)= 了 Ce) 
(ii) 如 果 g1， gs € M', gi<gs; 则 T Cg ) <TCg:). 


(Ciii) 如 果 g ER，a 之 0, 则 I 了 (a8)= aT Cg). 

一 想 便 知 这 些 断 言 都 是 正确 的 . 

以 下 定理 是 与 (9.6) 相 对 应 的 命题 . 
“59,11)〉 定理 设 9 是 负 * 的 一 个 非 空 子 集 ， 它 具有 性 质 ， 对 
于 任意 1， gz: HH， 存在 一 个 gs ED，,， 使 gs 之 max{g1，g，}〈《 这 
时 称 驴 是 向 上 的 》 ， 则 


(Ci) T (sup®)= sup{ 1 (8):8 €9) 

证 命 8o 二 sup{8 : 8 € 9}， 就 是 说 ， 对 于 任意 x € XX， 
go(x)=sup{ 8 (Xx): 8 €D}. 则 (7.22.iii) 表 明 g。€ 9R+， 分 两 
种 情况 考虑 . 四 

“第 一 种 情况 ，{g。》U 9 C 6%， 这 时 族 {8o 一 8 : 8 € 外} 满足 
《9.6) 的 题 设 ， 这 是 因为 ， 由 本 定理 题 设 ，8s 之 max{g1，g: }， 于 
是 . : / 
| 58。 一 5s<min{tg4 一 51758o 一 g219 
而 对 于 任意 x EX, 成 立 
inf{igo(X)— E(xX): 8 ECG 了 3)=8goCX) 一 Sup1g(xX)，gE9q9) 一 
go(X) 一 5iCX) 一 0。 


.160 。 


那么 ， 由 C9.6) 推 知 
0 =—inf{(7 (go— 8): 8g CD}=inft 了 (go)—~ 1I(g):g8ED} 
=1(g0)—~supil1(8): g Eo}. 


但 在 E 训 上 了 与 1 是 一 致 的 ， 从 而 (8g) 一 sup{ 了 了 (8):8 € 9). 
第 二 种 情况 ，{g0}U Cm'， 这 是 一 般 情 况 . 既然 对 于 一 十 
8 € D9， 都 有 8 <g*， 因 此 得 到 


' sup{I(g): g ED}ZI(go). 
为 了 证 明 反 向 不 等 式 也 成 立 ， 我 们 引进 一 个 函数 族 @ 一 ! 了 E Gu 
对 于 某 个 8g €E 9，f 达 8 }， 利 用 (7.22.v) 便 得 出 
go=sup{8 : 8 ED}=sup {sup{ 1 E Ch:f <BE}:EED) 
=supG. 
设 B 是 小 于 了 Cg,) 的 任意 实数 ， 根 据 I 的 定义 ， 必 存在 9 
Ci 它 满足 ，92 委 go， 了 7 (9)>>p。 我们 有 | 
P=min{P,go}=min{P,sup EC}=sup min( gf} :fe @} 
( 读者 应 仔细 验证 这 一 奇妙 变换 ) . 第 一 神情 况 的 结 果 现 在 适用 于 
族 {min{12， 了 )} : 了 E E):， 这 个 族 相当 于 名， 而 9 相当 于 ge， 这 
样 一 来 ， 
pp<TC92) 一 supfTrCmina 人 49 有 :JE CE 和 suptIC 站 :CE ®)} 
=sup{I(g):g€ 9}. 
60 既是 任意 的 ， 这 就 证 明了 


T (go)<sup{TCE):5E9》， OO 
(9.12)〉 推论 如 果 g: 委 gg 委 …… 委 8 < 委 …， 其 中 8 EC(n 二 
1, 2， … 对 
lim TC(g)= 1 (limg,) 
可 直接 得 证 . 
(9.13) 推论 设 g1，g: EE 驶 *， 则 成 并 
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T(8: 上 8: 一 T(81D) 十 TCD 
证 我 们 有 gi 十 8g: 二 sup{fitfs :fj€ Ch 县 方 Sgy 7 一 1 
2 }， 因 而 
TCgitgs)=sup{tICf) FI :NE Ct 01;<8)} 
=supilI(f.):f1€ Co0sf i181} 
TsuptI(f,):f, € Ci0,f2<8:) 


=1 (8g)+ 1(g:). 器 
(9.14) 推论 对 于 任意 的 非 空 9 Cn * » 成 立 


1(> g)= 之 TIO)? 


gED gE D / 
， 证 知 时 9 是 有 限 的 ， 风 对 (9.15) 应 用 由 统 不 认得 出 绍 果 
如 果 名 是 无 限 的 ， 那 么 援 用 (9.13) 及 (9.11) 就 行 口 


以 下 作 了 的 第 二 开拍， 流下 实 作 加 后 的 开拓 z 
《9.15) -定义 设 !* 是 定义 在 X 上 且 信 在 ( 0 ,co) 内 的 男 数 
全 体 所 成 的 集 . .对 于 h ES'， 命 


了 (1 一 inffTCg) : ‘8 € M8). 
(9.16) 定理 
(i) 对 于 g EMm+, 成 立 1(8)= 了 C8), 


(ii》 如 果 有 有 ， jE3*， 则 成 立 工 Chi) <Tr (h,). 
(iii) 对 于 有 E31+ 及 0 a<oo， 成 立 T Ca) = cz Ch). 


中 函数 之 ， cx( > spt tet 
ED g¢ D 


+ gr) :tg gas **, gc 类 似 地 有 Si 1(g)= sup{ I (gt) 
sD | 


+T(gs) 十 ，。 十 了 T(gecfgu ga es qr} CC DD}. 
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Civ) 对 于 hi ic 于 ， 成 立 7 Ch Th)< 了 《 Ri ) 十 
To) | 

证 明 留 给 读者 . 

以 下 定理 是 B， Levi 单 调 收 敛 定理 的 推广 ， | 

(9.17) 定理 (广义 B.Levi 定 理 〉 和 如果 ES (1 一 1y 
2，3，…)， Bf < 则 1 


了 Climh, )=limT Ch) 
TOVET HIE Slim Th) ES Ih. 


因此 须 证 lim 了 (hh ) 之 了 Cn); 自然 不 妨 假 定 lim 了 (hh)》 < 
co。 给 定 。 > 0 。 对 于 每 个 正 整数 部 ， 取 8g.E NK*， 使 g, 之 hh， 
7 (5g， ， 为 此 ， 必须 把 函数 8。 


相交 例如 规定 5。 一 max{gl， 527 3988《 下 一 工 
2 ，… , We’ € om (一 1，2，… ) ， 读 者 不 难 验证 以 下 恒 
等 式 


ga+it minigs’ gs; 1 一 一 上 am ga 
_ 由 于 恒等式 中 的 所 有 函数 都 属于 9i+， 所 以 得 到 


T(g' ar)D+ Tmin{gs’, ga+1))= I (gs’)+ I (gs41). 
由 不 等 式 8 1 人 及 gs—=max{g1 ,82 ,ga >maxihis hs» 
.大 ,} 一 h,, 可 以 推 知 min{g。 ,gj 因此 一 了 (mint8 sgn)) 
心 一 1(h.)， 于 是 得 到 : z 


Tg’s1)= Ig .+I 《8 一 I Cmin{g,” ,ger1)) 


<I Cg ) 十 I (gn+ 17) 一 I 为 
。163。 


< 了 T(g,) Th + ei _3 Ch.). 1 
把 以 上 不 等 式 从 w = 1 到 n= 了 加 起 来 ， 便 得 到 


六 1 GLTI I G+ 了 (hy 


和 四 下 妆 】 了 二 
_5S Tet 
El =l 
从 而 


T Og; <T C8) + Tyr)— Th ) + 
Thr) + (Te) — Ih)) + 


<TC + e. 


这 样 ， 不 等 式 1 Cg ) IT (htt ) + 对 于 PD= 3 2 ， 3， 
-… 都 成 立 ， 汪 为 当 了 = 0 时 这 一 不 等 式 也 成 立 ， 所 以 得 到 / 


T(g)<I(h)+e (1) 
《nn 二 1，2，3，… ) ,序列 (gs,) 是 非 减 的 ， 且 gENM* (nn 
=1, 2, 3， … ) ; 于 是 由 (9.12) 推 出 


lim I (Cg)=I1 (limg, )=1 (supg:). 


是 一 地 


所 于 8g: 之 g, 之 人 (Rh=1, 2, 3, ) , 便 有 sup8* 之 suph， = 有 hh, 
从 而 了 《supg。 ) 之 TC(h). 再 利用 (1 )， 便 得 出 lim 工 (1 ) 之 


lim7 (8;) 一 <。 之 了 Ch) 一 。。 既然 * 是 任意 的 ， 这 就 推出 了 


。T64。 


不 等 式 limT (io)> 了 (kh De > 
(9.18) 推论 设 (Ch ) :1 是 "中 的 任意 函数 序列 : 则 


(Zi)<E Tu. 


全 1 量 到 也 


证 记 几 二 所 十 帮 十 十 大 ， 那 各” 


了 (5 )=7 Timp) =limT =H 了 T(S 中) 
全 可 站 1 


<lin ST)= jy), .0 
现在 米 定义 X 的 子 集 的 《关于 了 的 ) 测度 ， 

(9.19) 定义 《a) 对 于 ACX, 命 (A)= 了 (C84). 我们 称 
一 叫做 由 


I 导出 的 《外 ) 测度 . 

(b) 候 如 和 一 R , 且 对 于 R 上 的 某 个 实 什 非 减 画 数 c，1 了 一 Se， 
这 时 记 1。(4) =5。( 54)， 并 称 4, 为 R 上 由 “导出 的 Lebesgue 一 
Stieltjes (外 ) 测度 . 

‘c) ”如果 四 = R ， 了 一 S CRiemann 积 分 》， 出 记 41(A4A)= 
Ss (é,), 并 称 4 为 R 上 的 Lebesgue《 外 ) 测度 . 

(d) 对 于 任意 的 X 和 了 一 Bo(9.2。c)， 记 ezo(4) 一 互 (2 )， 
并 称 e, 为 集中 在 a 的 单位 点 式 质量 C unit point mass ) 《 或 称 
Dirac 测 度 ) . 

(9.20) 习题 对 于 任意 的 XX， a EX 及 ACX, 试 证 ， a € 
A 时 ，es( 有 4) 二 1， 而 a 《4A 时 ，es( 4A) 二 0。 也 就 是 ，. 


中 定理 (9. 17) 毫 无 疑问 就 是 用 了 T 代 准 了 后 的 C9. 12 ) 。 但 


必须 指出 ， 如 (9.137 和 (9.11) 中 也 用 了 代替 了 ,一般 说 来 
结论 就 不 正确 了 ， 参 者 ( 10.41 ) 。 自然。《 9.17 ) 的 事实 十 分 人 
得 注意 。 
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ee(A4) 一 上 Ca 1). 


接 下 去 要 研究 测度 的 性 质 ， 并 打算 由 测度 | 来 构造 一 种 积分 
一 一 当 4 二 A 时 ， 它 就 是 古典 Lebesgue 积 分 我 们 将 证 明 ， 只 要 这 
种 积分 存在 ， 它 无 非 就 是 泛 函 7 。 不 过 ， 这 一 构造 程序 篇 幅 略 长 ， 
直到 后 文 定理 (12。 35) 才 能 得 出 最 后 结论 . 以 下 先 指出 集 函 数 ′ 的 
某 些 性 质 . 

(9.21D 定理 ” 集 函 效 : 具有 以 下 四 条 性 质 。 

《i7 ， 对 于 任意 4CX， 0 委 5(4) 雪 co 

《这 > 当 ACBC XH 时 ‘(CAEL CB): 

(iii) ‘(OI= 60; 

(iv) 各 果 (4,).=, 是 X 的 任意 子 集 序列 ， 则 


“(Us)<> ‘oo 


py : : 
”证 断言 (一 4iii 是 ， :的 定义 的 平 内 为 了 证 明 Civ)， 
推导 如 下 可 


| Oy 和)-T(e3 7 (Be ) 


本 ， 2 (4 Cs 


- 和 


pe a 
A " | . 
> . i . 1 


et < Sa D 


.4 el 


“(9.22) * 定理 设 {Ut :0 和 9) 是 任意 一 个 痪 两 不 相交 的 XX 的 


开 子 集 族 则 … 
(Uo)-E DD, 
证 m0 Uo; 显然 于 入 个 DB， EE gr， 上 且 


#8 


. 166 ; 


go 一 > tv ,。 应 用 (9.14)， 便 得 出 


二 


DTED= DS TE Y= Sid). OO 


¢ 48 0 9 


《9.23) 推论 如 果 ( Ya,,，b,() .3 :是 任意 一 个 两 师 不 相交 的 
R 的 开 区 间 序 列 ， 则 


| U Jasbal )= DY 


证 这 是 (9.22) 以 及 1(】a,b() 二 b 一 a 这 一 事实 (其 证 
明 留 作 简单 练习 ) 的 直接 推论 《应 当 注意 ， a 或 6b 可 能 是 无 限 
数 . ) 还 可 参看 习题 (9.9,.a). ” 口 
(9.24) 定理 对 于 任意 ACX， 都 有 - 
上 (4)=inf{( (7) : U 是 开 集 ，ACDU). z 
证 如 果 : (A4)=co， 那 么 ， 既然 人 4CX，XX 是 开 集 ，%= 
(4) 委 5!(X) 一 ceo， 定理 结果 则 是 平凡 的 .因此 假定 (4) 二 


2 ， 


后 选 8 EN*， 使 g 之 5 ， Teg)-48 之 了 了 (80) 二 1( A4), 命 U0= 
{x EX : Ce)>17 0). 很 明显 ， 0 是 开 革 A4CX. 设 x6E 
U， 得 到 一 二 -> s(x)>1, 从 而 一 -8 >ér. 于 是 


1 =T EDS 7(-1 Es ) 
1 


了 (8 )<— s+THO<AAND+e. DD 


1— 3 
(9 25) 评注 由 (9.24)，(6. 59) 及 (9。 23) 推 知 ， 对 于 4ACR， 
我 们 得 到 4(4 7) 一 inf D (b,—as); U Jas, bal2A, {os 


其 本 | 全 
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忆 .(} ,。! 是 两 两 不 相交 的 (， 这 正 是 1902 年 Lebesgue 本 人 不 先 定义 4 


的 方法 . Lebesgue 的 基本 思想 是 ， 考虑 用 可 数 个 开 区 间 锋 盖 A. 

在 此 以 前 ， 人 们 曾 试 图 就 丸 的 子 集 定义 适当 的 测度 概念 ， 这 些 党 试 
虽然 沸 类 似 于 Lebesgue 所 采用 的 方法 ， 但 所 不 同 的 是 ,对 所 论 及 的 
集 都 只 考虑 了 有 限 覆 盖 。 比方 说 ,C.Jordan 就 兽 把 4 的 容 度 定义 为 


@ 
数值 nt{ 本 Gb.) AC U ya, bl, P=1,， 2，…} 


和 四 六 时 


-有些 数学 家 仍 在 研究 Jordan 容 度 ( 容 度 的 德 文 是 : Inkhalt ) @， 


“但 是 ， 对 现代 分 析 来 说 ， 业已 证 明 Tordaa 容 度 是 很 下 请 中 是 才 
要 的 。 
(9.26) 定理 设 厅 是 六 中 的 任意 一 个 开 入 则 有 
必 0U) 二 sup{i(F): 是 紧 的 ,FP CCU) : 

二 sup{4《V) :7 是 天 中 的 开 集 ， 太 是 紧 的 ，FCT)， 
证 到 适合 6 之 CU) 的 任意 一 个 实数 8， 既 然 U 是 开 集 ， 便 有 
4 (0)=1(&0)=sup{1(f1): jEGC0 1<Ev}. 这 样 ， 可 取 
了 EEi 使 CTCTf)S:D)， 对 于 2 一 1，2，3，…， 规 定 


EF F.={xEX: f(x )> W. ={xEX: fx)>- 


紧 的 ， W, 是 开 的 ， W; 是 紧 的 . 命 W= {XEX: 1(x)>0}, 很 
明显， 对 于 每 个 x € XX， limszs ( X ) 一 liméwaC %*) = éw( XxX), 
而 且 这 些 序列 都 是 非 减 的 ， 也 是 很 明白 的 - 应 用 (9.17)， 便 得 
到 


ep 


QO 有关 历史 概况 ， 请 参看 M.Kline« Mathematical Thougnht 
.from Ancient to Modern Times 第 44 章 。( 有 中 译本 ， 十 
今 数 学 思想 ， 第 四 册 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1981。 ) 一 一 译 者 注 
@) 例 如 参看 .Mayrhofer Inhalt und Mapy,Springer 一 
Verlag, Wien, 1952。 
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p<IP<T (SPD=1im T(EF,) )=lim 1 (Ewa) 
=lim (FJ)=lim CW 


和 由 这 些 不 等 式 便 推出 本 定理 . 0 
(9.27)” 定 理 如 果 ACX，4 是 紧 的 ， 则 0 i 必 A) 过 oo. 
证 按照 (6.79)， 存 在 一 个 开 集 U， 使 U0" 是 紧 的 ， 且 4 CT。 
应 用 (6.80)， 可 求 得 一 个 连续 函数 了 : X 一 [0，1)， 它 适合 条 
件 ， 对 于 一 切 xX EA4 "，1《x)=1， 而 对 于 一 切 xX EU0’, f(x) 
一 0， 那么 友 4 过 € GC 从 而 ((4) = 二 T(E)S<I(1)<%~%. 0 
(9.28) 定理 存在 具有 下 列 三 条 性 质 的 唯一 钓 一 个 集 ECX， 
(i) EE 是 关中 的 闭 集 ; 
(ii) 如 果 E 站 U= 多， 而 0 是 X 中 的 天， 那么 ENDS> 0; 
(iii) XNE')= 0. 
集 E 叫 做 ;的 支 集 ( 也 叫做 支柱 或 承载 集 或 庶 集 》. 
证 命 多 = 上 {U : L 是 和 中 的 开 集 ，:(ID= 0}, V=U2WN，B= 


Tr， F< 对 于 每 人 UE ， gy€ em 那么 由 (9.14) 
UE®@ . 
得 到 


(BY) = Te)<1( > gy) 
UE 


-Sic > =o0. 
z UEeg UE® 
这 样 ， 便 证 实 了 (Ci) 和 (iii). 为 了 证 明 ( 计 )， 命 轴 是 适合 条 件 
了 殉 半 他 的 X 的 任意 一个 下 了 全 那么 "WEY, VNwWEN. 于 
是 
0<iWE ENW)+ (VNW)= 1 (ENW). 
因此 集 E 确 县 有 性 质 (i1)，(11) 和 (ii1i)， 
为 了 证 朋 E 的 唯一 性 ， 假 定 B1， 万 ,都 满足 (i》， Cii) 和 (iii)s 
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而 B: 关 8 ， 那 人 么 也 :站 :和 下 五 :中 至 少 有 一 个 非 空 ; 比方 说 ， 
FI 人 BE: 关 好 。 由 于 BI 是 开 集 ， 由 性 质 (i) 可 知 ，:CBInE:)> 
0 . NC 从 而 应 有 0 过 ,BiBE,) 过 ,(E1). 而 根据 
(ii)， 又 有 LCE')= 0 ， 这 就 导致 予 盾 . 口 
(9.29) ,定义 设 4 是 X 的 一 个 子 集 ， 如 果 必 4)==0, 则 称 4 是 一 
个 上 堆 集 .如 果 对 于 任意 紧 集 FCX, 都 有 : (BF)= 0 , 则 称 B 是 一 
个 局 部 : 零 集 .假如 有 一 个 性 质 ,对 于 除去 某 个 上 零 集 揭 点 x 之 外 的 
一 切 Y€ 叉 都 成 立 ; 就 说 这 个 人 性质 4 几乎 处 处 ( 简 记 为 /~a,6.) 成 立 ， 
假如 一 个 性 质 对 于 除去 某 个 局 部 ,- 零 集 的 点 x 之 外 的 一 切 点 x*EXX 
都 成 立 ， 就 说 这 个 性 质 局 部 ,几乎 处 处 ( 局 部 ,~a.e。) 成 立 。 和 上 
的 一 个 复 值 或 广义 实 值 函数 上 ， 倘 车 适 合 条 件 : f(x)= 0 i-a.e.®@ 
《局 部 ! -ae. )， 是 在 
不 致 产生 混淆 的 情况 下 ， 就 省 类 前 面 的 “ 
(9.50) 定理 设 i€ 8"， 则 了 (二) 二 0 的 这 要 条 件 是 是 一 
个 ! 零 函数 ， 如 果 T (有 D 过 coo; 那么 # 是 :~aue。 有 限 的 。 
证 命 4={xEX:HX)>0}. 函数 mr1，2，…) 都 
属于 字 *， 且 最 然 成 立 limmjz>&u. 如 果 I (Ch)= 0 ，《9.17 ) 就 表 


明 上 (4) 一 TD) 入 工 (limm 有 一 lim 了 (nh)= limaTCh)= 0 .反之 ， 
如 果 有 是 一 个 4 零 函 数 ， 那么 (4) 一 0| ;利用 不 等 式 h <<limné4 : 


便 得 到 TCh)< lim T Cné,) =1im nllé)=1i limn (上 《4) 一 
0 . 
其 次 假设 1Ch)<o%， 命 B 一 | -人 GE hx)=o0}. 对 于 任意 e> 
外 了 ( 入 是 有 限 的 ， 便 得 出 !(B) 二 0 . D 
“frz)=0 :ae 是 英语 的 表达 方式 ， 表 示 “ 人 性质 f (xz)=0 二 
a.6, 起 立 ”。 下 文大 部 从 这 一 习惯 用 法 。 但 有 时 根据 需要， 也 采 
”用 汉语 的 规范 说 法 ， 说 成 “iia .e. 成 立 f (x) = 0”。 诸 如 此 类 将 


i~a.e. 放 在 适当 位 置 的 汉语 规范 说 法 ， 不 再 一 一 注 明 。 一 一 译 者 
注 
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《9.51) 推论 设 (h.).?, 是 S$* 中 的 一 个 函数 序列 ， 并 假定 
lim 1(h)= 0. 则 必 存 在 一 个 子 序列 (jos745 1， 满足 S hniC%) 
< i -ae. 于 X， 特别 说 来 ， limjnx(xz) 一 0 -ave。 


证 先 玻 ( 扩 ) 的 一 个 于 序列 (1 )， 潮 足 S 了 (in <co。 利用 


是 四 了 


C9.18)， 可 知 了 ( 可 hn，)<oo， 再 由 C4. WP hnsC x ) 


| | 和 


<co t-ae。 口 
以 下 定理 加 然 是 一 项 技术 性 骨节 ， 但 对 于 后 文 却 大 为 有 用 . 
(9.52) 定 苯 ” 设 0 是 的 一 个 开 子 集 ， 则 对 于 任意 集 TCX， 
都 成 立 等 式 ， + 
ATDD=ATNO) TTND DY. 
~。 证 设 TCX. 由 (9.21) 直接 推 得 
ADEATNOD FEATNOY. 
现 证 反 疝 不 等 式 .，: (7T)=ce 时 ， 它 显然 成 立 ， 风 此 假设 CT) 和 < 
©， 并 给 定 任意 二 0. 根据 (9,24)， 便 有 一 全 并 和 集 V 汪 T7， 适 
合 t(V) 过 (CT)? 十 元 再 利 用 《9.24)， 取 一 个 开 集 H 汪 VD'， 


适合 :CHD< tri 十 全。 应 用 《9， 26)， 取 一 个 开 集 W， 建 . 


合作 cynr， 且 : + ErVND), 合 W =V HN Cw- ) 


那么 玉 和 Ws 是 不 相 训 的 沐 个 开 集 . 由 于 VV/ 是 各 个 集 V，H， 
《W-)’ 的 子 集 ， 可 见 YNU' CW, 呈 有 H， 从 而 


rd ap rn et 


因此 : 
lm 十 tr CQ 


i 


人 了 生 


< 
把 这 一 结果 与 包 全 关系 WW UW cy 结合 起 来 并 这 用 C 9.22 ) ， 则 得 
到 


THEOV TT WUWD)+D 


WEAWO) +FAVND+T ND 


之 愉 TND)+TND) 

既然 。 是 任意 的 ， 便 得 出 绪论 . i z 

四 DPATNDEATNDY. 日 - 

(9.33) 习题 试 证 : 

(a) 如果 在 R* 中 a <D， 那 么 4(]c， 2 一 2 a: 

Cb》 如 果 在 R 中 a 过 by， 那么 

iC)a, b()=A(Las 8) 一 40oy 6))= -XC (a, = bp—a. 

(9.34) 习题 设 A 是 尺 的 一 个 可 数 子 集 . 试 证 444) 一 0 

. (9.35) ”习题 设 P 是 Cantor 三 分 点 集 . 试 证 14(P)=090 

. (9.36〉 习题 “ 试 构 造 [0，1) 的 一 个 无 处 稠密 的 完全 子 集 F， 
使 4(F) 一 2， 这 里 C% 是 适合 0 4 二 1 的 任意 实数 , 
” (9.87) 习题 设 F 是 R 的 一 个 非 空 完全 子 集 . 试 证 ， F 含 有 一 
个 有 Lebesgue 零 测度 的 非 空 完全 子 集 ， 


(9.38) “习题 设 (a,) .3 ,为 一 正 实数 序列 ,并 且 之 as= 1. 


试 证 存在 一 个 两 两 不 相交 的 开 区 闻 序 列 (Ts,， 它 满足 ，[j 


忆 [0，1)， 对 于 每 个 %EN 有 AC1.) 二 as， 以 及 (0，1)0 U 7 

在 R 中 是 无 处 稠密 的 和 完全 的 (参看 (8.26). ] 
(9.39) 习题 (Fatou 引 理 ) 设 叉 和 J 仍 是 任意 的 .假定 (h,> 
+ 172. 


是 * 中 的 一 个 函数 序列 ， 试 证 ， 


T Uimh,) <limT (js)。 


性 一 各 | ~ 帮 


并 求 能 使 严格 不 等 号 成 立 的 一 个 序列 Ch )C Ci 这 里 X= I= 
5S( 即 Riemann 积 分 ) . z 

” “(9.40)〉 习题 设 X 是 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ,X# 是 X( 具 有 相 
对 拓扑 ) 的 非 空 闭 浮 集 ， 太 是 EuoCX#) 上 的 非 负 线性 泛 函 ，(# 是 如 
润 《9.19 ) 由 泛 函 1* 构 造 的 定义 在 X* 的 子 集 上 的 集 画 数 。 

(a) 对 于 XX 上 函数 f , 设 扩 是 其 定义 域 限制 在 X* 上 的 f, 试 证 : 
如 果 fE C6 oo(X)， 那 么 人 E G oo(X*). 

(b》 设 8E€ CoolX*)， 试 证 ， 存在 一 个 函 数 fE GooCX)， 使 
5 一 三 . (利用 Tietze 开 拓 定 理 《7。 40) 。) 

《〈c) 对 于 fE C ,olX)， 命 I( 有 = I*Cf*). 试 证 I 是 CooX) 上 
的 一 个 非 负 线性 泛 函 ， 

(d) 设 : 是 如 同 (9。19) 由 IT 得 到 的 集 函 数 。 试 证 ，!(XKw ) 一 0， 

CA)=1CAN XY) = AN KY).. 

(9.41) 习题 设 X 是 困 积 空间 ReXR, 其 中 第 一 个 因子 是 具有 
离散 拓扑 的 实 直 线 ， 第 二 个 因子 是 具有 通常 拓 扑 的 实 直线 . 对 于 
Xx, a, DER， 这 里 a<b， 命 

UCxsasb) = {X,Y EX: ALY<b} = {x%}X Jasbl. 

(a) 斌 证， {U(x,4a,b):x，a， bE R 且 a< 引 是 X 上 的 积 拓扑 的 
一 个 基 (6.41). 

(b) 试 证 ; 具有 这 一 拓扑 的 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 , 

对 于 定义 在 X 上 的 任意 函数 了 及 任意 XER， 设 fer) 是 了 上 由 
fczy (y)= 二 f(x，》) 定 义 的 图 数 . 

(ec) 试 证 如 果 f 6 Gool(X), 那 么 , 除 有 限 个 XE RR 外 ,fczi 恒 
为 零 . : 
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在 Coo《X) 上 规定 1 为 IC 了 ) 一 > SCfe2 )， 基 中 5 是 普通 Rio- 


madtn 积 分 . 四 

《d) 试 证 : 1 是 cuuCD 上 的 一 个 非 负 线性 泛 卫 ， 

设 :是 如 同 (9.19 ) 由 I 得 到 的 测度 。 .| 

Ce) 试 证 : A={(X, 0 ):x €R} 是 局 部 : 零 集 ， 但 不 是 ! 堆 
集 . 

(9.42) 习题 试 证 ， 如 果 和 是 紧 集 的 可 数 并 ( 称 这 类 空间 是 
5 紧 的 ) ， 那 么 凡 局 部 零 集 都 是 : 零 集 ， 


$10 测度 与 可 测 集 


《10.1》 引言 3 9 专门 论述 了 泛 函 了 和 定义 在 CX) 上 的 集 
函数 :的 结构 ， 我 们 的 最 终 呈 的 一 一 要 等 到 12 才 能 达到 一 一 在 于 
寻求 X 上 的 一 个 相当 大 的 函数 类 ， 就 这 一 函数 类 而 言 ， 等 式 


G) > TH) = 7(> 1) 
成 立 ， (对 于 名 * 中 的 函数 米 说 ， 业已 证 明 ( ) 式 成 立 ，) 为 此 ， 我 
们 借助 于 抽象 测度 以 及 根据 抽象 测度 记 定 义 的 积分 ， 寻 求 ( 1 ) 式 能 
成 立 的 了 上 的 一 个 最 大 函数 族 ， 这 一 问题 尚未 解决 ， 而 且 显 然 是 极 
其 困难 的 ， 解 决 这 一 问题 固然 不 止 一 个 途径 ， 但 我 们 所 采 用 的 方 
法 ， 却 具有 及 简 音 易 行 ， 又 可 以 引进 抽象 积分 的 优点 ”而 了 1 旬 和 人 
则 是 每 位 读者 总 应 了 解 的 . : 

”本 节 主 要 涉及 集 函 数 ! 的 一 些 性 质 ， 竺 别 涉 及 到 它 在 XX 的 某 个 
完全 确定 的 子 集 族 上 的 良好 宕 性 .在 定 光 这 个 集 族 时 记 需 要 的 :的 
一 些 性 质 已 列 入 定 理 (9.21 ) . 具有 (9.21.i) 一 (9.21.iv) 等 
属性 的 集 函 数 ， 原 来 可 以 抽象 地 如 以 研究 ， 市 与 拓扑 空间 或 正 旗本 
无 关 ， 我 们 形式 定义 如 下 . 
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(10.2)、 定 义 ” 设 XX 是 一 个 集 ( 没 有 拓扑 )，4k 是 定义 在 多 (X) 上 
的 一 个 应 数 ， 如果 下 列 四 个 关系 式 成 立 ,4 就 称 为 一 个 ( Carathéo- 
doryO ) 外 测度 ， 四 

(i) 对 于 任意 4CX。， 0 迄 4(4) 乏 co， 

(ii) WZ)= 0， 

(iii) 如 果 ACBCX， 那么 4( A)<hCB); 


Gv) 设 (4).=: 是 了 的 任意 一 个 子 集 序列 ， 则 


CU 4) < Fad. 


el "i | 


外 测度 本 身 用 处 并 不 大 ， 就 积分 论 来 说 ， 远 为 重要 的 是 测度 ， 
接 下 去 就 要 定义 它 . 

(10.5) 定义 ” 设 和 是 一 个 集 ,.o 是 X 的 一 些 子 集 所 成 的 代数 ， 
4 是 只 在 上 有 定义 的 信函 数 和 如果 下 列 三 个 关系 式 成 YY， 4 就 
称 为 一 你 有限 加 性 测度 : 

(i) 对 于 任意 46E .ol， 0 HD; | 

(ii) L(Y )= 0; | 

(iii) 如 果 A4，BE 9， 且 4N B= 那么 

LCAUB)=1( A)+1CB). ©® 

假如 一 个 有 限 加 性 测度 /又 满足 条 件 : 


(iv) 设 (4.)。2: 是 适合 Eg 有 【hie 的 任意 一 个 两 
两 不 相交 序列 ， 则 


4 U 4.)- > pC4s), 
/就 你 为 一 个 可 数 加 性 测度 或 简称 测度 ， 如 果 .of 是 X 的 一 些 子 入 


DC.Caratheodory 《1873 一 1950 ) ， 外 测度 的 创立 者 ， 术 出 的 
德国 数学 家 ( 祖籍 希腊 ) ， 他 为 现代 分 析 作 出 了 许多 重大 贡献 ， 
四 就 本 课程 而 言 ， 这 种 有 限 吉 性 测度 仅 是 次 要 的 。 为 了 完整 起 见 ， 

” 同时 着 眼 于 $ 20 的 某 些 应 用 ， 本 书 才 包罗 了 其 定义 。 | 
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所 成 的 ca 代数 ， 4 是 .J 上 的 《可 数 加 性 ) 测度 ， 那 改称 三 元 组 (X， 
1, 1 ) 是 测度 空间 . 设 (X,.w, HH) 是 一 个 测度 空间 ,， 如果 
4(X)<co， 那 么 称 (X,.o， AAA) 是 有 限 测 度 空 间 ， 而 称 /是 有 限 
测度 .- 如 果 X 是 .wo 中 具有 有 限 测 度 的 集 所 成 的 可 数 族 之 并 ， 那 么 称 
《 Xs. ，4) 和 4 都 是 9 有 限 的 . 如果 4 二 0, :或 4 仅 取 0 和 =" 两 个 
值 ， 那 么 称 (X,.o ， 44) 和 /都 是 退化 的 . 

要 是 适当 限制 一 下 其 上 定义 了 外 测度 的 子 集 族 ， 外 测度 就 为 效 
得 测度 提供 了 一 种 简便 方 流 . 在 着 手 研究 这 一 构 道 细节 以 前 ， 我 们 : 
先 看 几 个 例子 . 

(10.4) 例 (a) 没 X 是 任意 一 个 集 . 对 于 ACX， 命 


万 ， 当 A 是 有 限 的 ， 


， 当 人 4 是 无 限 的 . 

那么 ;是 多 CX) 上 的 一 个 测度 ， 也 是 22(X) 上 的 一 个 外 测度 。【 不 难 

看 出 ， 纪 (XX) 上 的 测度 也 是 外 测度 ，) 测 度 » 通 常 称 为 计数 测度 . 
(b) 设 X 是 任意 一 个 集 。 对 于 4ACX， 命 


v (A)= {< 


co， 当 A 三 2 
那么 /是 多 (X) 上 的 一 个 ( 显然 是 退化 的 ) 测度 ， 也 是 多 (X) 上 的 
一 个 外 测度 ， 

(c) 对 于 任意 集 X, 恒 为 零 的 集 函数 是 多 (X) 上 的 一 个 退化 测 
度 . 

(d) 就 目前 来 说 ， 最 重要 的 外 测度 是 集 函 数 : ， 即 8 9 中 对 局 
部 紧 Hausdorfft 空 间 的 子 集 全 体 所 构造 的 那 种 集 函 数 . 至 于 上 确 是 
外 测度 的 证 明 ， 请 参看 定理 (9.21) .不 过 ， 读者 应 当知 道 ， 分 析 
中 所 用 到 的 全 部 测度 ， 并 非 都 能 从 集 函 数 i 导出. 

我 们 现在 开始 构造 测度 . / 

《10.5) J 定义 (Carathéodory ) ” 设 X 是 一 个 集 ( 没 有 拓扑 )， 
1 是 到 (X) 革 的 外 测度 ，4 是 X 的 子 集 ， 如 果 对 于 任意 TCX， 都 成 
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立 

ULCT) 一 ACTn A) FuTN A’), 
就 说 4 是 上 4 可 测 的 .. 命 -MV ,表示 X 的 ,可 测 子 集 全 体 所 成 的 族 ,1 
表示 满足 &(4)= 0 的 X 的 子 集 4 全 体 所 成 的 族 . 

(10.6) 评注 (Ca) 鉴于 (10.2.iv) 及 (10.2,.ii) ,那么 只 要 
对 于 任意 TCX， 都 成 立 xCT) 之 4CTN LACTD 4 )， 则 XX 的 子 集 
A 就 是 i 可 测 的 . 

(b) 定义 (10.5) 的 祥子 有 点 不 大 自然 .根据 这 个 定 久 ， 从 
苑 中 区 分 出 一 些 子 集 4， 这 种 子 集 4 将 X 的 任意 子 集 了 分 成 两 部 分 ， 
而 在 这 两 部 分 上 4 可 以 相 加 ， 由 于 这 个 定义 没有 一 丝 一 毫 的 直观 
性 ，Carathéodory 本 人 究竟 是 怎样 想到 它 的 ， 似乎 是 不 可 思议 
的 ， Caratheodory 定 义 有 许多 具有 启发 性 的 草 洱 ， 它 提 供 了 一 个 
0 代数 ( 尽管 不 一 定 是 可 能 存在 的 最 大 o 代数 ) ， 在 其 上 4 是 可 数 
加 性 测度 ，[ 我 们 在 《10.40 ) 要 指出 ， 在 上 条 件 下， .WN ,成 为 最 
大 的 co 代数， 并 且 4 在 它 上 面 是 可 数 加 性 的 z 

Cc) 如 果 久 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 ,和 tt 是 如 $9 所 定义 
的 外 测度 ， 那 么 : 可 测 集 所 成 的 集 族 .就 包含 一 切 开 集 、 这 一事 
实 曾 于 (9,.32 ) 证 明 过 ， 我 们 将 看 到 ， 它 有 一 些 重 要 推论 . 

(d) 设 14 是 R 上 的 Lebesgue 外 测度 。4 可 测 集 族 . 尹 ,一般 册 做 
Lebesgue 可 测 集 族 . 方便 时 我 们 就 使 用 这 一 术语 . 

我 们 着 手 详 述 kK 可 测 集 的 性 质 ， 以 下 (10.7) 一 (10.11)， 
始终 假定 X 是 一 个 任意 集 ， 4 是 多 (X) 上 的 一 个 任意 外 测度 . 

(10.7) 定理 ” 设 4 是 的 子 集 ;如果 4C4) 二 0 , 则 4 必 是 Kk 可 测 
的 ， 并 且 对 于 任意 TCX， 成 立 ACT)=pCTN4)， 

证 设 T 是 苹 的 任意 一 个 子 集 ， 由 于 Tn 4C4， 便 有 HT 4A) 
一 0. 又 有 ULCTDI<AGTN4) 二 ATI4d )=4(T0 4 )&p(T).， 由 
此 可 见 ， HE) 一 HOT 人 4 十 ACTIN4 =AGTIMn4 而 前 一 个 等 

式 则 表明 4 是 wp 可 测 的 ， 口 
《10.8) ”定理 如 果 4 是 4 可 测 的 ， 则 4 也 是 可 测 的 . 
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证 显然 . : 
(10.9) 定理 设 (A,), “是 一 一 个 两 两 不 相交 的 的 1 可 测 子 
桌 序 列 . 则 对 于 任意 TCX， 都 成 立 


7 


AD)= 5 per na te(T n( U4.)). 


各 袜 卫 


十 根据 次 可 数 加 性 ,得 到 4(T)< D4CTN 4 二 (TN 


( 0 4.)). 由 此 ， 当 4(T)=oo 时 ， 便 直接 推出 (i)， 因 此 不 妨 仿 
设 L(T) 之 co， 先 证 对 于 任意 PE N， 都 成 立 : 


4 CT)= FS urnadtarn(. U £4) ) (1 ) 


让 和 


我 们 施 归 纳 于 以 证 明 ( 1 ) 式 成 立 。 当 Dp 二 1 时 ，( 1 ) 式 成 为 4(T) 
二 KT 站 41) 二 A(TN 41)，A41 既 是 4 可 测 的 ， 这 一 等 式 对 于 任意 了 
CX 都 是 成 立 的 . 假设 对 于 正 整 数 了 及 XX 的 任意 子 集 T，(1) 式 成 
立 。 既然 4;+1 是 /可 测 的 ， 便 得 到 

uCT)= LTN Ags) tu TN A 1) 


多 . 
TNAmD+ > TNA ,iN A) 


+ (TNA sin (0 4.)). (2) 


( 这 里 把 归纳 假设 应 用 于 集 T 站 4; ,1， ) 坷 为 当 4 取 p+ 1 时 有 4i 己 
As+1， 所 以 《2 ) 式 可 写成 


了 
UCGITD=AGICn4 + > LCT NA) 


| 


+4(TNA’ ss n(U 4: ) ) 
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S urn a rn( 4 ) ). 
这 正 说 明 对 于 p 十 1，(C 1 ) 式 也 成 立 . 


7 


数列 ( 以 rn( VU 4,) ,i | 是 一 个 非 增 序列 ， 并 且 数值 


(rn 人 U 人 | j 尖 是 它 的 一 个 下 界 于 是 它 存在 极限 ， 而 且 这 个 
极限 大 于 或 等 于 a( rn( 吕 4.] ) 等 式 ( 1 ) 两 边 取 极 限 ， 便 得 
到 


4 (TD) 一 lim 六 HTn 4 十 limp (7 (Ud, 4) ) 


-4 : 


> > TNAV+A(TN( 电 4 ) ). 


A 


既然 已 证 实 了 反 向 不 等 式 ， 便 完 成 了 证 明 ， 口 
(10.10) 定理 如 果 4 和 3 都 是 /可 测 的 , 则 .40 3 也 是 4 可 测 
证 ”只 须 证 明 ， 如 果 ECAN 站 B’，FCCA 门 B’)' ,那么 Lu(EUF) 
二 WU(B) 十 4(CF)， 因 为 F=(F 站 B)UCF 几 B’)，B 又 是 4 可 测 的 ， 所 
以 得 到 
LC(E)TuCF)=4(E) TAFN BU CEFN BB’)) 
—u(E)+u(FN B+L(FN B’). 
其 次 ， 因 为 BC4，FfMnBC4，4 又 是 4 可 测 的 ， 所 以 得 到 
uCE)TAuCF NB +ACFN B=A EU CEFNB’ TAFN B), 
又 EUCFNB')CB’，FN BCB， 因 此 
HCEUCFNB’ TACFN B=A (BUCPNB’ )U CPN B)) 
=JCEUF), 
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合 这 些 等 式 ， 便 得 出 4(B) 十 uC(F)=p(EUF). 口 0 
(10.11) 定理 4 可 测 集 族 .MV , 力 是 卫 的 子 集 所 成 的 一 个 o 代 
数 ， 并 且 4 是 o 代 数 , 必 :上 的 一 个 可 数 加 性 测度 ， 


证 设 (4,),?1 是 X 的 4 可 测 子 集 序列 ， 那么 U4,==A1U 


(CAs A UCAs Nf A fy ADUL U4N A NN A41)U…. 根 
据 (10.10)， 可 知 每 个 形 如 B= 二 C4 人 站 4;- 1 站 … 间 41) 的 集 是 4 可 
测 的 ， 些 外 ， 所 有 集 B3, 还 是 两 两 不 相交 的 . 

设 TCX. 根据 (10.9.i) 以 及 次 可 数 加 性 ， 得 到 


Lo 


KH(T)= Surnsstarn( Us )) 


人 古人 


| (j 3 ))+e(rnl (Bp ) } 
再 由 次 可 数 加 性 ， 又 得 到 


sn (ro Un)te(ro( Us)) 


| HN 四 耻 


从 而 
| cr)=p(T n| U 也 ， ) re 人 rr U B, ) ) 


不 难 证 明 以 下 结果 : C 是 4 可 测 的 充 要 条 位 是 对 于 任意 已 CC 和 任 
意 FfCC’， 都 成 立 


HCEU FF)=L(E)+ACF). CR 
证 设 C 是 可 测 钓 对 于 T= EUF, 因为 TNC=E, TNC’ 
= 下 ， 所 以 


nCEU FY =UT) LT NC HHT NC’) 
=K(E)+HCP). 
反之 ， 设 【以 ) 式 成 立 ， 对 于 任意 TCXX， 命 EE = rnc， 已 = TNC’. 
出 于 EUF=THC(CUC =T， 由 (3 ) 武 便 得 到 
LCT)=AEUF)= 4(E)+Hu(F) 
= WT 门 C) +u(T HNO’). 品 一 一 译 者 注 
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这 表明 UB 是 x 可 测 的 ， 所 以 U4, 一 UB, 是 4 可 浏 的 ， 由 这 
一 事实 及 〈 10.8 ) ， 可 知 4 可 测 集 族 是 0 代数 (1.13 ). 
在 (10.9,i) 中 取 了 一 .UB:， 便 得 到 


:( UB,) -> (( .Ba )Ns.) 


| 


+ 人 人 On (bm)) 


= » (Bi) FuCG) = > LB,.). 


这 样 一 来 ， 在 X 的 /可 测 子 集 全 体 所 成 的 c 代数 上 ， 4 便 是 可 数 加 性 
的 . 口 

既然 (10.11 ) 证 实 了 非 平凡 测度 空间 是 存在 的 ， 我 们 就 暂且 
离开 主题 ， 顺 便 证 明 有 关 任 意 测度 空间 的 某 些 有 用 的 结果 . 

(10.12) 定理 设 (X，.o，4) 是 一 个 测度 空间 ， 如 果 4,B 
E.w，4CB， 则 1H1(4) 委 ALCB). 

证 根据 (10.3。iii ) 得 到 

AKCB) 一 ALCdD) 十 ACEBDd 7) 

而 根据 (10.3.i)，HACBf 人 4) 之 0。 口 

(10.135) 定理 设 (X,.o 1) 是 一 个 测度 空间 .又 设 (4,),z， 
是 .中 的 集 序 列 ， 而 且 4C4C…C4C…、 则 


2( JU 4. )-=uimecy 


证 记 4, 一 HI. 那么 显然 有 U 4.= (4n4:-,?， 要 
据 (10.3.iv)， 即 根据 可 数 加 性 ， 便 得 出 
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EE 


te( U4, )= SAN 4 ,1) 
p 
= 1im > 4 (AN A ,1) 


“i 
fmt 


=lim 4( U CN 4A)) 


ml] 


=lim# (A,). [ 


(10.14) 评注 要 想 就 可 测 集 的 交 ， 证 明 全 然 类 似 于 定理 
《10.13) 的 结果 ，, 那 是 办 不 到 的 .为 了 明白 这 一 点 ,比如 设 和 一 及 ,1 一 
4，. 邓 一 . 帮 :( 即 Lebesgue 可 测 集 》, 并 设 4.,==(0n ,ool .那么 14,) 
一 co(1 一 1，2，3，…) ， 因此 lim 4(4，) 一 co， 但 左边 


却 有 1( 人 A,) 一 名) 一 0， 不 过 ， 我 们 确 能 获得 以 下 结果 . 


(10.15) 定理 设 (X,.og ,5) 是 一 个 测度 空间 .如 果 (4,).z: 是 
.中 的 集 序 列 ， 而 且 A1C4 7<co， 4 一 4 一 … 一 4 一 …， 则 


| fi 4 )= limt 4,). 


特别 说 来 ， 如 果 站 4, 一 GB， 则 limp( 4,) 一 0. 


证 因为 序列 ( 414;)*-1 是 非 减 的， 所 有 41 人 4; 又 都 在 
.Af 中 ， 于 是 应 用 ( 10.13)， 得 到 
L(A1)— limu(A,) 
=lim(u(AD) —pC 4) = limuC A1 fA,’) 


=t( 41N 4 ))=4(4.N (U4. )) 


=2(Ln( 人 4 ))=44) -A NN, 4 ). 
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两 边 减 去 LCA1) (既然 xCA1) 过 co， 便 允许 作 减 法 ]， 就 得 出 


tmpc A= 人 4， ) 口 


是， 


(10.16) 定理 设 (4,)?-1 是 .x 中 任意 一 个 集 序 列 ， 则 


(2) ce 人 L 全 4。 ))s lim pC(41). 
k=1 Tek 


Ek 


而 且 ， 只 要 L 4)j<=， 就 有 


k=1 
(ii) (Tf 1 (| U 4。 )>E. z 


证 . 2 (4c 站 4 NN ae …， 由 定理 


( 10. 19 知 和 4 U(N A: ))=time (N 4。 ) 而 且 对 于 任 


意 k， 部 有 4 C45>A( Nn 4， ) 这 就 玫 涵 ]i :(N 4 | 
<lim 4 (A, 从 以 上 结果 就 推出 Gi) 同样 可 证 不 等 式 (ii) | 


km 


(10.17) 推论 题 设 同 (10.16)， 又 假定 ng NN (U 4)- 


te1l.、 全 于 不 


LU (N 人) -3， | LU 全 则 eC4D 丰 在 有 等 AX)， 


证 ”由 不 等 式 


了 


limu( A En BS limal di) ww 
-2 km . 


就 证 实 了 断言 口 
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Ci0.18) 注意 在 (10.3) 中 ， 想 必 读者 已 注意 到 ， 可 数 加 性 
测度 是 定义 在 代数 .wr 上 的 ， 而 .oz 无 需 是 c 代 数 ， 这 固然 是 表达 上 的 
细节 ， 但 有 时 却 大 有 用 处 ， 确 有 一 个 方法 ， 将 可 数 加 性 测度 开拓 到 
含有 .tl 的 一 个 o 代 数 上 去 。 不过， 就 本 书 对 测度 论 所 做 的 阐 述 来 
说 ， 这 并 非 基 本 问题 ， 因 之 将 其 归 入 习题 (10.36 ) ,但 必须 指出 ， 
测度 空间 这 一 术语 却 是 专用 于 三 元 组 (X，.o，4 ) 的 ， 其 中 .万 
是 cc- 代数 ， 而 /是 .上 的 可 数 加 性 测度 . 

现在 我 们 加 到 局 部 紧 Hausdorft 空 zs 间 和 $9 所 定义 的 外 测度 
[ . 
(10.19) 定义 ”对 于 一 个 任意 集 X 和 X 的 一 个 任意 子 集 族 2, 命 
.9(@) 表 示 六 的 子 集 所 成 的 包含 8 的 o 代 数 全 体 之 交 ,. 很 明显 , .9 (@) 
万 是 一 个 代数。 这 样 一 来 ,9 (@ ) 就 是 X 的 子 集 所 成 的 包含 2 的 最 
小 o 代数 。 如 果 匡 是 一 个 拓扑 空间 ， 设 乡 (X) 是 X 的 子 集 所 成 的 包 
含 每 个 开 集 的 最 小 9 代数， 这 这 就 是 说 ， 多 (XK) 二 .FF (CO)， 其 中 6 是 
开 集 全 体 所 成 的 集 族 . 绍 (X) 的 元 叫做 XX 的 Bore! 集 . 

0. 20) 定理 ” 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ,: 如 (9.19) 
所 设 ， 册 有 罗 (X)C. 妈 ;， 世 就 是 说 ， 凡 Borel 集 都 是 ! 司 测 的 ， 朋 . 
(Xi M1，i) 是 一 个 测度 空间 . : 

证 定理 (9;32) 正 是 说 明 XX 的 一 切 开 子 集 都 是 1 可 测 的 [ 虽 
然 ( 9.32) 并 未 使 用 这 个 说 法 ]， 这 样 , .Y， 便 含 有 XX 的 开 子 集 全 体 
所 成 的 入 族 ， 议 谢 祖 据 (10.11 ) ， 得 到 

: -一 IO) 一 家 CD。 日 

《10， 21) 课 注 (a) 根据 尺 和 :的 种 种 选择 ， 确 实 存在 不 是 
Berel 集 的 ' 可 测 集 , 比如 说 , 设 愉 =， ! 二 4， 并 设 P 是 Cantor 三 
分 点 集 ， 刀 然 4(P)= 0 (9,35) ， 那 么 对 于 任意 4CP， 便 有 4(4) 
一 0， 从 而 了 的 所 有 子 集 都 是 4 可 测 的 ， 这 样 一 来 ， 史 (PIC.ANC 
咏 (R)。 既然 了 一 RR 一 ¢， 便 得 到 2° 一 多 (P) 委 -1 ,< 人 YCR)=2¢ ， 
因 之 .ip =25。 尺 刚好 有 “个 开 子 集 。 这 可 由 这 样 一 个 事实 推出 ， 
即 尽 的 每 个 开 子 集 是 具有 理 端点 的 开 区 间 之 并 ， 因 而 由 下 面 的 定理 
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可 推 知 皆 (R ) 一 。。. 这 一 概 赂 的 基数 论证 表明 ,存在 2¢ 个 不 是 
Borel 集 的 4 可 测 集 ， 但 并 没有 提供 构造 这 种 集 的 方法 . 

(b) 其实, 可 以 构造 很 大 的 一 类 4 可 测 集 , 即 所 谓 的 解析 集 ， 它 
不 仪 含有 全 体 Borel 集 ， 而 且 也 含有 ¢ 个 其 他 集 。 感 兴趣 的 读者 请 
参阅 S.Saks 及 W.,Sierpifiski@ 中 关于 解析 集 的 讨论 ,， 

(10.22) 习题 (a) 和 ao。 及 5 如 C9.19) 记 设 ， 试 证 .Mes 
= 人 D(X). 

{b) 设 XX 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， {xa} -1 是 X 的 一 个 


可 数 (可 能 是 有 限 的 ) 子 集 ; CQ.). 1 是 一 个 正 数列 ， 且 > ,< 


| 


oo， 又 对 于 任意 pE Coo(X)， 命 K09 )= > 0.9(x,)， 试 证 ，1 是 


三 1 


5 oo(X) 上 的 一 个 非 负 线性 泛 函 ， 相 应 的 测度 :为 BB rex, .4， 


= F(X). ， 
Cc) 把 (b) 推 广 到 .> 4, 二 oo 的 情况 . 试 求 出 要 使 1 对 于 任意 9 


E CoolX) 成 为 有 限 的 ，{Xx,} -1 尚 需 附 加 的 充 要 条 件 ， 并 在 X 是 0 
器 的 前 提 下 ， 就 新 的 和:， 证 明 (b ) 小 题 的 后 两 个 断言 . 

以 下 定理 的 证 明 提供 了 一 种 方法 ~- 一 怎样 “构造 ” 由 已 知 集 族 
生成 的 ac 代数 . 

(10.235) 定理 @ 设 瑟 是 一 个 集 ， 了 是 斑 的 一 个 子 集 族 ， 有 ZE 
£, 并 设 9 =.9C@) 是 X 的 子 集 所 成 的 包含 6 的 最 小 0 代数 . 如果 
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命 5.Saks，Theory of the Integral， 第 二 版 ， Monografie 
Matematyczne，Warszawa-~Lwow，1937， 第 三 章 。 

OW,.Sierpiflski, General Topology, 第 一 版 ， Univ.of To= 
ronto Press，Toronato，1956， 第 七 章 。 

命 后 文 并 不 需要 此 定理 [以 及 (10.24)，(10,25))， 感到 时 间 紧 的 读 
者 可 赂 去 ， 
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ee EE pat: Ph ise 


了 > 有 < ea z 
证 对 于 XX 的 每 个 非 空 子 集 族 .ZF ， 设 红 * 为 形 如 【 」】4, 的 集 全 


体 所 成 的 集 族 ， 这 里 对 于 每 个 mprE N， 不 是 4 为 多 的 元 素 ， 便 是 4， 
为 多 的 元 素 ， 又 设 吕 表示 最 小 不 可 数 序 数 (4,49). 我 们 利用 超 
限 归 纳 法 ， 对 于 每 个 序数 gc 之 QQ。 来 规定 一 个 族 8@。 规定 多" 为 族 
卢 ， 假 定 0 过 & < 二， 并 假定 对 于 适合 0 8 之 4 的 每 个 Bh 已 规定 


好 了 Gs，@ .规定 为 (上 【】 8s)*， 并 把 族 【】 8。 写成 YY， 我们 


断言 ，sf =.9， ee. 9 
显而易见 ，@ ,一 ECY， 假 定 对 于 任意 < ac， 都 有 @ sc， 


并 设 | 4, EZ。， 对 于 每 个 4EN， 不 是 4, 便 是 4; 为 【2 


bea 


的 元 素 , 因 此 4,,4;E.9， 这 样 ， 【4. 便 在 9 中， 也 就 是 说 ，@，。 


#1 


合 在 9 中 .既然 .Y= 2。 这 就 证 明了 fCY. 而 GCy 


Oo 


则 为 显然 的 事实 ， 所 以 为 了 完成 证 明 ， 只 要 证 .,Y 是 一 个 0 代数 就 可 
以 了 。 有 既然 EBo， 便 得 到 z 

X= UGUGU ER SY. 
现在 命 4E.， 必 存在 0 之， 使 4E@。， 所 以 对 于 任意 之 4， 
都 有 4 = 二 C4 UA U…) EBXCGEs，、 因 而 4 Ef. 其 次 命 (4,)?.， 
是 一 列 .of 的 元 素 ， 对 于 每 个 n EN， 有 a 过 Q， 满 足 4.€ Go， 应 
用 (4.49.iv ) ， 可 找到 过 QQ， 使 对 于 每 个 hn EN， 有 cs< 有 .于 
是 


Une(U eo) es. 


其 轩 主 是 下 让 


因此 .oz 是 一 个 xc 代数 ， 从 而 断言 .ol 一 .7 成立， 
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根据 题 设 ， 得 到 Bo。 二 。 之 2， 就 可 以 产生 集 (| 4.€ 61 的 
方法 (对 于 每 个 4,， 至 多 有 2 e 个 方法 可 供 选择 ) 而 论 ， 我 们 看 出 
2 和 (2e)rardN 一 erardN[(4.32)，(4。34)，(4.24。vii) 及 (4。24。 
xi。 现在 假定 对 于 适合 ! 委 8<c 的 任意 (这 里 1<a<), 都 有 


好 ,< 二 ecardNV 。 那么 Uer< e cardN oardN 二 ecardN(4,.32), 从 而 正如 


上 述 论证 ， 有 ,< (ecardN)cardV 一 ecardN0(4.24.viii) 及 (4.31))。 


根据 超 限 归纳 法 ， 可 以 推断 ， 对 于 适合 0 蕊 a 之 8 的 任意 ok， 者 有 
6. 世 。 ardN， 因而 


F=f= 4 Fs RercardNo ,= ecardN 
人 


((4.50: 及 (4.32))， 口 

(10.24) 习题 记号 如 (10.19). 

(a) 如 果 28 二 {Gg}， 试 求 .7 (@). 

(b) 如 果 区 = 但 1:，Us，…*，Uam}， 其 中 U; 是 非 空 两 两 不 相交 
的 ， 且 ,UU,U…Us 二 X, 试 求 .9(@)，.FS(@) 等 于 什么 ? 

(c) ”如果 @ 是 六 的 子 集 所 成 的 一 个 任意 的 有 限 集 族 ， 试 求 
Je(G)，.9(B) 等 于 什么 ? 

(d) ”如 果 @ 是 的 有 限 子 集 全 体 所 成 的 集 族 (X 可 以 是 有 限 的 ， 
也 可 以 是 无 限 的 )， 试 求 .9 (@)，、.9(@) 等 于 什么 ? 

(10.25) 推论 如果 邓 是 一 个 拓扑 空间 ， 并 具有 其 拓扑 的 一 个 
可 数 基 2 ， 则 多 (XX)<< <， 

证 基 定 义 (6.10) 表明 ，X 的 每 个 开 子 集 都 在 族 儿 ， 中 [这 里 
借用 了 (10.23 ) 的 记号 ， 但 作 了 变形 ， 这 很 明白 ]， 这 说 明 .2 (多 )》 
二 G8CX); 应 用 (10.23) 和 (4.34)， 得 

BXIEcardN YeardN = ce. 0 

“就 已 知 的 外 测度 4 来 说 ， 要 寻求 非 /可 测 集 ， 这 个 问题 是 极其 

错综复杂 的 ， 甚 至 就 8 9 所 构造 的 外 测度 来 说 ， 也 还 不 知道 一 般 性 
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结果 或 解决 问题 的 一 般 方 法 ， 不过， 对 多 ( 丸 ) 上 的 Lebesgue 外 测 
度 4 而 言 ， 找 出 非 4 可 测 集 还 是 比较 简单 的 .我 们 先 证 明 有 关 4 的 一 
个 简单 事实 . 

《10.26) 定义 对 于 RR 的 两 个 子 集 4 和 B, 命 4 十 B=={x 十 y:x€ 
A, YEB}, A—B={x—y:XEA, yEB}, ~—A={—x:x €A}. 
设 xER， 册 把 集 {x } 十 4 写成 x 十 4， 并 称 之 为 由 x* 产 生 的 4 的 平 
移 ， 可 类 似 定义 集 4B，4-1!( 当 0 44 时 )，AB-! 及 xA. 

《10.27) 引 理 对 于 任意 Xx 和 R 有 任意 4 R 成 立 等 式 
1Cx 十 4 一 4(C4) 一 人 一 47. 

证 根据 (9.24) 及 (9.23)， 得 到 

A(A)=inf{4ACDD):U 是 RR 中 的 开 集 ，ACU) 


=inf{ 5S (aa): AC UU Jass Dal } 


3 性 本 是 


由 于 下 列 三 个 包含 关系 
AC \ Jansbs ls 


二 和 


x 二 AC (Jat zsb,s txt, (1) 


Le 


— AC U)- bas — 


界 王 1 


彼此 等 价 ， 而 且 (1 ) 中 的 三 个 区 间 并 也 都 具有 同一 Lebesgue 测 度 ， 
这 就 证 明了 引 理 ， 0 

(10.28〉 定理 设 T 是 的 一 个 4 可 测 子 集 ,; 且 4(T)>>0， 则 了 
必 含 有 一 个 不 是 4 可 测 的 子 集 FE， 事实 上 ， 可 以 选取 E， 使 其 具有 以 
下 性 质 ， 若 .ff 是 R 的 子 集 所 成 的 一 个 o 代数 ， 它 满足 : 只 要 4 € .wy， 
XER， 就 有 .NM i 二 AL，X 十 4E .9% (例如 二 MN ) ， 又 车 L 是 97 
上 的 一 个 可 数 加 性 测度 ， 它 满足 : 对 于 任意 4E.M1， 有 C4)= 
4C4)， 而 对 于 任意 4E.9 及 任意 xX ER， 有 w(x 十 4)=4C4)， 则 
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Bg. | 
证 由 于 T= 【CTN (Cn，x))， 因 此 (9.21，iv) 表 明 


0<ATIE > UTN Cnn)). 


所 以 存在 pEN， 合 和 

0 <ATN(~p, PDEAUC—p,91)= 2Dp<co。 
不 妨 假设 0 和 4(T)<ce， 且 TC (一 p，p)]， 既 然 可 数 集 具有 4 测度 
0〈9.34) ， 那 么 必 有 


T >cardN.® : 
现在 设 D 是 T 的 任意 一 个 可 数 无 限 子 集 ( 4.15 ) ， 五 是 含有 DD 的 的 


最 小 加 法 子 群 ， 这 就 是 说 ， 互 由 有 限 和 六 wu 全 休 组 成 其 中 zn 


都 是 整数 ，4d; 都 在 马 中 ， 由 此 如 可 数 是 很 清楚 的 
斌 考虑 陪 集 { 十 及:1€ R}， 互 既 为 R 的 子 群 ， 这 些 陪 集 便 是 两 两 
不 相交 的 ; 就 是 说 ， 对 于 任意 ti 和 it;， 陪 集 二 十 如 和 tt; 十 用 是 不 相交 
的 或 者 是 相同 的 ， 设 在 R 中 选取 {fir:yE 大 ， 使 集 忆 十 如 :YE 大 @ 为 
HH 的 不 相交 的 陪 集 全 体 ， 就 是 说 ， 老 Yi 才 7， ， 则 (i 二 HH) 人 f(y 十 
及 )= 二 名， 而 且 对 于 每 个 :ER， 有 YE 厂 ， 满 足 t 十 H==ty 十 H. 命 全 。 
一 {YET:(ty 十 有 H) 们 TB}， 对 于 每 个 rE,， 内 选 一 个 元 素 x1€ 
(ty 十 及 ) 们 TT， 然后 命 E= {xy:YET。}。( 因 为 T 含 在 U {fy 十 H:YE 
夏 中 中, 且 tr 十 也 二 cardN, 所 以 必定 有 六 , 二 了 T>cardN。o,) 在 求 E 时 ， 
我 们 曾 两 度 作 了 不 可 数 次 任意 选择 ， 为 此 必须 援引 选择 公里 才 行 @ 
也 根据 下 文 《10.38 ) ， 了 含有 一 个 具有 正 4 测度 的 紧 集 五 .而 根据 
(9.34 ) ， 下 应 是 不 可 数 的 。 因 此 ( 6.65 ) 及 〈6.66 ) 蕴涵 已 =《。 


由 此 T= ¢. 

包 原 文 如 此 ， 似 为 集 {ir + H :YE 矿 ) 之 误 。 一 一 译 者 注 

@ 利 用 选择 公理 ， 业 已 构造 出 非 4 可 测 集 的 种 种 例子 。R .Solovay 
新 近 的 报告 CNotices Amer.Math. Soc. 12，217(1965 3 指 
出 ， 不 借助 选择 公里 。 是 不 可 能 得 到 非 1 可 测 集 的 . 
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为 了 证 实 E 具 有 所 说 的 病态 性 质 ， 规 定 集 7 为 HN CT 一 7). 
由 于 D 一 DCJCH,， 显然 J 二 cardN。 我 们 断言 :对 于 不 同 的 y 1 ,Ys 
€J],， (yi 十 E) {1(y; 十 EB) 二 名 。 设 若 不 然 ,. 便 有 不 同 的 Xx1, XE E， 
使 y: 十 x: 一 yz: 十 Ya。 由 于 y:，7yzE 万 ,这 就 列 涵 
xz 一 Xi 二 (yi 一 ya)ECX 十 万 ， 
与 EE 的 定义 相 耶 盾 ， 因 为 x,，x; 属 于 五 的 不 同 的 陪 集 ， 所 以 族 {y 十 
E:y€ 有 是 两 两 不 相交 的 .现在 假定 EE 在 0 代数 .ff 中 ， 当 4(E)==0 
时 ， 由 关于 4 所 作 的 假设 可 推出 
p+E)=p( () +E) )= 之 uty+E) 


Yee/ ve 


= > (FE)=0. 1) 
. - 了 了 
当 n(E)> 0 时 ， 类 似 地 可 推出 
uf 十 五) 一 co. 《2) 
《 1) 和 (C2 ) 都 是 不 可 能 成 立 的 ， 为 了 看 出 这 一 点 ， 先 证 
TCJ+4E, (3) 


其 实 ， 如 果 v €T， 那 么 对 于 某 个 YETo,，v Etr 二 HH 二 Xy 十 如， 从 
而 对 于 某 个 hE 五，v 二 *y -hh 这样 一 来 ， 
=v—X, ET—TINEHS=), 
这 就 证 明了 (3 ) 式 . 倘若 (1 ) 式 成 立 ， 那 么 由 ( 3 ) 式 可 推 知 
uCT)SRLOI+E)= 0. 
既然 4(T) 为 正 ， 而 4CT) 二 4(T)， 这 就 引出 了 矛盾 ， 因 此 C1 ) 式 不 
可 能 成 立 . 
另外 ， 显 然 有 
J+E=(HN(T-T)+EC(T—T)+T 
C[ 一 30 37]， 
因 之 
WI+E<Lu({— 3p, 3p))=A([(— 3p, 3p))= 6p<%. 
这 样 ( 2 ) 式 也 是 不 可 能 成 立 的 .所 以 说 ， 我 们 必须 拒绝 EE€ .多 的 假 
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设 才 行 . 口 

(10.29) 评注 〈a) 乡 (R) 上 存在 一 个 有 限 加 性 测度 4, 它 合 
于 条 件 ,(i) 对 于 任意 4€.2 4; 成 立 4(4) 一 4(4);(ii) 对 于 任意 XE€ 
及 任意 ACR， 成 立 u(X 十 4) 二 4(4)， 这 一 结果 首先 为 S,Banach 
所 证 明 @@， 下 文 (《20.40 ) 概述 了 其 证 明 步 又 .Banacth 绪 果 的 一 
影响 深远 的 推广 载 于 五 ewiii 等 @， 感 兴趣 的 读者 可 参阅 此 书 . 

(b) ”业已 得 到 Lebesgue 测 度 到 R 的 子 集 所 成 的 一 些 很 大 的 o 
代数 .上 的 可 数 加 性 开拓 4, 这些 4 并 保有 性 质 w(x 十 4A) 二 4( 4).， 
人 们 可 以 使 2¢ 个 新 集成 为 4 可 测 的 ， 而 且 事实 上 存 在 一 个 族 BC 忆 
-6， 它 满足 : 急 =25， 且 对 于 不 同 的 D,，DsE 乡 ,有 HpCD:AD，) 
二 1 .此 类 开拓 隐 仿 在 Kakutani 和 Oxtoby 所 提出 的 一 个 构造 里 @ ， 
而 Hewitt 和 Ross 所 作 的 一 个 构造 中 则 明确 给 出 了 此 类 开拓 @， 

Cc) 关于 某 个 度量 空间 中 (b) 小 题 的 表述 ,请 参看 后 面 (10.。45) 
及 (10.47). 

现在 再 次 回 到 局 部 紧 Hausdorfif 空 间 上 外 测度 ， 证 明 有 关 : 
可 测 集 的 一 些 很 有 用 的 结果 . 

(10.30) 定理 ” 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdotrff 空 间 ,: 如 8 9 所 
设 .又 设 4 为 X 的 一 个 :可 测 子 集 , 它 满足 :对 于 某 个 集 序列 (B,)?.，， 
有 A4C | j B。， 这 里 对 于 任意 za ，:(B.)<co。 则 


4(4)=sup{ 1 (F):FP 是 紧 的 ，FC 4}. : 
证 〈1I) 先 假定 5 (4)<ce. 设 2 为 任意 正 数 .根据 (9.24)， 
存在 一 个 开 集 了， 使 4CY， 且 :7)< 4 (4 二 二 se .因为 5 内 


一 1 (4)+ tCVNA4)， 所 以 得 到 :CVN4')< 二 ,利用 (9,26)， 


DD Fund. Math. 4. 7~-33 (1923). 

人 E. Hewitt and K. A. Ross, Abstract Harmonic 
Analysis 1, Springer~ Verlag, Heidelberg 1963, 242 一 245 。 

@ Ann, of Math. (2)52，580 一 590(1950)。 

® Math, Annalen 160, 171— 194(1965)., 
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ro par hewitt Pah 


RE tA 


选 7 的 一 个 紧 子 集 B， 使 7 站 E)< 寺 se ， 再 利用 (9.24)， 取 一 


个 开 集 WW, 使 VN 4cCWCV, 县 1: (WV)<5e. 集 Ff 二 EN W' 是 
紧 的 ， 显然 EC4， 这 是 因为 eo 
ENW’CEN(V’U DCVNGTV’ UMA)=A4. 
我 们 有 : 
(ANF’)=(AN GCE’ UW)<AAN E+ AN W) 


VN E+ WW) < 十 二 se 一 


利用 4 的 :可 测 性 ， 可 知 1 (= 1 一 (ANF')> 1 (4) 一 s， 
既然 。 是 任意 的 ， 可 见 1 (4) 之 co 时 定理 成 立 ， 

(TI) 假定 5 (4)=co。 鉴于 (9.242， 不 妨 假定 题 设 中 的 集 B 
都 是 :可 测 的 (事实 上 还 都 是 开 集 )， 记 4, 二 4 (Bi1U…UB,)， 
n CN, 并 记 h46= 二 2. 于 是 4; 是 ! 可 测 的 ， ‘(Ai)< cc， A Ans 1 
及 [| 4.= 40 | 


Rel | 
”根据 (10,11)，( 久 ,HYV1，' ) 为 测度 空间 ， 从 而 由 (10.13 ) 
准 知 / ， 
w=.(M=1limt (A). C1) 
利用 CI》 对 于 每 个 2E N， 取 一 个 紧 集 F,， 使 FF， C4,, 且 必 FF.) 之 
FA,). 由 (1 ) 式 ， 显 然 可 得 到 
lim (CF, )=lim (A,)==1.(A). 口 
《10.31》〉 定理 设 民 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， t: 如 $9 
所 设 . 对 于 ACX， 下 列 四 个 语句 是 等 价 的 : 
QD 如 果 一 个 集 是 有 限 测度 集 的 可 数 族 之 并 ， 则 称 这 个 集 是 c 有 限 的 
[参见 (10.3)]。 我 们 还 记得 ， 如 果 一 个 集 是 可 数 个 紧 集 之 并 ， 则 
称 这 个 集 是 o 紧 的 。 
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(Ci) 4 是 上 可 测 的 ; 
(ii) 对 于 :!(D2 和 ce 的 一 切 开 集 辟 ， 都 有 
UDAUN A)TAU NA’) 

(iii) 对 于 (U)<co 的 每 个 开 集 U，4f 是 :可 测 的 ; 

(iv) 对 于 任意 紧 集 已 ，4 FF 是 “可 测 的 . 

证 每 个 紧 集 FF 既然 是 闭 集 ， 定 理 (10.20 ) 则 表明 万 是 4 可 
测 的 ; 从 而 GG) 组 涵 (iv). 

先 假定 (iv) 成 立 ， 并 设 忆 是 开 集 ， 且 KU)I<ce. 定理 (10.30) 
表明 ， 对 于 每 个 2.8EN， 有 一 个 紧 集 F,CU， 使 (FF,) UU) 一 


1. 命 F= UP 则 得 到 以 下 三 个 结论 ;( 1)FCU; (2)F 是 1 

可 测 的 ; 〈 3 ) 对 于 每 个 rzE NEPE >KDD 一 于， 由 此 可 见 ， 

(下 ) 一 上 CU)，CTnE)= 0， 所 以 
4nTV=4nIFUGThNERD7=(Cd4nPUGCG4nCn RE) 


_(U CANF.) ) UcANUN PF’), 


由 于 LA4NUNF' = 0， 从 而 4 内 U 便 是 :可 测 集 的 可 数 并 ， 因 此 
(iv ) 芒 润 (1ii). 

其 次 假定 (iii) 成 立 ， 并 设 U 是 具有 有 限 : 测度 的 开 集 .那么 局 
和 ANU 都 是 1 可 测 集 ， 从 而 U4’==UNNCUN 4A’) 也 是 1 可 测 的 ， 
DD)=AODN DUUNA4D=iAUN 4)+iUNN 4)， 就 是 
说 ，(iii) 缠 涵 (ii). : 

最 后 假定 (ii) 成 立 ， 并 设 T 是 的 一 个 任意 子 集 ， 在 证 实 4 符 
合 定义 《10.5 ) 时 ， 不 妨 假设 KT)<ce， 因 为 要 不 然 就 肯定 有 
(7T)=coPITIMh4)T+TITDn4 7) 设 给 定 2 二 0， 可 取 开 集 U， 使 
TCU， 有 UD)<AT) 十 2 .那么 (ii) 蕴 涵 

CT)+eAOF(U A) TU (A’? 


TN 4 二 IT A Y. 

es 既是 任意 的 ， 便 完成 了 证 明 。 口 

《10.32〉 推论 如 果 4 是 局 部 上 零 集 ， 则 4 是 :可 测 的 ， 并 
且 :( 4) 王 0 或 (4)= ce. 

证 对 于 每 个 紧 集 F， 得 到 《FN 4)==0 (9.29 )， 从 而 五 站 4 
是 :可 测 的 (10.7)， 由 〈《10.31 ) 可 知 A 也 是 :可 测 的 .假定 
(4)<< ce， 应 用 (10.30 ) ， 便 得 到 

A)=sup{li(F): :也 是 紧 的 ，FC 4)== 0. DD 

” 《10,33) 评注 既然 对 于 选 定 的 菜 些 X 和 ';， 非 ' 零 集 的 局 
部 !:' 零 乐 是 有 的 (参见 (9.41.e)】])， 那 么 《10.32 ) 表明 ,一 般 说 来 不 
能 把 (10.30 ) 加 强 成 对 于 一 切 : 可 测 集 为 真 ， 不过， 要 是 X 为 紧 
集 的 可 数 并 的 话 ( 比如 说 和 二 RR")， 那 么 凡 XX 的 4 可 测 子 集 肯 定 都 
满足 《10.30 ) 的 假设 . 

(10.54) 定理 设 和 是 一 个 局 部 . 紧 Hausdorft 空间 ，! 如 
$ 9 所 设 ， 对 于 久 的 每 个 oc 有 限 的 、 可 测 子 集 4 , 必 存 在 XX 的 两 个 
子 集 了 3 和 C， 它 们 合 于 以 下 四 个 条 件 : 〈( 1 )B 是 o 紧 钓 ，《(2)C 是 
一 个 Borel 集 ，( 3 ) 包 含 关 系 BC 4CC 成 立 ,(4)2CCfIB ) 一 0. 

证 (1) 假设 (4)<ce， 对 于 每 个 zE N ,有 一 个 基 集 F.C4， 


使 (FD) 之 14) 一 二 ， 命 B= 二 【,. 对 于 每 个 n ， 有 :FJ<:(B)< 
C4， 从 而 (CB) 一 A). 其次， 对 于 每 个 EN ， 取 一 个 开 集 
0 二 4 使 (< 十 亢 命 C 一 NN U.; 那么 C 是 一 个 G。 集 ， 


因而 自然 是 Borel 集 . 很 清末 ， (CY =A 利用 A 的 1 可 测 性， 
得 到 CR A’)=1C) 一 C4) 二 0， ANNB’ )= 4) 一 ((B) 一 0， 


从 而 又 得 到 
CNB’ =.(CN A +ICd4n3B ?= 一 0， 


(T) 当 !(.)= co 时 ， 正 如 (10.23) 的 证 明 , 记 4= 【| j 4,， 其 
中 每 个 4 是 :可 测 的 ， 并 具有 有 限 测度 ， 由 第 一 种 情况 ， 存在 
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c 紧 集 B, 和 Gs 集 C， 1 一 1，2，3 满足 B,cC 4,C 6 
(CC B'.)=0， 命 日 = B,，B 分 明 是 o 紧 的 ， 则 得 到 


De on 


na-(Ua)n( Us) 
-(Ua )e( Na j= U cans , ) ， 


和 = 1 te， 


从 而 


CAN Bo UU (A.N B» ) j< S AsN Bs)= 0. 


由 二 nmwil 


现在 命 C = U C,; C 分 明 是 一 个 Borel 集 ， 上 面 证 明 .AN B' )= 


0 时 所 提供 的 论证 ， 又 可 用 来 证 实 :CC 站 A’)= 0 ， 正 如 第 一 种 情 
况 ， 自 此 可 知 .CCNNB’)=0. 口 
$ 9 所 论 及 的 泛 函 了 ， 对 于 一 切 f。gE€ 3 +， 满足 不 等 式 


T(f+o EI)+TI(g) 

( 9.16.iy ) @， 可 以 举 出 一 些 泛 函 1 及 函数 /，g， 使 得 严格 不 等 
式 成 立 [参见 (10.41)】); 这 就 是 说 ， 在 S * 上 了 一 般 说 来 不 是 加 性 
的 . 然而 在 一 些 特定 函数 类 上 ， 了 却 是 加 性 的 ， 我 们 现在 就 举 出 这 
样 的 一 类 函数 . 四 

(10.55) 定理 设 A 和 B 是 两 个 不 相交 的 1 可 测 集 ，a 和 B 是 
两 个 非 负 实 数 ， 则 成 立 等 式 

(i) I (aéstPEs)=alT (Es)+ BICEs). 

证 根据 1 的 次 加 性 ， 显 然 只 要 证 明 


T (as 十 ED)ZPa T(E)+ BIC(Es) (1 ) 


中 原文 为 (9,18 ) 。 一 一 译 者 注 
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就 行 了 ， 在 以 下 三 种 情况 下 ， 都 不 难 验证 不 等 式 ( 1 ) 都 成 立 ，(1 ) 
?一 0 或 Bp 一 0 (2) 以 4)== 0 或 (A)== 吕 ;,(3) (0B)=0 或 ((B) 一 
ceo， 这 尝 验 证 留 给 读者 ， 我 们 来 证 在 ap 一 0，0 <4D<%， 以 
及 0 之 B) 之 的 前 提 下 ，(1 ) 式 成 立 ， 

CI) 先 候 设 A4 和 B 都 是 紧 的 ,根据 (6.80);， 羡 上 有 一 个 连续 
实 值 函 数 9， 使 9(4)= 二 {10}，%(B) 一 {1})， 集 {XEX:9(X) 过 
二 } 和 {xEX:9(x)> 全 } 是 分 别 含有 A 和 BB 的 两 个 不 相交 的 开 集 . 
既然 A4 和 B8 都 具有 有 限 测度 ， 因 此 都 含 在 具有 有 限 : 测度 的 一 些 
开 和 集中。 取 这 些 开 集 与 由 ?定义 的 开 集 之 交 ， 就 得 到 两 个 开 集 Uo 和 
y。， 它 们 合 于 条 件 ，U, 二 4，yo 一 B，、Uuny=g，0<K(Uo 二 
co 及 0 < <co， 则 有 


TcE 十 6ED<cT(CGDTPBTCGEDD) 一 acCd) 十 BCB)<co. 
现在 给 定 s> 0 ， 存 在 一 个 函数 FE 叫 +， 使 Pas4 十 5o， 且 


T (+ ) 一 地 s <TCaEst+hEs). 
取 S>>0， 使 


E 
0<6<ainl Hd TCF ey 6} 


对 于 任意 x*€ 4， 有 f(x) >a. 根据 f 的 下 半 连 续 性 ， 必 有 一 个 开 集 
， U， 适合 4CUCU。， 并 且 对 于 任意 XEU，f(x)>>a 一 6. 同样 ， 
必 有 -一 个 开 集 FF 适合 BCVYCYVo， 并 且 对 于 任意 XEV, f(xX) 二 pb 一 
6 .于 是 得 到 
: f>(a—6)60— (PB— 0)éy; 
因而 
iCf)>T Ca-6)é+ (B06) 

一 (C 一 6)T (sr) 十 (8 一 S)TCEr) 

一 (CC 一 6) 1 (TI) 十 (8 一 6) 1 CV) 

Pat A)TFBL BOC CU + CV)) 
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[站 


Poi +AB) OU tC 
>a( A)T+H(B)— 了 2 
综 上 所 述 ， 我 们 已 证 明了 


aT (EV+P TSD -eT D-H <Tas tts). 


s 既是 任意 的 ， 可 见 如 果 A 和 了 都 是 紧 的 ，(1 ) 式 便 成 立 ， 

(I)〉 其 次 假设 4A 和 了 3 是 具有 有 上限 正 调 度 的 任意 两 个 ! 可 测 集 . 
给 定 。 0 ， 利 用 (10.30 )， 取 两 个 紧 集 E 和 F， 满 足 ECh， 
FCB， Q(BE)>a(A) Se BCF) > PB) -3 对 紧 集 E，F 
利用 (下 )， 就 得 出 / 


I (agst+Pés)>ICaés + bE;) 
一 CCE) 十 DCF)>aiCd) 十 BCB) 一 8 


=a T(£1)+B T(E£s)—e. 口 
在 结束 本 节 前 ， 我 们 布置 以 下 大 批 可 题 。 其 中 有 几 个 练习 ! 例 
如 (10,.37))， 实 际 上 是 为 主要 课题 的 一 些 后 续 定理 所 需要 的 ， 其 余 
练习 则 是 从 多方 面 来 前 明 并 开拓 基本 理论 . 因此， 我 们 希望 抱 认真 
学 习 态 度 的 读者 都 要 完成 其 大 部 分 . 
(10.36》 习题 设 X 是 一 个 任意 集 ，.w 是 立 的 子 集 所 成 的 一 
个 代数 《 .无需 是 一 个 o 代数 ) ， 又 设 4 是 《10.3 ) 意义 下 .xzZ 上 的 
一 个 可 数 加 性 测度 ， 在 名 (X) 上 规定 集 孙 数 4 如 下 : 对 于 TCX,， 
合 | . 
ED=inf { DB uA):TE 【| 4 A Ass Aos ed}. 


‘namal = 


(a) 试 证 ; 4 是 多 (X) 上 的 一 个 外 测度 . 

(b) 试 证 ， 在 代数 .of 上 ，& = 二 4 

(c) 试 证 ， 凡 .oz 的 元 素 关 于 4 都 是 可 测 的 . 

(d) 试 证 ，A 可 以 开拓 成 一 个 可 数 加 性 测度 ， 后 者 定义 在 天 
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的 子 集 所 成 的 含有 .oz 的 一 个 c 代数 上 . 【所 确认 的 这 一 事实 ， 称 为 
Hopf 开 拓 定 理 ， ) 

(19.37) 习题 和 ，.o 如 (10.36 ) 所 设 . 设 Y 是 .上 的 一 
个 集 函 数 ， 并 满足 下 列 三 个 条 件 ， 

(i) 对 于 任意 46E .oo，0 < 委 7Y(4)< 委 co; 

(ii) ， 如 条 4, BE ,4f1B 一 所 ,那么 (4UB) 一 7C4) 十 Y(B)7， 


Gii) 如 果 A1，4s，…€.7 4444 {1 4.= 
人 那么 limy(4u) 一 0 . 


规定 7 的 方法 和 (10,36 ) 完全 一 样 . 试 证 明 ， 就 集 函 数 Y 和 
7 来 说 ，(10.36 ) 的 (a)，(b)，(c)，(d) 都 成 立 .( 此 为 Hopf 开 
拓 定 理 的 另 一 形式 ， ) 

(10.38) 习题 设 (X，.，4) 是 一 个 测度 空间 ， 试 证， 
4 必 可 开拓 到 0 代数 .yq 上， 成 为 .好 上 的 一 个 测度 心 使 得 具有 4 
测度 0 的 任意 集 的 任意 子 集 是 4 可 测 的 ， 并 具有 4 测度 0. 

在 证 明 后 文 主要 课题 的 两 个 重要 定理 ((20.56) 和 (20.577] 时 ， 
需要 下 区 这 个 习题 ， 因 此 我 们 颇 为 详细 地 作 了 提示 ， 

(10.39)〉 习题 和 X，.o，/ 及 1 如 (10.36 ) 所 设 。 命 = 
.P(A ) 是 的 子 集 所 成 的 含有 代数 .tl 的 最 小 0 代数 .假定 《XX， 
.9 ，v) 是 一 个 测度 空间 ， 且 适合 条 件 ， 对 于 任意 AE .1，?(4)= 
A(C4)7， 试 证 下 列 命题 ; 

(a) 如果 BE.9， 则 4CB) 之 rv(B).〔 提 示 命 .x 。 表示. 中 集 的 


可 数 并 全 体 所 成 的 族 . 如果 A= | j 4.E.wz。, 其 中 (4 ,?1CC9， 


nem1 


那么 A 二 A， U 【) ( A, [| Ai’ 站 .42 站 人 4 ) 就 是 .ol 中 不 相 
人 二 名 
交 的 集 之 并 ， 从 而 v(4)= 二 xC4); 于 是 
u(B) = inf{ 4(A):BCAE.Y ,} 
~inf{r(A):BCAE.YA ,}> 7(B).) 


* 198- 


(b) ”如果 RE.9， KC) 二， 则 ?CF)= ACE)， [提示 给 定 
2 汪 >0， 取 AEwY。， 使 FCA，4CA)< 过 uF) 十 e.， 然后 利用 
(a) 来 证 明 ， : 

uF) EE 0C4) 一 74 一 2 十 ?4 ) 
<2(CF) 十 UKC4I RE) <z(CF) 十 e、) 
Ce) 如 果 存 在 一 个 序列 (F.) ,*9C.of ， 它 满足 ， 对 于 任意 nn， 


LC(F,)<co， 且 = 【FF,，， 则 对 于 任意 BE .2，E) 一 KB) ， 


也 就 是 说 ，p 光 .9 的 开拓 是 唯一 的 ，[ 提 示 ， 不 妨 假设 FF。= 2 
Cn 二 m )， 那 么 根据 (b ) 便 得 到 


vE)= > rENF)= > HCENF)= WCE). ) 
LL 1 


Cd) ”如 果 取 掉 (Ce) 中 o 有 限 性 假设 ， 则 向 ,的 开拓 可 能 有 不 
止 一 个 . (提示 ,. 命 ==(0,1(, 设 .x 是 形 如 Ca，b(CCt0，1[ 的 区 间 的 
有 限 并 全 体 所 成 的 代数 .在 .4f 上 规定 1 如下: 4(@)= 二 0， 丽 当 A 二 
人 时 ，HU(C4) 一 co。 证明: 在 (0，1[ 的 Borel 集 上 ， 恰 好 有 2° 个 可 
数 加 性 测度 与 .or 上 的 4 一 致 、) 

(10.40) 习题 设 有 乡 (X) 上 的 一 个 外 测度 4， 如 果 对 于 每 个 
Ec-x， 存 在 一 个 /可 测 集 4CX， 使 得 EC4， 且 4(4) = 4(E)， 就 
说 4 是 正则 的 . 

(a) 试 证 ， 几 象 (10.36) 那 样 ， 由 集 代数 上 的 一 个 测度 得 到 的 
外 测度 ， 必 是 一 个 正则 外 测度 . 

(b》 试 证 : 如 果 环 是 一 个 局 部 紧 Hatusdorfft 空 间 ， 而 上 如 9 
所 设 ， 则 :是 一 个 正则 外 测度 . 

(c) 命 了 二 {0 1》 ， 试 在 多 (CX) 上 构造 一 个 非 正 则 外 测度 

(d) 设 / 是 多 (X) 上 上 的 一 个 正则 外 测度 ，FCX， of 是 含有 {) 
UW, 的 最 小 代数 . 试 证 ， 如 果 4 在 .of 上 是 有 限 加 性 的 , 则 EE .NH ，， 

(e) 试 讨论 :由 于 4 是 R 上 的 一 个 正则 外 测度 , 那么 (10 .29.b) 
所 提 及 的 4( 作 为. 隶 : 上 的 测度 ) 的 所 有 开拓 ， 都 不 能 与 真 包含 
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-WH ;的 任意 集 代数 上 的 外 测度 4 一 致 

(10.41) 习题 设 4 是 (0， 1 的 非 4 可 测 子 集 ，B=(0，1)] 
站 4“ . 试 证 ， 5S(0E 十 E ) < SCE) 十 SCEs), 式 中 SS 是 Riemann 积 
分 . 

(10.42) 习题 设 X，Y 是 两 个 拓扑 空间 ， 试 证 以 下 命题 

(a) 如 果 了 是 XX 到 Y 内 的 连续 函数 ， 且 BE 多 (7)， 则 广 !(B) 
E gB(X). (可 考虑 使 得 断言 成 立 的 集 了 全体 所 成 的 族 ， ) 

(b) 如 果 4E 静 (X)， BE GB(7), 则 4XBE GB(XXY),.[ 请 复 
习 积 拓扑 定义 (6,41) ， 并 利用 (a)，)】 

(c) 试 把 (b)> 推 广 到 可 数 个 拓扑 空间 的 乘积 . 

(10.43) 习题 (H.Steinhaus) 设 T 是 RR 中 的 一 个 1 可 测 
集 ， 且 4(T)7>>0， 试 证 : 集 了 一 了 包含 一 个 区 间 [ 一 c， (a>0). 
下 列 步骤 或 许 有 助 于 证 明 . 

(a) 如 果 UU 和 都 是 R 中 的 开 集 ， 目 都 有 有 限 1 测 度 ， 那么 函 
数 x 一 4((CGx 十 U)MnT7 ) 在 R 上 连续 . 【可 先 研 究 区 间 ， 进 而 就 一 般 
的 口 和 VV 利用 (6.59)，)】 

(b》 如 果 A 和 B 都 是 4 可 测 的 ， 且 都 有 有 限 4 测 度 ， 那 么 x* 一 
4C《 (x 十 和 4) 门 B ) 连续 . 【对 于 加 过 4 及 了 一 B， 先 证 明 

MGCCx FT NT AC 十 4) 门 3)| 

AUN A +ATVNB). ) 

(c) 和 集 TT 一 TIT 包含 一 个 区 间 ( 一 &,Q).( 通 数 x 一 4CCX 十 T) 间 TT) 
在 0 处 为 正 ， 而 且 若 《x 十 T) fT 名， 则 XE€T 一 T. 】 

(10.44) 习题 试 把 (10.43) 推 广 到 A 和 A 十 B， 这 里 A4，8 都 在 
-WM ,中 ， 且 都 具有 正 测度 . 

(10.45) 习题 设 (X,.WV,4) 是 一 个 测度 空间 ， 并 设 

A={EENM UE)<). : 
对 于 A4，BE.HMV， 规 定 
P(A,B)=n(AAB). 
(a》 如 果 凡 uC(4 人 入 8) 二 0 的 两 个 集 4 和 召 都 认为 是 同一 个 集 ， 
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试 证 (. 儿 ， 2 ) 是 一 个 完 完备 度量 空间 . 

(DD) 证明: .VX .从 到 .MN 内 且 在 《 A, B ) 分 别 有 值 4U 83， 
4AB 及 4f B 的 三 个 映射 都 是 连续 的 . 再 证 明 .YN 到 .MV 内 的 映射 
4A 一 A’ 也 是 连续 的 、 

(10.46) 习题 试 证 (10,45) 所 定义 的 度量 空间 ( .局 2) 
当 基 二 (0,1)，- 人 = ([0,1) ) 及 4== 4 时 并 非 紧 空 间 . 

(10.477 习题 (a) 设 和 着 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 , :是 
如 8$9 所 定义 的 和 上 的 一 个 测度 。 试 证 : 如 果 义 的 拓扑 有 一 个 可 数 
基 ， 则 如 《10， 45 ) 所 定义 的 度量 空间 (. 妈 ， P ) 9 是 可 分 的 . 

(b) 试 指明 度量 空间 ( . 尹 ,，p ) 有 一 个 可 数 稠密 子 集 ， 其 中 
-是 尺 的 Lebesgue 可 测 子 集 所 成 的 0 代数， 而 4 是 如 (10.45) 
用 来 规定 P 的 测度 ， 试 求 对 于 ( 10.29.b ) 所 描 述 的 Lebesgue 测 
度 的 不 变 开 拓 4 来 说 ， 空 间 ( .MV，P ) 的 稠密 子 集 的 最 小 基数 ， 

(10.48) 习题 设 XX 是 赋 以 度量 Pp 的 度量 空间 ，4 是 P(X) 上 
的 任意 外 测度 ， 满 足 ， 如 果 A4,， BCX，A 夫 作 ,B 子 名 及 Pp (44，B) 祖 
0， 那 么 x( 4UB) =4C4) 十 4CB)。 这 种 外 测度 叫做 度量 外 测度 
(metric outer measures ) 。 设 节 是 和 芝 的 一 个 开 的 真子 集 ，4 是 
UU 的 一 个 非 空 子 集 ， 对 于 每 个 xEN， 坑害 4 人 4 P Co0')> 

、 试 证 : 


(Ca) lim AL 一 Ad) 

《可 考虑 集 D,, 二 42s 站 A's,- 1 和 Ds sti 二 Asn+i 站 A’ 2+): 
(b》 号 是 4 可 测 的 ， 
(ec) BAIS ,. 


(10.49) 习题 ”一 类 外 测度 的 结构 。 设 X 是 一 个 可 分 度量 空 
间 ，EO 是 羡 中 的 开 集 全 体 所 成 的 集 族 ， 了 了 是 一 个 正 实数 .对 于 每 个 


@ 原 书 印刷 不 清 ， 似 为 “ 桨 ,P” 译 文政 为 Mi，0”， 一 - 译 省 
注 
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& >>0， 俞 0 ,={UEO:diamU 过 ee }U{G}， 对 于 每 个 ECX， 规 
定 


ta EV=inf{ DB CdiamU) :U0.E0.,E Co,), 


wl .加 时 | 


其 中 规定 diam 儿 = 0. 

(a) 试 证 : 当 减 小 时 ， pz， .() 是 非 减 的 . 

规定 ， 对 于 每 个 ECX,， tCE)= limp, :(E). 

(b) 试 证 : py 是 X 上 的 一 个 度量 外 测度 

(c) 试 证 ， 如 果 u,《(E) 达 %%， 是 gp 那么 us(E)= 0 

集 函 数 4; 叫 做 祥 上 的 Hausdorff p 维 (外 ) 测 度 ， 对 于 ECX，E 
的 Hausdorff 维 数 定义 为 数值 sup{pER:p> 0，UrCE) 二 0;， 这 里 
设 sup 弛 = 0 

10.50) 习题 设 R 具 有 通常 度量 .考虑 R 上 的 Hausdorff 
测度 po 人 参见 (10。 49) 对 于 ECR， 设 dimE5 是 5 的 Hausdorff 维 
数 .9 试 证 ， 

(a) l= 二 1; 

(b) 对 于 所 有 间 宇 开 人 U， 都 有 dimU 二 1 ; 

(c) dimE=0 蕴涵 4CE) 二 

(d) 知 果 是 Cantor 三 分 上 人 ,那么 din Pp 一 1082( 可 考 卡 
(6,62) 中 的 集 P,); 

(e) 必 有 一 个 RR 的 不 可 数 子 集 B， 满 足 dimE== 0. 

(10.51) 习题 另 一 类 外 测度 . 设 (X,po ) 是 一 个 度量 空 
间 . 对 于 一 个 非 空 集 ECX 及 上 >>0， 规 定 2( 了 ED 如 下 ， 

n( 互 ,起 二 1 ， 当 对 于 一 切 z，x'/EE，p(zsx') 委 上 时 ; 

n(E,t)=supt F:FcE, F 是 有 限 的 ， 对 于 个 同 的 *,x EF 
有 P(X ,x’)>> t}， 当 此 上 确 界 为 有 限 ， 


hl 


QD “dim” 为 英文 «dqimension 《 维 数 ) ”的 前 三 个 字母。 一 一 译 者 
注 
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mi(E， 思 一 co， 其余 . 
并 规定 名 ,1) 为 零 ， 设 9 是 定义 在 ]0，1) 上 的 一 个 正 实 值 、 
严格 递减 函数 ， Hlim?(D)=0, 对 于 任意 ECX， 规 定 


n(E,t) 
DC) 


extv(E)=1im 
tio0 

对 于 任意 ECX， 规 定 
=i > exto (Ai) : 


r=1 


其 中 下 确 界 是 在 满足 U 4 二 E 的 集 {A,}:%: 所 成 的 一 切 可 数 的 、 


两 两 不 相交 集 族 上 来 取 的 . 

(a) 试 证 ?。 是 如 (10.48) 所 定义 的 一 个 度量 外 测度 .( 提 示 . 值 
得 论证 的 仅仅 是 : 当 Pp (4，B) 守 0 时 , ?。( AUB)=?,(4)+ 
vy.(B)， 这 由 等 式 nCAUB， 站 =n《 4，1) 十 n(B，1) 一 一 此 等 式 
当 t 之 p( 4，B) 时 成 立 一 一 便 可 推出 ，) . 

(b) 没 X=R( 具 有 R 的 通常 度量 )， 9(2) 一 二 试 计算 »。， 

(c) 试 把 外 测度 ?。( 关于 适当 的 2! ) 与 Hausdorffp 维 测度 
作 一 比较 ， 

(d) 斌 证， 当 EE 可 数 时 ，v。CE)= 0. 

，(《e) 试 证 :如 果 存 在 一 个 FE 到 F 上 的 等 距 , 那 么 vp (FE) 二 ?。CF)。 
[所谓 等 距 。 是 指 一 个 映射 p， 它 把 一 个 度量 空间 映 满 男 一 个 度量 
空间 ， 且 P(X，y) 二 Pp (Cx)，¥(y) ) ， 0 和 Ap/ 是 两 个 空间 上 的 
度量 】 

(10.52) 习题 设 a 是 R 上 的 任意 一 个 实 值 非 减 函数 ， 1 是 
如 同 8$ 9 由 Riemann-Stieltjes 积 分 导出 的 RR 上 的 Lebesgue-~Stiel~ 
tjes 测 度 ， 试 证 : 对 于 XE RR 4。( {x%}) = 二 0 的 充 要 条 件 是 a 在 x 
连续 . 

(10.55) 习题 a，4, 如 (10,52) 所 设 ， 假定 a 连续， 试 证 


。203 ， 


re he hiie ATH oP eke ETH tH ht er Hn 
1 


以 下 三 个 断言 ， 

(a) 对 于 每 个 上 >0， 存 在 一 个 无 处 稠密 的 完全 集 4C(0,1)]， 
满足 4。(4)>>4。 (00,1] ) 一 。 . 

(b) 弃 在 一 个 Fo 集 BC00，1)]， 合 于 条 件 ，3 是 第 一 范 团 集 ， 
且 4.(CB) 一 4。((00,1) )， 

(c) 存在 一 个 第 二 范畴 的 Cs 集 ， 它 含 在 (0,1) 中 ,并 具有 4。 测 
度 零 . 

〈10.54) 习题 本 题 中 ， 我 们 首先 概述 R 的 某 个 子 集 8 的 结 
攀 ， 这 个 子 集 B 对 于 极 少 的 14,( 这 里 a 是 连续 的 ) 才 是 可 测 的 . 

(a) 试 证 : 几 R 的 不 可 数 闭 子 集 F 都 具有 基数 c .[ 利 用 (6.65) 
及 (6.66)，) : 

(b) (F.Bernstein ) . 试 证 ， 存在 R 的 一 个 子 集 B ,满足 : 
对 于 R 的 任意 一 个 不 可 数 闭 子 集 F， 都 有 BN FB 及 B’ 们 F# 人 
(提示 ，R 恰 好 有 :个 开 子 集 , 因 此 也 恰好 有 个 不 可 数 闭 子 集 ， 设 
ok 是 具有 相应 基数 :的 最 小 序数 (可 利用 (4.47) 来 证 实 oe 是 存在 
的 ). 设 {F,:7<we } 是 RR 的 所 有 不 可 数 闲 子 集 的 一 个 良 序 关 系 . 根 
据 超 限 递 归 及 选择 公理 定义 B 如 下 . 设 x。 和 yo。 是 Fo 中 的 任意 两 个 
不 同 的 点 .假定 对 于 一 切 ? <7 (这 里 ?7<o。) 已 定义 好 了 xy 和 yy， 
集 4;= 二 {xXy:? 过 7) UD tyr: 7 <9)} 具有 基数 和 c， 这 是 因为 ok 是 基 
数 上 的 最 小 序数 的 缘故 .所 以 集 F, 有 4 ,具有 基数 上 ， 设 *, 和 ?是 
集 F, 站 4 ,中 的 任意 两 个 不 同 的 点 。 最 后 命 B= 二 {XxX,:7<wme}. 最 
而 易 见 ， 对 于 一 切 7?<<%。，BNF; 寺 2，B’ IF 人 》 

(c) 试 证 ， 如 果 a 连 续 , 月 14s。= 0 ,那么 B 是 非 1. 可 测 的 ，[ 提 
示 . 假定 B 是 4。 可 测 的 . 则 根据 (10.30),， 便 得 到 4,(8)= 
sup{4s(F):F 是 紧 的 ,FCB}.，B 的 所 有 紧 子 集 都 是 可 数 的 ,并 且 既 
然 对 于 一 切 x*E R， 都 有 42( {x} ) 二 0， 由 此 可 得 4.C4B) 二 0. 同 
样 可 得 14.《B’)= 0 ， 从 而 倘若 BB 是 和 可 测 的 ，4, 就 是 零 测 度 ，) 

本 题 以 下 假定 连续 统 假设 是 正确 的 ， 也 就 是 说 ,假定 @1= 6 
(参见 (4.49) 及 (4.50))， 
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《d) 试 证 ， 借助 于 一 切 可 数 序数 (其 集 可 记 为 Pop3)，(0，1) 的 
无 处 稠密 闭 子 集 全 体 所 成 的 集 族 可 以 有 一 个 指标 集 {C, 0 过 7 过 
02}. 

〈 根据 超 限 递归 及 选择 公 \ 理 ) 定义 一 个 集 S = {x1:0 二 7 之 2) 
如 下 : 设 xo€C0,，Ncs, 并 且 


x €[0,1)N ( U CCs Us0))) . 

(e) 试 证 ;S = “， 且 对 于 所 有 7EP。，Shnc, 都 是 可 数 的 . 

(f) 斌 证， 对 于 一 切 Lebesgue~Stieltjes 测 度 4。( 这 里 a 是 连 
续 的 ) ， 都 有 4.。(S) 一 0. 

(10.55) 评注 以 上 捕 定 义 的 集 S 并 不 是 R 中 的 一 个 Borel 
集 ， 事 实 上 ， 我 们 知道 ， 一 个 完备 林 分 度量 空间 中 的 每 个 不 可 数 
Bore! 集 都 含有 一 个 非 空 完全 集 ?. 

(10.56)〉 习题 (a) 设 (X,%Y,n) 是 一 个 测度 空间 ， 且 
0 <w(CD<ee， 而 4& 仅 取 有 了 限 个 不 同 的 正 值 ， 试 证 式 三 局 … 
UE,UF， 这 里 所 求 并 的 集 都 是 .2 可 测 的 、 两 两 不 相交 的 ， 并 具有 
如 下 性 质 ， 存 在 一 个 非 减 正 数列 (a ) !.， 满 足 ， 若 4E.o， 且 
ACCBi, 则 有 (i)4C4)=0 或 (4)=Q4; CGiDACED)=Q,; (iiDA(F)= 
0 . 【提示 设 c: 是 zw 所 到 的 最 小 正 值 ， 巨 ,是 .oz 中 适合 4(E1) 王 4 的 
任意 一 个 集 . 考虑 刀 并 作 归 纳 论证 ， j 

(b) 设 和 是 一 个 不 可 数 集 ,.o 是 集 族 (4: ACX，4 可 数 或 4' 可 
数 }， 并 在 .gf 上 规定 K 为 当 4 可 数 时 ，4C4A) 二 1， 当 A 可 数 时 ， 
(A) 二 0， 试 证 (X，.，4 ) 是 一 个 测度 空间 . .试用 此 例 说 明 
( a ) 中 所 说 的 分 解 不 一 定 是 唯一 的 . 

(c) 设 (X，.xY， kh) 是 一 个 测度 空间 ， 且 0 <uCCO< co 而 
4 取 无 穷 多 个 不 同 值 ， 试 证 明 ， 存在 一 个 两 两 不 相交 的 无 限 集 族 
(A.}® -1 使 对 于 一 切 n， 都 有 0 之 x(4,) 达 0%. 


@ 参 见 克 ， Sierpigski， 上 述 (10. 21.b 》 中 的 引文 ， 第 228 页 ， 
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《d》 设 (X,o ,4) 是 一 个 测度 空间 ， 并 满足 条 件 ， 凡 是 
(所 ) 二 的 4E .A， 都 包 食 一 个 集 BE€.%， 适 合 0 <h(B)<%. 
则 凡是 这 样 的 4 都 包含 一 个 集 CE€ .qf， 它 满足 : 4(C) 二 co， 且 C 是 
可 数 个 有 限 测度 集 之 并 、，{ 提 示 . 命 4==sup{4(B):BE ,BC4， 
u(B)<™)}. 设 (B,)*-1 是 .中 的 一 个 非 减 集 序列 ， 且 合 于 条 件 ， 


wp(B)<co，P.C 4 及 limkCB,)= a， 命 C 一 【8B,， 若 假定 


MACC)<co， 则 直接 导致 矛盾 ，】 人 

《10.57〉 习题 设 X 是 一 个 集 ， 并 设 .名 是 X 的 子 集 所 成 的 一 
个 集 族 ， 且 . 合 于 条 件 ， 当 4，BE .YY 时 ， AUBE 2， ANBELY. 
又 假定 XE 2， E .2 ， 这 种 集 族 多 叫做 ( 具有 单位 元 和 零 元 
的 ) 集 格 ， 设 多 是 多 中 的 正常 差 集 ? 全 体 所 成 的 集 族 ， 就 是 说 ， 
多 二 {1B 门 4’' :A4，BE .G9，ACCB}， 最 后 设 人 UM 是 人 艰 中 不 相交 有 限 并 
集 全 体 所 成 族 ， 试 证 以 下 命题 : 

(a) 如 果 D,，D2: € 多 ， WD (fID: € 2, [如 果 Dj 一 Bi A’1 
(j= 二 1]，2)， 则 

DiNMD:= (BMMB,) NN CNN BOUND, )) ’. ) 

(b) 如 果 U, UE2NUV， 则 U1 人 U0,€E. . 

《ec) 各 UE 则 UE WY，( 施 归纳 于 数 n， 这 里 U= 
Di UD, UUD.,. 

(Cd) 避 和 Y 的 于 集 所 成 的 全 多 的 最 小 代数 : 

设 .x 是 X 的 子 集 所 成 的 一 个 0 代数 ， 且 儿 己 ff， 并 设 4 和 v 是 
定义 在 .YJ 上 的 两 个 测度 . 

(e) 车 对 于 任意 4E 乡 ，HC4) 一 ?(4)， 又 存在 一 个 序列 


(4JC， 使 得 】 4.=X， 并 且 对 于 任意 zxEN，HkC4.)<co，， 
则 对 于 任意 5E.9( 多 )， 必 有 4(E)=?CB)，( 先 证 在 WY 上 4 和 ?一 


a 


名 设 A， BEY, 了 有 和 .4 的 差 集 定义 为 4 相对 于 妃 的 余 集 ， 记 作 呈 站 4 
c 本 书 不 采用 B - 4 的 记 法 ， 人 参见 (1.8)，(10.26)]。 因 此 差 集 有 时 也 
称 为 相对 余 集 。 如 果 4CB、 则 称 差 集 妃 门 4 是 正常 的 . 一 一 译 者 注 
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致 ， 然 后 利用 (10.。39 ) ，) 

(10.58) 习题 试用 (10.57 ) 证 明 以 下 命题 . 

(a) 如 果 和 是 一 个 拓扑 空间 ,4 和 ”是 定义 在 鹏 (X7? 上 的 两 个 有 
限 测度 ， 并 且 ，A 和 ”满足 条 件 :〈1 ) 在 一 切 开 集 所 成 的 集 族 上 一 
致 ， 或 者 ( 2 ) 在 一 切 闭 集 所 成 的 集 族 上 一 致 ， 或 者 ( 3 ) 在 一 切 紧 集 
所 成 的 集 族 上 一 致 ( 若 X 为 o 紧 的 》 ， 则 #w 和 ?” 必 在 多 (X) 上 一 致 

(b) 如 果 X 是 一 个 度量 空间 ，L 是 定义 在 络 (X) 上 的 一 个 有 限 
测度 ， 则 对 于 任意 BE 如 (X)， 都 有 

(EB) 二 inf{pCU):U 是 开 集 ，ECU). 
[对 于 任意 ECX， 规 定 YCE) 二 in{f{4(U): 口 是 开 集 ，ECU}. 证 明 
» 是 一 个 度量 外 测度 《10,48 ) ， 并 利用 (a)，】 


11 可 测 函 数 


C11.1) 引 窗 正如 (10.40。d ) 所 指出 的 ，$ 9 中 根据 非 负 
线性 泛 函 工 所 构造 的 外 测度 ， 并 不 需要 在 集 全 体 上 是 有 限 加 性 
的 ， 不 过 ， 我 们 已 了 解 到 ， 外 测度 上 实际 上 在 可 测 集 的 一 些 o 代 数 
上 却 是 可 数 加 性 的 ， 同 样 ， 我 们 也 不 能 期 望 所 作出 的 开拓 了 必须 在 
非 负 函数 全 体 上 上 是 有 限 加 性 的 [参见 (10.41)}， 本 节 我 们 构造 一 大 
类 函数 ， 泛 函 了 在 这 一 函数 类 上 是 可 数 加 性 的 . ( § 12 将 证 明 可 数 
加 性 ，] 这 些 所 谓 的 可 测 函 数 与 函数 全 体 所 成 的 族 有 关 一 一 这 在 许 
多 方面 类 似 于 可 测 集 与 集 全 体 所 成 的 集 族 之 间 的 关系 . 

本 节 始 终 用 @X 表 示 一 个 任意 集 ，z 表示 的 子 集 所 成 的 一 个 
任意 0 代数 ， 有 序 偶 ( 卫 ,.xt ) 则 称 为 一 个 可 测 空间 @. 

(11.2) 定义 设 了 是 定义 在 X 上 的 一 个 广义 实 值 函数 ， 假 定 


加 讲究 用 词 纯正 的 读者 可 能 要 指摘 “可 测 空 间 ” 这 一 用 语 ， 久 为 确实 术 
能 保证 在 :XY. 上 必 存 在 一 个 非 平凡 测度 。 我 们 之 所 以 采用 这 个 术语 ， 是 
由 于 faute de mieun ( 法 语意 为 “没有 更 好 的 ”。 一 一 译 者 注 ) 。 
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对 于 每 个 cE R， 都 有 广 ! ( ]a，co] ) E .tf， 也 就 是 说 ， 对 于 任意 
实数 co， 都 有 {xEX:e<fFGx) 委 co)E .9 . 则 称 f 是 一 个 .9 可 测 函 数 . 
(读者 应 注意 ， 这 一 定义 与 下 半 连 续 性 定义 《7.21.d ) 是 颇 为 相 象 
的 ，) 如 果 X 是 一 个 拓扑 空间 ，.of 是 Borel 集 所 成 的 0 代数 多 (X)， 
则 称 任 意 一 个 乡 (X) 可 测 函 数 是 Borel 可 测 的 ， 如 果 X= R， .f= 
.b,， 则 称 . 录 ,可 测 函 数 是 Lebesgue 可 测 函 数 . (注意 ， 可 测 函 数 
定义 毫 不 依赖 于 任意 测度 ， 而 仅 取决 于 某 一 特定 的 5 代数 ， ] 

(11.3) 定理 设 了 是 R 的 任意 一 个 稠密 子 集 ( 即 D = R ) 。 

又 设 / 是 定义 域 为 X 的 一 个 广义 实 值 函 数 ， 则 关于 /的 以 下 五 个 条 件 

是 等 价 的 : 

(i) ff 是 .2 可 测 的 ，; 

(ii) 对 于 任意 zxED， 广 ! (]c，co] ) €.9， 

(iii) 对 于 任意 cED， 广 ! (Lo，co]) €.%，; 

(iv)》 对 于 任意 a ED,，, fr!(( 一 co0, al( ) GE.o; 

《vyv》 对 于 任意 4€D,， fr'(( 一 00， 4a])€.%. 

证 自然 (iD 蕴涵 Gi2， 为 了 看 出 (ii 蕴涵 (iii2， 设 cED， 
(oa ) 是 马 中 的 一 个 严格 递 江 序列 ， 且 c, 一 4。 则 有 


广 !〈 (a, oo)) = Nf C0 co) ) 


痊 本 了 


为 了 看 出 (iii2 蕴涵 (Civ)， 只 须 注 意 到 广 !( 人 (一 co， a ) = 
( 广 !((oco])) .Civ) 草 涵 (v) 的 证 明 类 似 于 (ii) 理 涵 (iii2 的 证 明 ， 
尚 需 证 明 (v) 草 涵 (i)，、 设 cER，, 在 DD 中 取 一 个 严格 递减 序列 (5.)， 
使 6, 一 4a， 那么 


omen (r=). OO 


用 到 二 


(11.4) 定理 设 f 是 一 个 广义 实 值 函 数 ， 并 有 定义 域 区 ， 则 / 
成 为 .or 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 
GD 大:({ 一 co ) 和 大 :tco) ) 都 在 ot 中 ， 


e 208。 


¢ 


并 且 

(ii) 对 于 任意 BE 及 (CR)， 都 有 广 !(B) E .op 

证 因为 对 于 任意 4€ R， 都 有 ]e，co[6E 鹏 (R)，]c，co]== 
)e，cofU{ce}， 那 么 显而易见 ， 由 (iD 和 (ii) 推 知 /是 .oz 可 测 的 . 
反 过 来 ， 假 定 f 是 .oz 可 测 的 ， 那 么 


太 !({( 一 co))= (| fi —%,—n)) EY, 


Fl 


广 !({tco)) 一 {fr 10On, mm)) €.. 


这 样 ，(i) 是 正确 的 ， 为 了 证 明 (ii)， 命 .9 一 (SCR: 广 :CS)E .4). 
我 们 来 证 9 是 尺 的 子 集 所 成 的 一 个 0 代数 。 显然 BE9， 如果 
《5S,) 是 中 的 任意 一 个 序列 ， 那 么 


| UU s, )= (J f-ics) Ew ,; 


neml 位 于 | 


这 样 ，.9 中 集 的 可 数 并 仍 在 .多 中， 如 果 SE.Y， 那 么 

广 !CRS ) 一 [ 广 !CS) Uf 1 — oo UFC))) € .ay; 
这 样 ，.9 对 于 求 余 运算 是 封闭 的 ， 由 此 可 见 ，.9 确 是 RR 的 子 集 所 
成 的 一 个 0 代数 .其 次 证 .9 包括 R 的 每 个 开 子 集 ， 其 实 , 既 然 是 .f 
可 测 的 ，RE.%，(i) 又 是 正确 的 ， 那 么 只 要 一 ce 和 4 <co, 一 co 扫 
b 魏 co， 便 有 广 ! (]c，co) ) Ef， fr1(( 一 0, 民 ) EM ， 于 
是 ， 如 果 ]e， 红 是 尺 的 任意 一 个 开 区 间 ， 则 有 

广 1258 一 三 (一 cp 人 Fa) EY, 

从 而 ]a，b( E.9， 由 此 可 知 ， 尺 的 一 切 开 子 集 都 在 9 中， 这 样 一 
来 ， .2 帮 是 含有 有 (CR 的 一 个 5 代数 ， 因 此 (ii 也 是 正确 的 ， 曲 

(11.5) 推论 假定 X 是 一 个 拓扑 空间 ，.of 习 乡 (X)， 则 定义 
在 X 上 的 一 切实 值 连续 函数 和 一 切 广义 实 值 下 (上 ) 半 连续 函数 都 是 
st 可 测 的 ，. 

(11.6) 评注 显而易见， 如果 f 是 尺 上 的 一 个 实 值 Lebesgtie 
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打 测 函数 ， 那 么 只 要 日 是 一 个 Bore1 集 ， 太 :Ca) 就 一 定 是 一 个 
Lebesgue 可 测 集 . 值得 注意 的 是 ， 甚 至 对 于 有 R 上 的 某 些 实 值 连 续 
盟 数 访 也 存在 一 些 Lebesgue 可 测 集 4, 而 f°!(4) 却 并 非 Lebesgue 
可 测 集 ， 以 下 我 们 就 来 概述 这 样 一 个 集 的 结构 ， 

设 P 是 (0,1) 的 一 个 无 处 稠密 完全 子 集 ， 它 适合 条 件 ， infP= 
0，supP=1，A(P)> 0 (10.53.a )。 命 C 表示 Cantor 三 分 点 
集 ， 又 命 X 和 .分 别 表 示 (0，1} 中 作为 P 和 C 的 余 集 的 开 构 成 子 
区 间 所 成 的 区 闻 族 . .和 .显然 都 可 以 被 线性 有 序 化 一 一 当 工 位 
于 1 之 左 方 时 ，Ti <T:， 于 是 .和 和 ,B 都 具有 序 型 7 (4.53 ) ， 从 而 
必 存 在 .4 到 4 上 的 一 个 序 同 构 9，( 如 果 P 是 如 (6.62) 所 构造 的 
Cantor 型 集 ， 那 么 Pp 就 可 以 由 具有 相同 下 标的 有 关 余 区 间 所 显 定 
义 ，] 规 定 [0，1] 到 [0，1) 上 的 一 个 函数 如 下 : 1(0)=0; 对 于 
IE .84 ， 则 这 样 来 线性 定义 了 到 9CT) 上 的 f， 它 把 I 的 下 CC 上) 端点 映 
射 到 9() 的 下 (上 ) 端点 ， 并 用 线段 连接 起 来 ， 而 对 于 xEPh 
{0}*， 则 规定 f(x)=sup{f(D):t1 之 x，t1€ U4 二 (0,1) 们 P'}. 于 是 
f 就 是 (0，1 到 [0，1] 上 的 一 个 连续 的 1-1《〈 严 格 递增 》 函数 ， 
并 且 f(P)=C. 设 S$ 是 已 的 一 个 非 Lebesgue 可 测 子 集 (10.28)， 
并 设 4=fCS)， 则 有 ACC， 因 此 4(4)=0， 所 以 4E.N;， 但 
f° :C4)= 二 SE NM，.〈 注意 ,可 利用 上 述 构 造 来 证 明 ，R 的 任意 两 个 
无 处 称 密 的 紧 完 全 子 集 是 同 胚 的 9. ) 

由 《11.4) 推 知 ， 上 例 中 的 集 4 并 不 是 一 个 Borel 集 。 因此 上 
例 再 一 次 证 实 ， 不 是 Borel 集 的 Lebesgue 可 测 集 是 存在 的 (参见 
(10.21.2a)). 

f，A 及 S 如 上 所 设 ， 并 设 8 二 $54 显然 《在 C0, 1) 上 ) gof= 

s， 注 意 到 f 和 g 都 是 Lebesgue 可 测 的 ， 而 g o f 却 并 非 如 此 ， 由 此 看 
两 个 可 测 通 数 的 合成 就 不 一 定 也 是 可 测 的 ， 不 过 我 们 确实 有 以 


国 设 丈 和 也 是 两 个 拓扑 空间 ， 如 果 连 续 映 射 f: 扰 一 耻 是 1-1 的 ， 且 太 也 
是 连续 的 ， 则 称 映射 是 一 个 同 是 或 拓扑 映射 。 如 果 存在 一 个 同 胚 
了 蔗 一 了 Y， 则 称 关 和 了 是 周 县 的 。 一 一 译 者 注 | 
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下 定理 。 
(11,.7) 定理 设 2 是 定义 在 R# 上 的 任意 一 个 广义 实 值 函 数 ， 
且 对 于 任意 实数 ，9 1! ([c，co] ) 站 R 是 一 个 Borel 集 ， 这 就 是 
说 ，9 是 皆 ( R*) 可 测 的 ， 又 设 f 是 .可 测 的 ， 则 P99 f 必 是 .oz 可 测 
的 . 
证 ”我们 有 
(9° f(a =f i914, 0))) 
一 广 !(CCP i((a,50)N RUA, UA.) 
=f-1C9 iC((a, oD NN RUF ICA) UF 1A.), 
其 中 4; 二 foo} 971([a, 0)),A-.={ 一 co} 站 971( (4, 00) )， 
根据 题 设 ,P9"!《 (a,0)】) 门 R 既 然 是 一 个 Borel 集 ,那么 由 (141.4)， 
fr1(C9-1( (go，oo) NR) 就 必 在 .x 中， 不 难看 出 f-1(44) 及 
f*1C4_) 也 都 在 .wf 中; 因此 C80 有-!1((a，co】) E .9 从 而 9 0 1 便 
是 .0 可 测 的 ， 0 
(11.8) 定理 ”如果 f 是 .2 可 测 的 ， 则 成 立 下 列 五 个 断言， 
(i) 对 于 任意 实数 4a， 函数 十 a 是 .可 测 的 . 
(ii 对 于 任意 实数 CC， 函数 cj 是 .oz 可 测 的 ， 
(iii) 命 
|f Cx)?, f(x) 有 限 ， 
sp. (2X 1) 一 一 co， 
Bb, 了 (xX ) 一 co， 
其 中 6_ 和 有, 是 两 个 任意 广义 实数 ， 了 是 任意 正 实数 。 则 j 是 .o 可 
测 的 . 
(iv) 命 
上 f(x ) 有 限 ， 
h(x)= pp.， 1(x ) 一 一 co， 
- 1p,, f(% ) 一 co， 可 
其 中 凡是 正 整 数 ，6_ 和 有 ,是 两 个 任意 广义 实数 . 则 产 是 .可 测 的 . 
(r) 他 一 子 ， 其 中 了 为 有 限 且 非 零 ， 并 设 在 {zE X:fCz) 一 
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oo}，{XEX:fCX) 二 一 00} 及 {XEX:1CX) 二 0} 这 三 个 集 上 上 ， 刻 分 
别 到 任意 常数 值 8;。B- 及 Bo。 则 是 .可 测 的 . 

证 在 每 种 情况 下 ， 我 们 都 规定 一 个 适当 的 函数 P， 使 得 所 论 
及 的 函数 等 于 9 o f， 然 后 应 用 (11.7 ) ， 就 (i) 来 说 ， 命 


二 


t+a, ttE€ER, 
p00)={ 
士 co ， t 一 土 co。 
为 了 证 明 (iiD， 若 c>> 0， 则 命 
一 Co， 1 = 00, 
co， t = 00, 
若 c<0， 则 命 
1 co， ft 二 一 CO5 
Ct)=iat, tcCR， 
一 CO ft 一 CO 


若 c 王 0， 断 言 则 是 显然 的 ， 

就 (iii) 来 说 ， 命 (+co) 一 6+， 而 对 于 实数 上， 则 命 ?(1) = 
由 ?， 由 于 % 在 R 上 连续 ， 显 而 易 见 ,对 于 任意 实数 co-:((ayco)) 
们 FR 便 是 一 个 Borel 集 . 

(iv) 的 证 明 完 全 类 似 ， 这 时 对 于 实数 了 上 ,2 一 纪 ,而 (二 co) 
一 0+. 

为 了 证 明 (v>， 当 芋 冰 0， 上 六 co， 上 所 一 co 上 时， 都 命 92(b 一 
士 ， 而 命 9(0) 一 Bu，9( 土 co) 一 +， 口 

(11.9) 引 理 设 f，g 都 是 .x 可 测 的 。 则 和 集 

(i) {xEX:f(xX)> g(xX)), 

(ii) {XEX:f(X)>g(X)}, 

Ciii) {x EX:fCx)= g(x))} 
都 属于 zt. 

证 因 有 人 恒等式 | 

(x EX:f(x)> gC) = UY XE XL) (| {Xx EX:g(X)<u)) 
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由 此 便 可 得 出 集 (i) 的 可 测 性 . 集 (ii? 是 集 (iD 中 了 和 8g 互 换 后 所 
得 集 的 余 集 ， 从 而 它 也 可 测 . 集 (iii) 则 是 两 个 (ii) 型 可 测 集 之 交 ， 
因此 可 测 ， 口 z 
(11.10〉 定理 设 /，g 都 是 .2 可 测 的 ， 对 于 1(%) 十 g(x) 有 定 
义 的 一 切 xEX， 命 CX) 二 了 (x) 十 glx)， 而 对 于 其 他 x*， 则 命 h 具 
有 任意 一 个 确定 的 值 B ( 一 个 广义 实数 ) .那么 hh 是 .可 测 的 . 
hi()aso))={x EX:f(x)+g(x)>aU A 
~—{x EX:f(x )>a— el x )}U As, 
其 中 
({x:f(x)=00}/| {x :g(x )=— 0}) 
As=1 UC({x: f(xX)=—)f\ {x :og(%)=00))Aa<p, 
名 当 a 之 pb. 
根据 (11.9)， 集 {zxEX:fx)>a 一 g(x)} 属 于 .x 因而 ， 由 于 
hs 也 属于 .ff， 可 知 集 扩 !《 ja，0o) ) 属于 ax。 口 
(11.11) 定理 ” 设 户 是 两 个 .op 可 测 函 数 ， 又 设 在 上 有 h 定 
f(x)ogCx), x EA 
X €A, 
让 是 一 个 任意 的 广义 实 台 4 ={xX€EX:f(X)=00, g(%)=— 00} 
U{xEX:1(X)== 一 上 2o，g(*)= 二 00}， 则 是 一 个 .4 可 测 函 数 ， 
证 考虑 cER， 先 设 a0， 命 


4，C<A0， 
4 一 | 
z GS， a 之 Bb. 


nh Cx ) 一 (, 


则 得 到 
hiC)aso))={x EX:hC xX >a} 
=As U{x EX: f (x)=%, Cx)> 0) 
U{x EX: f(x)>0, g(x)=°0} 
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Uix EX: j(x)<0, g(x)=—°0) 
Uix EX: f(x)=—,g(x%)<O0} 
Uix EX: f(x) 和 g(x ) 都 有 限 ， 


二 [( fx ) 二 g(CxX ))2 一 (了 (xx ) 一 gc(CX ))2] 盖 0》. 


应 用 (11.4)，(11.8) 及 (11.10)， 便 看 出 hr!1( ja，%】) E.o. 
当 a 之 0 及 4 = 0 时 ， 成 立 类 似 表 达 式 ， 由 此 可 见 ，K 是 .oz 可 测 
的 ， 口 

以 下 研究 可 测 函 数 序列 的 极 跟 . 

(11.12) 定理 设 ( 思 ) 是 定义 在 X 上 的 一 个 .好 可 测 轴 数 序 列 。 
则 [如 (7.1) 所 点 态 定义 的 ]inff，supj，limj。 和 jimf, 四 个 函 
数 都 是 .orz 可 测 的 . 

证 由 恒等式 


{XEX:supf(x)> a}= | ) {xEX:f,Cx)>a) 


直接 推 知 supf, 是 .x 可 测 的 ， 至 于 inff, 的 .可 测 性 ， 可 从 恒 等 式 
inff(z) 一 一 sup 《一 f(x)) 立即 得 出 ( 忆 及 一 (%)= 一 %， 


一 (一 c)=ce]， 根 据 前 两 个 结果 及 以 下 两 个 恒等式 便 得 到 后 两 个 
函数 的 .可 测 性 : 
lim f Cx)=sup(inf 加 (x))， 


Him x )=inf(supf.Cx )). OD 
(11.13〉 推论 设 肌 ，…f。 都 是 可 测 的 ， 则 《所 点 态 定 义 
的 ) 两 个 函数 - 
max{fis fn} 及 nin {fis fn? 
都 是 .可 测 的 . 
” 证 对 于 一 切 n >>m， 规 定 f, 二 f,， 然 后 应 用 (11,12〉),。 口 


es rn ~- 
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Ci1.14) 推论 如 果 ( 太 ) 是 定义 在 X 上 的 一 个 .oz 可 测 函数 
序列 ， 并 且 对 于 一 切 xEX， 在 R* 中 limf,*) 是 存在 的 ， 则 lim 扩 是 


以 可 测 的 ， < 
证 既然 limf， = limf, =limf,, 那么 (11.12) 有 适用 于 本 推 
论 .。 口 


现在 考虑 复 值 (有 限 ) 函数 的 可 测 性 概念 . 

《11.15〉 定义 疫 有 一 个 定 义 在 XX 上 的 复 值 函 数 卫 ， 如 果 Ref 
和 Imf 都 是 .可 测 的 ， 就 说 了 是 .可 测 的 . 

(11.16)〉 定理 设 f 是 定义 在 X 上 的 一 个 复 信函 数 . 则 下 列 
四 个 语句 是 等 价 的 : 

(i 》 了 是 .oz 可 测 的 ，; 

(ii 对 于 每 个 开 集 ICK， 广 !(U7E.oZ; 

(iii) 对 于 任意 BE 人 B(K), 人 1(B)E.. 

证 命 1 | 二 Ref, fs = 1mf. 那么 =f 十 if. 先 假设 Ci) 正确 ， 
且 合 VY={stii EK: a<s<b,c<t<d}, 其 中 {a,b,c,d}CC 
8 .于 是 广 ;(V) 二 fi1(Ja5b 们 fz1Qe,d()E€.%， 再 命 上 是 KK 的 住 
意 一 个 开 子 集 . 那么 必 存 在 形 如 上 述 V 的 一 个 有 理 长 方形 序列 


(WV,)， 适 合 U= Uv. 由 此 可 见 ， 六 :(U) = UP (V) € 


.A ， 这 样 ， GD 便 昔 涵 (ii)， 

其 次 假设 (iD 正确 ， 且 全 ~ {SCK:f !(S)E .4}， 正如 
/11.4) 的 证 明 ， 我 们 看 出 是 的 了 了 集 了 成 鸭 一 个 o 代 下 此 外， 
还 含有 的 一 切 开 子 集 ， 从 而 多 (CK)C.9 ,这样 便 推出 了 (iii)， 
MA | 

， 仿 设 Ciii) 正 确 ， 对 于 aE€R， 命 41 二 {ss 十 i EK: s>a}, 

ie tt>>a}， 因为 4 EBCKR)(j=1，2), 所 以 
fr 0, co)) fi'(ja, (0)= f° (AD EA, 这 样 ， 和 f; 都 是 
YL 可 测 的 ， 从 而 (i) 正 确 ， 口 

(11.17〉 定理 设 1 和 8g 是 和 上 的 两 个 复 值 、 sy 可 测 函 数 e 
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亦 EK，mEN， 而 ?是 正 实数 。 则 下 列 各 函数 在 X 上 都 是 .x 可 济 
的 : 了 十 c; cf \fl?; f°; 了 《这 里 对 于 一 切 *CX， (x) 0 ); 
fi+g,; fo. 

证 由 定义 (11,15)， 并 应 用 (11.8)， (11,10) 及 (11.11)， 便 
直接 得 出 全 部 结论 ， 口 

(11.18) 定理 设 (f) 是 X 上 的 一 个 .sZ 可 测 复 值 函数 序 列 ， 
并 假定 对 于 每 个 +E X，limf,(x) 二 f(x) EK. 则 了 是 2 可 测 的 ， 

证 应 用 (11,.15) 及 (11.14), 口 

(11.19) 评注 ”定理 (11.18) 及 (11. 14) 都 要 求 所 论 及 的 序列 
对 于 任意 x*E XX 都 是 收敛 的 . 但是， 本 书 大 部 分 篇 幅 却 要 论 述 这 样 
一 种 情况 ， 即 存在 定义 在 .上 的 菜 个 特定 的 测度 4 就 4 而 言 ,及 论 
及 的 函数 都 仅仅 是 4 几乎 处 处 有 定义 的 ， 序 列 也 都 仅 具 有 HU-a.e. 
收敛 性 ， 因 此 ， 我 们 希望 针对 这 种 情况 有 一 个 相应 定理 ， 这 样 的 
一 个 定理 将 需要 对 4 附加 某 个 假设 ， 为 了 明白 这 一 点 ， 试 看 下 例 : 
投 革 之 尺 ，.1 二 贸 (R)，L=4,，P 了 = 二 Cantor 三 分 点 集 ，4CP， 
A¢ 多 (R)，f= 二 4， 以 及 对 于 一 切 n EN，f,= 二 0 .这 时 每 个 f, 都 
是 雪 (R) 可 测 的 ， 而 并 非 乡 CR) 可 测 ， 但 是 对 于 一 切 xERnP'， 
却 有 fCx) 一 fx)， 这 就 是 说 ， 4~a.e. 成 立 f, 一 f。 为 了 防止 出 现 这 
类 令 人 不 愉快 的 情况 ， 考 虑 如 下 所 定义 的 完全 测度 就 行 了 . 

(11.20) 定义 ”假定 x 是 定义 在 tL 上 的 一 个 测度 ， 并 假定 只 
要 4E.w，HC4)= 0，BCA， 就 有 BE .of， 这 就 是 说 ， 零 测 度 集 
的 任意 子 集 都 是 可 测 的 。 则 称 ! 是 一 个 完全 测度 ， 而 人 (X，.w，A) 叫 
做 一 个 完全 测度 空间 . 

由 定理 (10.7) 可 推 知 ， et 那么 (X， 

.NM ，, 有 0 便 是 一 个 完全 测度 空间 ， 把 注意 力 限制 于 完全 测度 空 间 ， 
天 以下 害 于 表 的 》， 我们 受 关 不 没 ， 而 几 天 损失 


术 语 “4 几乎 处 处 ”及 其 简便 记 法 “ KH~2.6.” 已 在 (9.29) 
就 上 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 上 的 一 个 测度 的 情况 定义 过 了 。 这 
一 概念 可 以 直接 延伸 到 任意 调度 空间 (和 200) 上 去 。 
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(11.21) 定理 设 (X，.o，A) 是 任意 一 个 测度 空间 , 规定 
.ofg 一 (EU4:EE.o， 对 于 适合 HU(B)= 0 的 某 个 BE,o，4CB} .并 
在 .上 规定 1 为 A(EU A)=1CB). 则 .9 是 一 个 0 代数 ，H 是 .上 的 
一 个 完全 测度 ， 而 (X，.w，4 ) 是 一 个 完全 测度 空间 ， 这 个 测度 
空间 叫做 〈X，.wz， 王 ) 的 完全 化 ， /出 时 做 /的 完全 化 . 

证 留 作 习题 

(11.22) 定义 如 有 果 EE€.%， Aa= {PE FCE} ,那么 ,xf ， 
显然 是 E 的 子 集 记 成 的 一 个 o 代 数 ， 而 CE ,4 8) 则 是 一 个 可 测 空间 ， 
定义 在 E 上 的 一 个 函数 ， 如 果 它 是 .of s 可 测 的 ， 则 称 之 为 .oz 可 测 
的 . 

(11.25) 定理 设 (X，.%，1/ ) 是 一 个 完全 测度 空间 ,f 是 1" 
ae 定义 在 X 上 的 一 个 .oz 可 测 函 数 ， 假 定 8 是 4-a.e. 定 义 在 X 上 
的 一 个 函数 ， 且 f=g 4-a.e. 则 8 是 2 可 测 的 . 

证 设 4={xE€ (dom 站 NiCdomg) :f(x) 一 g(x)}， 那 么 4(4') 
一 0 ， 而 日 4' 的 一 切 子 集 都 在 .zf 中 .假定 fg 都 是 广 义 实 值 函数 
(《 复 值 情况 类 似 ) ， 设 cE R， 便 得 到 

g ~1(]oyco]) 一 (g 1()a,°)N 4)UCgs CacoDID Ti 4 ) 

=(j-i()Ja,ooDN A Ue iOQa NWN AEWA. 0 

(11.24) 定理 设 (X，.o，U ) 是 一 个 完全 测度 空间 ，(f,) 
是 一 个 .ot 可 测 函 数 序 列 ， 其 中 每 个 函数 都 4-a.e。 定义 在 X 上 . 假 
定 f 1-a.e。 定义 在 X 上 ， 且 在 X 上 Ar-a.e。 成 立 limf,(x) 二 有 xX)， 
则 了 是 .2 可 浏 的 ， 

证 规定 4 为 集 


cdompn ( 后 somf. ]n {x EX:fCXI—=1CxX)}, 


人 到 二 
显然 ，4E.o，H4) 一 0。 对 于 每 个 .EN， 规 定 
f(xX), XE€4, 
gaCX )= (， 


X CE4 ， 
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并 规定 
了 (xX)，x CA， 


XxX EL4 

由 定理 (11.23) 推 知 ， 由 了 任意 un gs 是 .可 测 的 .很 明显 ， 对 
于 任意 XEX，g.《x) 一 g《x)， 应 用 (11.14) 或 (11,18)，, 看 出 8 是 .oz 
可 测 的 ， 表 根据 (11.23)， 便 知道 1 是 .2 可 测 的 ， 口 

”数学 分 析 涉 及 到 大 量 的 函数 序列 与 函数 级 数 的 收敛 问题 。 实 际 
上 ， 分 析 学 的 主旨 正在 于 研究 用 简单 函数 逼近 复杂 函数 的 问题 . 
(其 中 “逼近 ”、“ 复 杂 ”、“ 简 单 ”等 述 语 ， 场 合 不 同 ， 意 义 有 
别 . ) 迄今 为 止 ， 我 们 在 本 书 中 遇 到 过 两 种 收敛 点 态 ( 儿 乎 处 处 ) 
收敛 和 一 致 收 全 我 们 现在 介绍 第 三 种 收 化 ， 并 证 明 某 些 定理 ， 它 
们 揭示 了 这 三 种 收敛 之 间 的 若干 联系 . 

(11.25) 定义 设 (X，.gf，4) 是 一 个 测度 空间 ,f 和 (Cf)4-， 
都 是 X 上 的 .oz 可 测 函 数 . 它们 既 可 以 是 ) 义 实 们 的 ， 也 可 以 是 复 值 
的 .假如 对 于 任意 6>>0， 都 有 

lim L(x EX: |]f C(x)—f(x) 60)= 0, 


g (xX ) 一 (, 


就 说 (f,) 仿 测度 (或 依 概率 》 收 鳃 于 f， 记 作 ， 依 测度 f,. 一 ff. 
(11.26) 定理 (F.Riesz) 设 (X，. 4) 是 一 个 测度 空 
间 ， 了 和 (Ff,) 都 是 .2 可 测 函 数 ， 且 依 测 度 f, 一 了。 则 必 存 在 一 个 子 
序列 (fn2)， 使 fn 一 了 Lp-ave。 
证 取 n1 EN， 使 5( {XEX: IfCX)— fC) >1} ) <5. 假定 
Vis NH2» “9 Ni 已 经 取 好 了 . 那么 取 np+1， 使 4 ,4 1 2 


bp 本 EX:1f(Cxz)- jz > 下)<- 二 二 


ww 


对 于 每 个 EN, 命 4; 一 【jz: fCx) 一 f(x > 让) 显然 有 有 4， 


k= 
[= 


汪 As 刁 …. 又 命 B = ( 】4;， 由 于 4(41)<< » 二 之 oo, 自 C10. .15) 


= 1 t= | 
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便 得 到 


wkCB)=lim pkC4D<lim SD, 2 


即 &CB)= 0， 现 设 *€ B' 二 【 】4;. 那么 必 有 js， 使 


了 = 了 


x € 4’:= (\ {yEX: 1 Cy) ~ fray)) < 
k= jz 


给 定 e> 0 ， 取 Ko， 到 之 j,, 上 且 二 <<s， 那 么 当 k 之 ho 时 ,有 (x) 一 
jos (x)| 过 十 <<e， 这 就 证 明了 对 于 任意 +€ Bfnw(*) 一 f(x)， 口 
(11.27) 注意 ， 依 测度 收敛 而 不 ae. 收 敛 的 函数 序列 是 存在 

的 . 例如 ， 设 久 二 (0,1),.%f 二 -AM ，， 4 二 4， 又 对 于 每 个 EEN; 规定 
| HY 0<j<27). 


pk? 2K 


一 一 一 一 多 3 


而 易 见 ， 对 于 任意 6> 0， 当 z-*coe 时 ， 4A({x: 1 Cx) 站) < 二 
0 .于 是 依 测 度 f, 一 0 ， 男 一 方面 ， 如 采 x€ [0,1)， 网 诛 列 (> 
含有 无 限 多 个 0 和 无 限 多 个 1 . 这 祥 一 来 ,函数 序列 ( 妃 ) 在 [0,1)} 上 
无 处 收敛 ， 
(11.28》 习题 试 求 出 (11.27) 中 序列 (f,) 的 一 个 子 序 列 ， 它 
”在 (0,1) 上 4-a,e, 收 合子 零 ， 试问 : 能 否 求 出 (f,) 的 一 个 子 序列 
《fnz)， 它 在 (0,1) 上 处 处 收敛 于 零 ? : 
:11.29) 注意 ”我们 已 经 看 到 若干 例子 ， 其 中 测度 空间 的 有 
限 性 或 o 有 限 性 假设 是 必 不 可 少 的 ， 例 如 参看 (10,15)， (10.30) 
(10.34) 及 (10.58) 等， 关于 有 限 测度 空间 ， 我 们 阅 述 以 下 两 个 定 
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这 样 ， 太一 上 0 1 ， /一 sf0， 二 :， fio= <[ 4 1 3 机 显 


理 ， 

(11.350) 引 理 设 (X，.sz，4 ) 是 一 个 有 限 测度 空间 ， 了 和 
《f,) 都 是 4-a.c, 定义 在 了 上 且 4-a.e。 有 限 的 .2 可 测 函数 ， 假 定 在 
X 上 w-a.e。 成 立 思 一 了 ， 则 对 于 每 两 个 正 实 数 6 和 e， 必 存在 一 个 集 
JE .oY 和 一 个 整数 no EN， 使 4(J') 达 e， 且 当 n 之 no 时 ， 对 于 一 切 
x€7]， 都 有 Ifx) 一 f,Cx)| <<6. 

证 设 E={xEX:fCx) 有 限 ， 对 于 一 切 %xE N，f,《X) 有 限 ， 
f(x) 一 f(x)}. 根据 题 设 ， 则 有 jfE’) 二 0。 对 于 每 个 mEN， 命 
BE,== {XE€B， 对 于 一 切 n 之 m， I 有 (C(x) 一 下 (| <6}. 我 们 有 Ei,CE， 


【B=E， 因 而 E! 一 8B: 守 - Ur: 一 也 .由 于 (ED 


ml 


LR)<oH 可 见 limu(En)= 4(E’)= 0 于 是 是 可 取 noEN， 使 
LE <e， 可 命 ] 二 =F,,. 口 : 

《11.31》 定理 (Lebesgue ) (以 ,0 4)， 1 及 Cf 各 (11. 30) 
所 设 .， 则 依 测 度 f, 一 f. 

证 任 取 两 个 正 数 6 和 e。 对 于 每 个 .EN， 命 

S.C6)={x EX: |f (x)—fCxX) 6. 

根据 (11.30) , 必 存 在 JE€ .ot 及 no EN ,使 《J')< 之 e, 且 当 n 之 no 时 ,对 
于 一 切 x E77, 都 有 |x) 一 f(xX)| 过 6, 这 样 n 之 no 剖 涵 S.C46)CJ .因而 
n 之 no 蕴涵 LC(S.C60)) 三 AC7)<e。, 既 然 是 任意 的 ,可 见 limk《 S (0)) 
一 0 ， 就 是 说 ， 依 测度 太一 f. 0 

(11.32) 定理 (Egorovy) (X,Y ,kh)，f 及 (f,) 如 (11,30) 
所 设 ， 则 对 于 每 个 e>> 0 ， 必 存在 一 个 集 4E.w， 使 KGC4)<s 上 且 
在 4 上 一 致 地 有 太一 了. 

证 ” 取 定 一 正 数 e, 根 据 (11.30) ,对 于 每 个 mEN， 存在/ E.o， 
ENO SE 且 对 于 一 切 x€7。 和 一 切 x 之 nm。 都 有 |fCx) 


一 f(x)| 之 二 .规定 A 一 A 那么 4 = 【及 ， 从 而 


谢 四 于 全 一 13 
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utA’ )< > 


mt 将 1 


此 外 ， 对 于 任意 mE N， 当 n>n, 时 ， 有 
sup | f(x)—fCx)) Ssuplf (Cx) fx 
共生 XEym 


< 元 

是 在 A 上 一 致 地 有 f. 一 了 . 口 

(11.33) 警告 定理 (11.31) 和 (11.32) 中 凡人 (XI) 扩 ce 这 一 假设 
是 不 能 去 掉 的 , 例 如 ， 若 设 X= R, A= .Ai, 4=h, 1 一 
Econn+D 及 了 一 0， 则 对 于 一 切 xYER， 都 有 六 (xz) 一 Fx)= 0， 但 
是 4(C(ZGER: |fCX) 一 f(x 之 站 ) 二 ACCn, 2 二 II)= 1 不 收敛 于 0， 
从 而 (f.) 不 依 测度 收敛 于 了 。 又 设 4E.5，144)<1， 那 么 对 
于 每 个 nEN， 必 存在 x,.€ 4nfr，7z 士 1， 从 而 1 一 上 人) 一 1， 
就 是 说 ，(f,) 在 4 上 并 不 一 致 收敛 于 了 . 

本 节 剩 下 的 部 分 专门 研究 可 测 函 数 的 结构 .《〈《X,.og ) 照例 是 
一 个 任意 可 测 空间 . 

(11.34) 定义 所 谓 X 上 的 简单 函数 s， 是 指 仅 取 有 限 多 个 
值 的 函数 ， 如 果 rngs 二 {21，…，Qs} ,A 一 {XEX:s(X)==01}(1 忒 
k<n)， 那 么 显然 有 s = > a1&44. 


kal 


(11.35) ”定理 设 了 是 定义 在 X 上 的 任意 一 个 复 值 (或 广义 
实 值 ) .可 测 函 数 ， 则 必 存 在 定义 在 和 上 的 一 个 有 限 值 、.sg 可 测 、 
简单 函数 序列 (*,)， 它 满足 条 件 ，ll 委 11 委 … 委 jl 和 …， 并 
且 对 于 每 个 x+EX， 有 s,《X) 一 1x)， 如 果 了 是 有 界 的 ， 则 可 以 选取 
函数 s， 使 得 上 述 收 华 是 一 致 收 化 ， 如 果 f 之 0， 则 还 可 以 选取 序 
列 (5)， 使 0 Si<is… 入 1 

证 先 考 虑 了 沁 0 的 情况 . 对 于 每 个 rzEN, 当 1 过 大 二 w2" 时 ， 
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ha.1={x EX: fix) < 二. } 


及 .一 {《X EX: f CxX)>n}. 
规定 
ne2s 


SX)= 之 Eien ) ta x). 


显而易见 ， 所 有 集 4., ,和 B, 都 在 .xf 中， 从 而 每 个 ;. 是 .可 测 的 简单 
疯 数 ， 间 时 不 难看 出 

0 sf ， Js, |<n, 
并 且 对 于 一 切 xEB:， 都 有 


|f CX)— sx) oe 7 
由 此 可 知 ， 对 于 任意 x EX， lims,Cx) 二 f(x)， 此 外 ， 如 果 存 在 


sup |f (x)—s.( x)|< 


1 
也 
因而 ， 当 了 有 界 时 ， 在 和 上 一 致 地 有 ,一 了. 
其 次 考虑 一 般 情况 ， 如 果 了 是 广义 实 值 的 ， 则 规定 广 一 max 
f,0}， 广 二 一 min{f,0}、 那 么 f* 之 0， 广 之 0，f 了 == 人 一 广 ， 如 
果 了 是 复 值 的 ， 则 可 以 写成 
f =f1—f, +i(fs—1,), 
其 中 各 个 所 宕 0， 不 论 哪 一 种 情况 ， 都 可 以 把 上 一 情况 的 结果 应 用 
于 组 成 了 的 非 负 广 义 实 值 函 数 . 证 明细 节 留 给 读者 。 虽 
(11.356) 定理 CN.N.Luzin) 设 X 是 一 个 局 部 紧 Haus-~ 
dorff 空 间 ，! 和 -HM ,如 $3§9,10 所 设 . 假定 EEM 191(E)<%, 
是 X 上 的 一 个 复 值 .可 测 函 数 ， 且 对 于 一 切 *E€E’， 了 (x) 二 0. 
则 对 于 每 个 > 0， 必 存 在 一 个 函数 gE GC ,0o(X), 使 得 
{x EX: f(xX)FoC XI) Le. 
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此 外 ， 如 果 有 过 co， 则 还 可 以 选取 g， 使 Wg, 过目 内。 
证 设 给 定 e> 0， 利 用 (9.24)， 可 取 一 个 开 集 U， 合 


ECU,(U) <AB)+. 


在 整个 证 明 过 程 中 国定 UU， z z 二 
(IT) 假设 f=64， 这 时 A4CE，A 是 :可 测 的 ， 由 于 :(4) 之 %， 
便 可 应 用 (10.30)， 找 到 一 个 紧 集 FF， 使 


FCA, WANF')<3. 
其 次 利用 (9.24) 和 (6.79)， 求 得 一 个 具有 紧 闭 包 的 开 集 V， 使 
FECVeU, VN F' )<7. 


利用 (6.80)， 得 到 一 个 XX 到 (0,1) 内 的 连续 函数 g， 使 对 于 一 切 
XEF,g(x) 二 1 ,而 对 于 一 切 xEV' ,g(x) 二 0.。 则 有 8 € CooCX)， 
在 U’ 上 gg 二 0 ,XE€X:1xX) 夺 g(xX)}CCTVN 们 F')UCAN 们 F’3>， 由 此 可 
见 ， 


{x EX: f (x) FECX))) LH+I 2 


从 而 当 f =&4 时 便 完成 了 证 明 ， 

CI 》 其 次 设 /是 简单 函数 ， 比 如 说 f= 之 02,84， 其 中 每 个 
4 .是 ! 可 测 的 .不 妨 假设 对 于 每 个 由 ，4,CE 然后 应 用 (1I)， 求 
得 关 数 gx E Goo(X)， 使 得 在 U’ 上 gg; = 0, 而 且 


(1X EX EMAC XI FgA XIN LE (1l<k<n). 


规定 8 一 > ai8i. 则 有 gE€ € volX); 在 UU’ 上 8 二 0; {XEX: 


ki 


f(x) 后 g(x)} CC[【] {xEX:EA(x) g(x)}, 于 是 


t= | 


-一 ,223. 


mp pt ere ob nde be elie nO 


{x EX: f (4) Fg x0) DD Te, 
上 二 


《四 ) 现在 考虑 一 般 情况 .应 用 (11.35)， 得 到 一 个 .2 ,可 测 、 
复 值 、 篇 单 函 数 序列 Cs)3-iy .使 对 于 每 个 n€ NN， 在 EB’ 上 s。, 二 0 ;并 
且 对 于 一 切 xEX，s,《x) 一 fxX)。 对 于 每 个 LEN, 应 用 ( 卫 ), 得 到 一 
个 函数 g.€ CE ooC(X)， 满 足 ， 在 ID/ 上 g。= 0 , 并且 如 果 4,= 二 {XEX: 


sa(X) gx MA,) < 命 4 二 【】4,， 最 而 易 见 ，ACU， 
并 且 加 be 和 

A) 之 上 4.) < 之 京 一 下 。 
很 清楚 ， 对 于 一 切 x€ 4’ 和 一 切 n EN， 都 有 s,(X) 二 g,《X)， 于 是 ， 
对 于 一 切 xE 4，pgs(xz) 一 Fr)， 由 于 14) 过 -<， 因 此 Egororv 
定理 (11 .32) 表 明 , 必 存 在 一 个 :可 测 集 BCDfM 4 ,使 nn A’ 们 B’) 
< 了， 并 且 在 B 上 一 致 地 有 g, 一 了。 再 利用 (10.30), 取 紧 集 FCB， 


使 (BN F')<< 卫 ,显然 ,在 PUU 上 一 致 地 有 g, 一 了 (〈 忆 及 在 I' 上 
gs 一 了 一 0 ) .既然 每 个 g, 是 连续 的 ， 由 (7.9) 可 知 f 了 在 FUD’ 上 
《 关于 相对 拓扑 ) 是 连续 的 ， 应 用 Tietze 开 拓 定 理 (7.40)， 对 于 
紧 集 FP 及 其 开 超 集 U , 求 得 函数 gcE C6 oolX), 使 对 于 一 切 XEFUU'， 
fx) 一 gCx)。 我们 得 到 

{xX EX:fTCx)segC2xD) CnE 

=AUUNANMNMB UBNF 
从 而 得 到 
iC{x EX: 1 (x) gx))) 
iA+ UNA NB IT+ (BNF'Y 


< 了 + 了 + 之。， 
最 后 假设 1f 1,<co ,而 isg1l> if 当然 可 能 出 现 这 种 情 
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况 . 这 时 为 了 得 到 要 证 的 结论 ， 可 以 稍 许 变更 一 下 8 . 命 $= {xzEK 
: |z 志 fl )，T=={zEK: lz| 志 lg 由 .如 下 规定 一 个 把 工 映 
满 S 的 映射 9. 

z， ES， 


OT fl zETNS. 


不 难看 出 8 是 连续 的 ， 并 且 对 于 zETNS'， jp《z)| = 二 fl 。。 现 设 
h 二 9 o g， 那 么 h 是 连续 的 , 并 且 只 要 g(x) 二 0， 就 有 有 CX) 二 0; 于 
是 用 © oo(X). 此 外 ， 易 风 是 到 ,一 站 了 v9 而 上 生 {xXEX:f(X)SE 
(XIECAXER:IHX)E g(xX)}. 0 

(11.37〉 习题 : 可 测 子 集 上 的 测度 设 CX， .00， 是 一个 
测度 空间 ，E 是 .of 中 的 一 个 集 ，.of sz 如 (11.22) 所 设 ， 并 设 4z 是 4 在 
9 pg 上 的 限制 ， 试 证 CB，,wf zs，Lg ) 是 一 个 测度 空间 ， 

(11.38) 习题 : 象 集 上 的 测度 (a) 设 (X，.x% ,HW) 是 一 个 测 
度 空间 ,是 把 多 映 满 集 Y 的 一 个 映射 。 设 妇 是 Y 的 适合 "(8) 
E .的 子 集 B 全体 所 成 的 集 族 ， 对 于 BE 妇 ， 命 XB) 二 jp(7 CB)). 
试 证 《了 ， 绥 ，» ) 是 一 个 测度 空间 

(b) 叙述 并 证 明 (a)? 的 关于 外 测 记 的 类 似 命 题 . 

(11.359) 习题 ， 不 可 测 子 集 上 的 测度 (a) 设 (X,.% 0) 是 
一 个 测度 空间 ， 了 7 是 X 的 一 个 子 集 , 它 满足 条 件 : 如 果 BCY’ ,BE .YY， 
那么 4HCB)= 王 0 .对 于 ME.o， 合 .oo+ 是 所 有 集 了 人 允 所 成 的 集 族 . 

对 于 Mt E.ogt， 规 定 pt (Mt) 为 AKCM)， 其 中 ME .oz 为 适合 YI 1= 
”M+ 的 一 个 任意 集 ， 试 证 4t 是 完全 确定 的 ，.xY1 是 了 的 子 集 所 成 的 一 
个 ac 代数 ，〔J，-.2+，At ) 则 为 一 个 测度 空间 ，。 

(b) 考 虚 测度 空间 CR，-V,， 们 ， 试 求 R 的 一 个 子 集 了 ， 它 不 

是 14 可 测 的 ， 并 且 满 足 (a) 小 题 的 条 件 ，( 提 示 .。 利用 如 (10.54.b) 所 
构造 的 集 B.) 

(c) 试 证 : [0,1) 包 含 一 _ 个 于 集 D， 它 可 以 有 多 (CD) 上 的 一 个 济 
度 4， 满 足 条 件 : (i)pC(D) 二 1 :人 ii) 对 于 一 切 紧 集 FCD, 4(F)=0.; 
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(iii) 对 于 一 切 Y EB(D)，4(7)=inf{4CU):U 关 于 DD 的 拓扑 是 开 
集 ，1 二 7}， 这 就 是 说 ，( 疡 ， 鹏 (CD)， 外 虽然 是 “外 ” 正则 的 ,但 
孝 是 非 正 则 的 . 【提示 . 构造 (0,1) 的 一 个 子 集 D， 使 对 于 任 意 不 可 
数 闭 集 FC[0,1)， 都 有 D 门 Ff 名 关 D' ME 参见 (10.54.b)， 那么 
D 是 非 4 可 测 的 ， 从 而 0 二 AD) 志 1 设 X 是 Gs 集 , 生 DCXC[0,1)， 
AX) 二 4(D). 那么 XND 的 每 个 可 测 子 集 都 具有 4 测度 0， 
正如 (a) 小 题 , 则 不 妨 取 / 为 (一 PDT 221 对 于 所 提出 的 条 件 是 容 
易 证 实 的 ， 把 这 一 结果 与 (10.58) 作 比较 )， 

(11.40) 习题 ,开拓 一 个 测度 ” 设 (X,.o,V) 是 一 个 测度 空间 ， 
又 设 .9 是 多 (XX) 的 一 个 子 族 ， 请 

(i) PE.9 站 yp 蕴涵 (CP)= 


G1) Py Ps Pas. (eri Ey. 


R= 


设 .tr* 是 多 的 合 于 以 下 条 件 的 子 集 4* 全 体 所 成 的 集 族 ， 对 于 茶 
个 4E.9f， 对 称 差 4* 信 A 属于 .9 对 于 这 样 的 一 个 集 4*, 命 h*(A*) 
一 人 4). 

(a) 试 证 ，.oz*# 是 瑟 的 子 集 所 成 的 一 个 ac 代数， 

(b) 试 证 ， Lu* 在 .gf* 上 是 完全 确定 的 ， 且 (X,Y*， J*) 是 
一 个 测度 空间 . 

“(ce》 试问 ， 在 什么 意义 下 ，( 义 ，.t*，4*) 是 CX，.A，4) 的 
开 扼 ? z 
(d) 试 求 ， 要 使 ( X，.og*% ht ) 成 为 一 个 完全 测度 空间 ， 
9 所 应 满足 的 简单 的 充 要 条 件 ， 并 证 明 您 的 断言 ! 

(11.41) 习题 设 (X，.o， 14) 是 一 个 有 限 测 度 空间， 
(fs- ;是 X 上 的 一 个 广义 实 值 、.z 可 测 函 数 序列 ,. 假定 对 于 4 郊 
乎 所 有 x EX， limf,(*)= f(x) 其 中 f 既是 广义 实 什 的 又 是 于 
测 的 ， 规定 arctg(co) 一 了 ， arctg( 一 co) 一 一 六. 然后 考虑 函数 
arctg Of 及 arctg of, 试 南 述 并 证 明 Ezorov 定 理 (11， 32) 一 一 除去 
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在 测度 为 任意 小 的 集 上 之 外 ， 思 一致 收 敛 到 了 一 一 的 类 似 命题 . 
(11.42) 习题 设 (X，.%，4) 是 一 个 cx 有限 测度 空间 ， +# 

和 (f,) 都 是 4-a。.e. 定 义 在 X 上 的 .A 可 测 复 值 函 数 . 假定 在 X 上 4~ 

a.e. 成 立 f, 一 J， 试 证 : 必 存 在 一 个 集 矿 E .xY 和 一 个 集 族 {Ei}&1 性 


YA， 使 X= 及 U 【EE,，4CH)= 0 ,而 且 在 每 个 Ei 上 一 致 地 有 f, 一 


rk=1 


了 ，[ 利 用 Egorovy 定 理 (11.32). 】 

(11.43)〉 习题 (a) 试 求 一 个 序列 (f,)C C6"((0,1)) 和 一 个 
实 值 函 数 1 ， 使 对 于 一 切 xE€ (0,1),f,C《xX) 一 fCx), 但 在 (0,1) 的 任何 
子 区 间 上 都 不 一 致 地 有 ,一 了. 【使 了 在 一 个 稠密 集 上 成 为 间断 函 
数 。)j 

(b》 试 利用 Ca) 中 所 构造 的 序列 证 明 : (11.42) 的 结论 对 于 测 
度 空间 ( [0,1]， 名 ((0,1))，? ) 不 成 立 , 其 中 ?是 (0,1)} 上 的 计数 测 
度 (10,4,.a)，[ 证 明 各 个 EE, 都 可 看 作 闭 集 ， 并 应 用 Baire 范畴 定理 
(6.54), ) 

(c) 试 证 : 有 一 个 序列 (f.) 忆 G6"《[0,1)), 它 满足 ， 对 于 任意 
x€(0,1)，f, 一 0， 但 在 (0,1) 的 任何 子 区 间 上 都 不 一 致 地 有 六 一 
0 【对 于 每 个 zE N， 设 五 .是 ]0， 1 中 所 有 这 样 的 数 所 成 的 集 ， 即 
对 于 整数 & 和 整数 m€ 《401 这 些 数 具 有 过 的 形状 ， 设 在 FE， 


对 于 站 EF, (其 中 为 奇数 )， 命 fi -人 


设 f, 在 (0， 的 所 有 于 区 间 中 是 线性 的 这 它 尚 未 定义 ， ) 
(11.44〉 习题 和 
所 定义 的 X 上 的 一 个 测度 ， 假 定 1 是 X 上 的 一 个 复 信 .NV 可 测 函 
数 ， 使 得 {zEX:fCx)s 0} 关于 /为 有限, 试 证 X 上 必 存 在 一 个 
Borel 可 测 函 数 8g ， 通 合 lal 二， 并 且 iiXEX:f(X) 大 SCXD)1 一 
0 .利用 (11.。35)，(10.34)， 

(11.45) 习题 设 (X，.w，4 ) 是 一 个 有 限 测 度 空间 ， 假 定 
f 和 (fw)s- 都 是 X 上 的 .o 可 测 复 值 函 数 ， 试 证 : 依 测 度 f, 一 了 的 充 
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餐 条 件 是 (f,) 的 每 个 子 序列 都 有 /ave. 收 敛 于 1 的 一 个 子 序列 . 

(11.46) 习题 ” 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ，X 上 的 复 值 函 数 族 E 所 
谓 对 于 点 态 极限 运算 是 封闭 的 ， 是 指 只 要 1 是 X 上 的 一 个 复 值 函数 ， 
并 且 就 某 个 序列 (f,) 己 @ 而 言 、 fx)= limf, (Xx) 对 于 所 有 x EX 都 成 
立 ， 那 么 必 有 fE @， X 上 的 Baire 函 数 全 体 所 成 的 族 %(X》 定义 为 
满足 以 下 条 件 的 关上 所 有 复 值 函 数 族 全 体 之 交 ，E& 含 有 XX 上 的 所 
有 复 值 连续 函数 ， 而 且 @ 对 于 点 态 极 限 运 算是 封闭 的 . 应当 注 意 ， 
天正 是 这 样 的 一 类 @. 

(a) 试 证 ， 几 Baire 函 数 都 是 Borel 可 测 的 . 

设 响 。 是 X 上 的 复 值 连续 函数 全 体 所 成 的 集 ,如果 Q 是 一 个 序数 ， 
且 0 过 a 二 Q[ 参 看 (4,49)])， 则 规定 Ra 为 满足 以 下 条 件 的 函数 全 
体 所 成 的 族 : f 是 某 个 序列 (f,)CCU{RB :BB 是 一 个 序数 ,BQ} 的 点 
态 极 限 ，Ra 中 的 函数 统称 为 a 型 Baire 函 数 . 

(b》 试 证 :只 (XI 一品 和 < [参阅 (10.23) 的 证 明 ), 


(c) 试 证 ;如果 广 g 都 是 Baire 图 数 ， 那 么 fgy， fg， fi 也 都 是 
Baire 函 数 ， 如 果 六 _g 都 是 实 值 Baire 函 数 ， 那么 max{h g}， min 
{f，g} 也 都 是 实 值 Baire 函 数 [ 利 用 (b) 以 及 超 限 归纳 法 ). 

设 多 olX) 是 含有 形 如 {x EX:f(x)= 二 0} 的 一 切 集 的 X 的 子 集 所 
成 的 最 小 o 代 数 ， 其 中 f 是 X 上 的 连续 复 信和 国 数 多 oX) 中 的 集 叫做 
和 的 Baire 集 . 

(d) 试 证 : Fe RCX) 的 充 要 条 件 是 /为 X 上 的 复 值 函 数 ， 并 且 # 
是 急 。(X) 可 测 的 . 【证 充分 性 语句 时 ， 先 证 { ECX:EsE RCX)} 二 
静 。(X)， 然 后 利用 (11.35)， 至 于 必要 性 语句 ， 可 利 用 (b) 以 及 超 
限 归纳 法 .。)】 : 

(e) 试 证 ， 如 果 X 是 一 个 度量 室 间 ， 那 么 多 o(X) 二 绍 (X)( 利 
用 (6.86)]。 
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§ 129 ”抽象 Lebesgue 积 分 


就 全 书 而 言 , 这 或 许 是 最 最 重要 的 一 节 ， 本 节 , 我 们 在 任意 测度 
空间 上 来 构造 Lebesgue 积 分 ， 并 研究 其 值得 注意 的 一 些 性 质 ， 结 
果 是 ， 当 测度 空间 为 (了 ，.NM,，! ) 时 ， 该 积分 等 于 一 切 非 负 可 测 
函数 的 泛 函 工 . 

本 节 除非 作 进 一 步 的 明确 规定 ，( 久 ，.f，4 ) 始终 表示 一 个 
任意 的 测度 空间 .记号 名 表示 和 上 简单 的 、.oz 可 测 、 复 值 或 广义 
实 值 函 数 全 体 ，6 +* 则 仍然 指 6 中 非 久 函数 全 体 所 成 的 集 . 

(12.1》 定义 所谓 X 的 可 测 剖 分 ， 是 指 满足 以 下 条 件 的 任意 
一 个 有 限 集 族 {4:， 4a，…， .44C- oz: 它 是 两 两 不 相交 的 ， 并 且 


LU 4,=X. 


” (12.2) 定义 设 /是 X 到 [ 0 ，co] 内 的 任意 一 个 函数 ， 规 定 


LCT) 一 supf Dinf{ fF Cx): x € Ai}nCAD {Ars 4 


是 总 的 一 个 可 测 削 分 + 

起 匈 ， 命 inf 个 一 0 。 

设 f 是 一 个 广义 实 值 函 数 ， 则 规定 (正如 (11.35)) 

ft+=max{f, 0}, f=—min{j, 0}. 
注意 ，f' 之 0， 广 之 0，f= 牛 一 让 .假如 LCf*) 和 LC 广 ) 这 两 个 数 中 
至 少 有 一 个 是 有 限 数 ， 则 规定 
LCFf)=L(")—L(f ). 

如 果 工 (上 太 ) 一 工 (三 ) 王 ce， 这 时 切 力 没有 定义 ， 数 LC(f)C《 有 定义 时 ) 
称 为 了 的 Lebesgue 积 分 (或 简称 为 了 的 积分 . 

(12.3) 例 

(a) 如 果 cE Rz*， 并 且 对 于 任意 xEX， 帮 xz) 一 C， 那 么 工 ( 力 一 
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au(¥). 

(b) 如 果 对 于 x EE，fCx) 二 ,并 且 uCE)> 0 ,那么 L( 有 =% 
《 有 定义 时 ). : 

(c) 如果 久 二 (0,51)，4 二 4,。f 在 (0,1) 上 非 负 并 Riemann 可 
积 ， 那 么 L( 有 之 SCf，[0,1】 》， 这 个 不 等 式 差 不 多 是 显然 的 : f 的 
每 个 Darboux 下 和 小 于 或 等 于 以 LOf) 为 上 确 界 的 若干 数 中 的 一 个 。 
(实际 上 ， 成 立 等 式 L( 有 二 SCf;[0,1)): 见 F 文 (12,51.1). ] 


(12.4) 定理 设 1€ 61, 比 如 说 f 一 之 458g,。 其 中 各 个 EE 
都 属于 .yf， 而 且 两 两 不 相交 ， 则 (有 ) 存 在， 并 且 


LCf)= > QB). 


k=! 


证 ”不妨 假设 两 两 不 相交 族人 {E:)zi 覆盖 X， 由 于 inftf(x7: 
X E 下 一 0 便 有 


LCOf)> > ou(Es). 


k=! 


其 次 设 1B;),-! 是 X 的 一 个 任意 的 可 测 前 分 ， 那 么 


>, inf{ f Cx): x €Bi}4 (BI) 


f=l 


= >, DD inf{f Cx):x €Bi}AEN Bi 
j=1 kel 
\ 


和 > > inaftfCx):xEE BEN Bi 


站 本 ke=i 


一 > > ain(Bif) B)) 


et k=-l 


= > ol(E). - 


下 中 入 
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这 样 ， 我 们 又 得 到 LDS 之 aipCE)， 所 LOD = 之 qi(ED. 


口 

(12.5) ”定理 设 户 5 是 X 上 任意 两 个 非 负 函数 ， 如 果 对 于 所 
有 xE€X，f(x)<<g(x)， 则 LCD<L(g). 

证 显然 . 

(12.6) ”定理 设 f 是 一 个 非 负 可 测 函 数 。 如 果 4C{x EX:f(x) 
之 0 站 为 正 数 ， 则 L(G( 有 也 为 正 数 , | 

证 我 们 要 寻求 一 个 集 4€ .9 和 一 个 正 数 a， 满 足 ;， 14(4) 之 0， 
并 且 对 于 任意 XY€ 4， 都 有 f(x) 之 a， 如 果 找 到 了 这 样 的 4，c， 由 
此 便 得 

L(f Pinf{ 1 (x): x EA nC(A)Tinf{ f (C(x): x EA ULC4 ) 
之 a4(A)> 0. 


对 于 每 个 正 整数 , 命 4,={ x EX:f(x) 之 十 则 有 


AiCAs CCAC, : () A,={x EX: f(%)>0). 
根据 (10.13) 以 及 假设 ， 得 到 | 


limpCA,)= 4p( U 4， )>0. 
所 以 必 存 在 一 个 正 整 数 zo， 满 生 44no7 人 0， 并 且 在 An ,上 帮 x) 之 
1 


+ 


no : 
(12.7) 定理 设 g 属 于 6+， 则 成 立 等 式 - 
LCI +8)- CI)+LCa). 


证 记 1 5 ets = Do, 4 


j=1 Fel j=1 
一 U B; 二 X， 那 么 
下 到 
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f 十 5 一 D>, > (oj 十 BEC4jnBb。 


1 Ee 


这 样 ， 根 据 (12.4) 便 得 到 


L(+)= 之， >, Ca;tB) AAsN Bs) 


了 = 一 1 Ewi 


= > >, ain(Aifl Bi) 


i=i k=1 


+ > >, PinCAif Bi) 


et fo1 


-5 “an U Bs ) 


1=1 t=] 


aa 人 (an( U4) 


上 ww fe 


= S Qh Ai) + 六 Bul Bi) 


j= 1 k= 


一 二 (了 了 ) 十 工 Cg). 口 
(12.8) 定理 设 / 关 0，1ER， 则 成 立 等 式 
了 (th 门 王 红 ( 力 . 
” 易 证 ， 证 明 从 略 . 
我 们 紧 接 着 要 建立 一 个 极为 重要 的 恒等式 ， 即 对 于 所 有 非 负 .oz 
可 测 函数 序列 ( 妃 ? 而 言 ， 书 成立 ， 


(31.)- S rd . 


Rw Li 


先 证 明 一 个 引 理 . 
(12.9) 引 理 ” 设 /是 X 上 任意 一 个 广义 实 值 函数 ， 假 定 互 一 
{XEX:f(X) 寺 0} 是 一 个 .4 可 测 集 ,又 .7 pp，4p 如 (11,22), (11,.37) 
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所 设 .如果 LC 用 存在 ， 则 必 有 LC 站 二 LC 站 ， 其 中 Ls 是 对 于 测度 空 
间 也，.G 8 18 ) 而 言 的 积分 . 

证 先 假定 f>0， 并 设 » 是 适合 ?<LCf) 的 任意 实数 。 那 么 必 
存在 X 的 一 个 可 测 前 分 {41， 9 An}s 满足 不 等 式 


?二 >», inf¢ 1 CX): x € AAHCA;:). 


Fal 


利用 E 属 于 .yf 这 一 事实 ， 便 有 


?< inf{f Cx):x€E A}LCA NE) 


ket 


十 >, inf{ f (XO:xXE ALA EE 
kw 


六 


< > inf{ f x):x EAN ELCAN E) 


ml 


<Lel 1 ). 
《 这 里 要 注意 44 介 5B' 二 名 强 涵 inf{f(x):X€ A1} 二 0，) 由 此 可 兄 ， 
LOL CA). 
又 设 ? 人 Lglf)， 而 1Bi}?.1 是 E 的 适合 以 下 条 件 的 任意 一 个 可 
测 谢 分 : 


?< inff yx:xzEByUCBD，， 


t=ei 


出 得 到 


?< Dinffy(Cz:xzEBiUCBDT0O， ACE DSSECY ), 
Eaxm1i 


从 而 得 到 Lz( 有 ) 志 LC(f)， 巾 此 当 j 沪 任意 函数 的 情况 时 ， | 则 直接 得 出 
断言 。 “日 | : z 
以 下 结果 并 不 有 损 于 科学 的 系统 性 ， 恰 恰 相 反 ， 它 乃 是 证 明 了 
具有 可 数 加 性 的 关键 . 
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( 习 .16》 定理 设 (g,) .1 是 6*+ 中 任意 一 个 非 碱 序列 ， 假 定 
¢6,, 1img。 之 久 则 有 limL(g,) 之 LCPD. 

证 当 1CX1== 0 时 ， 定 理 显然 ， 因 此 始终 假设 (之 uCX) 志 o%. 
命 h 一 P18 十 7:8g, 十 … 十 ?ng。 式 中 各 个 ,两 两 不 相交 ，X 一 
U ze ,0 过 ?1 之 yz 过 … 之 ys 之 oo, 假设 p1 二 0 ;那么 根据 (12。9)， 


便 有 LCD) 二 Lp’ Ch). 
如 果 假 定 当 y ,>> 0 时 定理 是 正确 的 ， 并 用 了 : 代替 和 ， 便 得 到 
5(RD) 一 LE (WELlimLE'(g YlimL(g.). 


这 样 ， 只 要 证 当 ” > 0 时 定理 成 立 就 行 了 . 
第 一 种 情况 . u(X), ym 都 是 有 限 的 . 任 给 6 0， 取 > 0， 
满足 不 等 式 


:Smin{sgxy’ 7 


对 于 每 个 正 整数 n， 命 5, 一 {XEX:g《%)>IX) 一 e}。 既 然 lim g, 之 
h， 便 有 X = Us ,因为 序列 (g,) 非 减 ， 所 以 序列 S$,，5，… 也 
非 减 ， 根 据 这 些 事实 以 及 /的 可 数 加 性 ， 由 (10.13) 便 看 出 
limk(S,)= A(X) 
国 
HimACS。) 一 0.9 
还 有 L(g) 之 L(g,68,)>L((h—e)5g,)=L(hSs,)— eL(Ss,)， 而 关 
系 式 有 二 hssa tt hsss hssnt Vnsss 蕴涵 LCOD<LChEss) Yanks). 


”这 里 似 应 假定 { 玉 ， "yg En}C.%, 一 一 译 潜 注 

加 /的 可 数 加 性 在 第 一 种 情况 里 仅 用 来 建立 这 一 关系 式 。 然 而 ， 可 
数 加 性 却 是 必 不 可 少 的 ， 倘 车 & 是 有 限 加 性 的 但 非 可 数 加 性 的 ， 
本 定理 就 不 成 立 了 ， 
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由 此 
ECgs) 之 了 (8 一 mAUCS。， )—ek(S,) 
之 ZL(1) 一 ?HGS。 )—eL(X) 


>L(D 一 pan(S ) 一 于 8. 


如 果 ?z 充 分 大 ， 使 yp(S1<--5-， 则 有 ZL(8,)>> 工 ( 信 一 5 既然 5 是 
任意 的 ， 可 见 不 等 式 limL(Cg,) 之 LC 有 ) 成 立 . 

第 二 种 情况 ， ys 是 有 限 的 ，uCX) 二 oo0。 这 时 显然 有 LC 有) 之 、 
yi14(X) 二 oo， 设 e 为 适合 0 过 过 71 的 任意 数 ， 对 于 nEN， 正 如 第 
一 种 情况 那样 规定 S,， 设 x€5,， 则 

g,(X) PCZ) 一 82? 一 2。 
因此 关系 式 
L(g )>L(g8.6 sn) 之 L(Y 1 ~—E)Ss,)= (wens.) 
成 立 ， 于 是 由 (10.13) 推 知 : 

lim L(g) P71.—e lim SY)= (Ye)()= = LN). 

第 三 种 情况 ，p(BE。 ) 为 正 ，y。 一 co， 这 时 有 LC 之 pn4(Bn) = 
ce 了 到 任 意 实 数 ?ys-1， 全 
1 一 ?158 ,二 pn id ,十 ?Sn 
由 前 两 种 情况 得 到 

limL(g»)>L(h,) rH En), 


由 于 ?可 以 取得 任意 地 大 ， 训 兄 
limL(g,)= =L(h). 


四 一 上 


第 四 种 情况 : ?= ce ,ACE。) 一 0. 这 时 有 工 ( 轨 一 > yju( Ej;), 
. Te 
命 B 二 EUE， Uw UB,-1. 则 


机 一 


gs Bnsps limg phSB= >, YiS$ss, 
. i=} 
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既然 pa ,<co， 就 可 以 对 ( g,5s) 和 用 s 应 用 第 一 种 或 第 二 种 情 说 
的 结果 ， 因 此 得 到 
lim L(g.)>limL(g,$5)>L(hEs)= Lh). UD 


(12.11) 定理 设 (g,) 是 6 :中 一 个 非 减 函数 序列 ， 则 有 
limL(g,)=L(limg,). 


证 命 ljimg, 一 9， 设 ? 是 满足 ?<Z42 :的 任意 实数 ， 那 么 必 存 
在 X 的 一 个 可 测 削 分 {4，， A;, *“， An}s 使 


7 < S inf {P(x) :x€ As} 4( Ai) 


b=1 


一 i(5> QEAk )<limL(g,), 
式 中 性 二 inf{9(x):xE€ 4,}， 这 里 利用 了 (12.10), 既然 ?是 任意 
的 ， 所 以 得 到 L(9)<limL(g,). 反 向 不 等 式 可 直接 求 得 。 口 
(12.12) 定理 设 f，g 是 两 个 非 负 .oft 可 测 函 数 ， 则 
LC(f +e)=L( 1)+L(g). 

证 设 (f,)，(g,) 是 两 个 非 碱 的 非 负 简单 函数 序列 ， 并 分 别 有 
极限 f，g(11。.35)， 因 为 序列 (f, 十 g, ) 递增 地 趋向 于 f 十 g， 所 以 
根据 (12.11) 以 及 L 关 于 非 负 简单 函数 的 加 性 (12.7)， 便 得 到 

LC )+L(g)=LimL(, )+limL(g, )=limL(f, 十 9。) 

=L( 十 g7. 口 

(12.13) 定理 设 f 是 X 上 一 个 非 负 .xy 可 测 议 数 . 则 LC) 二 0 
的 充 要 条 件 是 f= 0 Hp-a.e。 

证 命 E= 二 (xEX:1(X)>0}， 如 果 L( 有 二 0， 那么 由 (12.6) 
知道 5CBE)= 0， 也 就 是 /二 0a,e. 反 过 来 ， 假 定 x《E; 二 0. 则 

0<LCOAELE .61)=% :1(E)=0. 口 

:12.14》 定理 ” 设 j，g8 是 X 上 两 个 .o 可 测 、 广 义 实 值 函数 , 适 

合 f=g 4u-a。e,， 且 LCf) 有 定义 ， 则 L(g) 也 有 定义 ,而且 L(g)= 
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LCf), 
证 命 E 二 {XEX: jC) 7)), 根据 题 设 ，A(CE) 一 
第 一 种 情况 : f 之 0 ，g 之 0 ， 应 用 (12.127 及 (12.137， 得 到 
LCD=L(fSs) TL(fss')=L(fse')= L(géep.. 
一 工 (S58) 十 二 485 一 了 8). 

第 二 种 情况 ， 即 一 般 情 况 ， 对 于 使 xz)?= gCx) 的 x EX 有 
f(x)=max{f(x), 0)=max{g(X%), 0}= g(xX),g (XxX)= 
min{tg(X)，0}) 二 一 min{f(xX)，0 0} 二 信 (x)， 因 而 

(XERX:f (x)E8 (x)} UxEX:f x) Fg (XCE, 

从 而 个 二 g*a,e。，f 信 二 8"a。e, 应 用 两 次 前 一 情况 的 结果 ， 便 得 出 
结论 
LOAD=LC0f)—L(f )=L(g')— L(g )=L(g). 口 

(12.15) 定理 设 f 是 定义 在 XxX 上 的 一 个 广义 实 值 、.xy 可 测 机 

数 ， 并 假定 L( 有 有 定义 且 有 限 。 则 
u({xXEX: TCD) 一 土 co)) 一 0， 
也 就 是 是 4-a.e, 有 限 的 ， 

证 命 4 二 {XEX:f(xX)= 二 00)，B 二 {XE€X:f(x) 二 一 吕 }， 根 据 
L 的 定义 ， 得 到 

oo :CA Finf{f CX):xE A Yu A ELOF <, 

oo .4(B)+inf{f (x):xX EB LB SEL)<™, 

由 此 可 见 ，1(4) 二 4(B)=0. 口 

(12.16) 评注 设 1 是 定义 在 X 上 的 一 个 广义 实 值 、. 几 可 测 函 
数 ， 也是 .oz 中 的 任意 集 ， g 是 任意 广义 实数 . 又 设 有 是 XX 上 的 这 样 的 
函数 ， 即 


XE€E, 
(i) f(x)= 人 


f (Xx), xEzF( . 

由 (11.2'， 人 显然 是 .可 测 的 .。 如果 1CB) 二 0，L( 用 有 定义 ， 那 
么 (12.14) 表 明 L(f1) 也 有 定义 ,而且 LCf1)= 二 LO), 如 果 LC( 们 有限 ， 
则 可 以 利用 (12.15)， 并 假定 (比如 说 ) (i) 中 的 数值 z= 0， 这 时 
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用 有 限 值 函 数 fi 来 代替 f。 这 里 有 与 1 几乎 处 处 相等 ， 并 且 和 f 具 有 相 
同 积分 值 ， 这 样 一 来 ， 在 论述 具有 有 限 积分 的 . 几 可 测 函 数 时 ， 就 
不 妨 假 定 这 些 函 数 都 是 有 限 值 的 ， 此 外 ， 在 不 少 问题 里 ， 考 忠 只 是 
几乎 处 处 有 定义 的 函数 ， 还 是 很 合乎 需要 的 . 由 此 引出 以 下 定义 . 

(12.17) 定义 ” 设 王 是 .ol 中 一 个 集 ， 且 ACE) 二 0， .Lg 如 
《11。37) 所 设 ，j 是 定义 在 互 上 的 一 个 .ogg 可 测 、 广 义 实 值 函数 . 又 
设 记 是 和 上 适合 以 下 条 件 的 任意 一 个 广义 实 值 ,.oz 可 测 函 数 : 当 xfE 
E 时 ，fo《x) 二 (x) (而 当 xEB’ 时 ， 例 如 fo(x, 二 0 )， 如 L(fo) 有 
定义 ， 则 命 L( 有 =LCfo)， 如 LCfo) 无 定义 ， 也 就 让 LC 有 无 定义 好 
了 . [由 (12。14) 直 接 看 出 ， 按 照 刚 才 所 作 的 规定 ，L( 用 是 唯一 确定 
的 .] 我 们 在 后 文 将 常常 遇 到 这 样 的 函数 ， 即 它们 如 上 所 述 仅 定义 
在 集 E 上 ， 而 且 是 .szZ s 可 测 的 .为 了 避免 乏味 的 重复 ， 我 们 就 干 胸 
称 这 种 函数 是 .可 测 的 一 一 虽然 事实 并 非 如 此 ， 只 要 感 到 方便 ， 
我 们 总 认为 这 些 通 数 已 开拓 成 在 整个 X 上 是 .x 可 测 的 . 

我 们 现在 引进 一 类 极为 重要 的 函数 空间 . 

(12.18) 定义 规定 RB:(X -2， 4 ) 为 满足 下 列 条 件 的 函 
数 ] 全 体 所 成 的 集 . z 

(i) 是 pae。 定 义 在 X 上 的 

(ii) 是 .o/ 可 测 实 值 函 数 ; 

(iii) LIL( 有 存在 且 有 限 . 
如 果 不 致 产生 混淆 ， 就 把 1 (CX，.o，4) 写成 8 1. 

” 泛 函 L 通 第 写成 积分 形式 : 


: 也 = f (x)adpu(x) 一 | f (tadu(t)= | f an 
=| fen 
论述 .可 测 函 数 时 ， 我 们 就 采用 这 一 积分 记 法 ， 在 Xx 一 (a，5),4 一 
2 的 情况 下 ， 则 把 | ，，f44 写 成 | Kx?ax，| .Da 等 ， 记 号 
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| fa | re dX, | _fCx)4x 等 的 意义 是 不 富 自明 的 。 


(12.19) 定理 设 fE 21, f=f.—f,, 其 中 方 之 0， 六 之 0， 
且 访 ， 疡 ERI， 则 


| f dk= | 太 60 一 | fdu. 四 
证 根据 定义 得 到 : 
| f au= | f*+du— | 三 CU. 
由 于 户 一 疡 一 太一 广 , 便 有 访 十 广 一 六 十 固 , 从 这 一 等 式 以 及 (12.12) 
推出 


| .Pan+ | _rax= | 矿 CU 十 | fau. 吕 
(12.20) 定理 设 h gcERi，c， pcER 则 
| cer+pepzan=a | yanr6f ga 


就 是 说 ， 映射 jjxfd4 乃 是 1 上 一 个 线性 泛 函 ， 

证 明 很 简单 ， 从 了 略 . _ 

(12.21) 定理 人 《Lebesgue ) 说 (天 ) 是 上 一 个 非 负 、 广义 
实 值 、. 双 可 测 函 数 序列 ， 则 


[.(5 f; ) du= S| pp | : 
i=1 7 


5 j> 六 fs | 
因 之 i, i=1 i=1 : 
| (>, fy )u> J ( 把 0 > 上 ja 
ti =1 
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i mbt Pe 


| ( 5 fi )ae> > [jar 


对 于 任意 正 整数 x， 设 ( S42) 8.1 是 6 + 中 一 个 非 减 函数 序列 ， 
其 极限 为 j.， 对 于 KEN， 命 

gt 二 s 和 十 入 十 十 Ss 和， 
那么 序列 Cg)?.， 显 然 非 减 。 当 m<ckt 时 ， 则 有 


sttst + ts CgSfit "+h > fs. 
二 


关于 k 取 极限 ， 则 对 于 每 个 m， 得 由 


fi +f tf Slim g< > fs. 
-mm 


i=1 


关于 m 取 极限 ， 得 到 
limg:= > f;, : 
$= 
再 由 (12,11) 可 推 知 
j (Zh)alin)| sd 
<lim | 十 了 :十 … 十 了 CU 
=1im > | _ hae= > | fa 


(12.22) B.Levi 定 理 设 (f2)?.1 是 X 上 一 个 非 减 、 广 义 实 ™ 
值 、o 可 测 函 数 序列 ， 并 且 对 于 某 个 5 用 fid4<oo， 则 


超生 ae 由 de 
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证 不 失 一 般 性 , 不 妨 假 定 】 户 Z4<co， 而 鉴于 512.16)， 还 不 
妨 假 定 记 不 取 值 一 =*， 如 果 任 总 一 个 | 所 dj. 等 于 co， 那么 结论 是 显 
然 的 ， 设 车 不 然 ， 对 于 EN， 规定 


f ir1CX)— felx), Bf x), 
gC*)={ 
oo 其 余 . 
于 是 得 到 
lim f ,=lim(f:+ > gj] 一方 十 > Si9 


Fel ke 


从 而 由 (12.21) 及 (12.19)， 便 推出 
| (limf) ark= | fidt+ > (| 7 -| frdp ) 
一 1im | f aku. 口 


(12.23) Fatou 引 理 ” 设 (f)8-: 是 X 上 一 个 非 负 . 广 义 实 值 、 
.可 测 冰 数 序列 ， 则 
lim f .dulim | fadL. 
pe -人 至 
证 ”对 于 每 个 正 整数 ， 命 
gt=infifisfrris"'}. 
很 明显 ， gs 是 .好 可 测 的 ， (g:) 非 减 ， gs fi. 因为 gb? 满足 
《12.22) 的 假设 条 件 ， 所 以 得 到 


| far | foalin| aa 


<lim | fd DD 
wm 天 : 


着 一 


(12.24) ” Lebesgue 控制 收 雍 定理 设 (j,)?.1 是 a.e. 定 义 在 X 
上 的 一 个 广义 实 值 、. 必 可 测 函 数 序列 ， 并 假定 有 一 个 函数 sE 2 十 
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使 对 于 每 个 zp， 在 X 上 a.e. 成 立 厅 等 式 
fC) ss(z)， 


则 
(1) | lim fat <lim| fadu, 
. 是 时 一 的 N09 六 
Cii | lim fdu> fim| fd 
有 下 下 加 二 -oo X 


如 果 对 于 4 几乎 所 有 的 xEX，limf,Cx) 存 在 ， 则 lim | fdu 存 在 ， 
并 且 


Ciii) | lim fdp =lim | faadu, 
pi ee 


证 显而易见 ， 一 切 / 都 属于 中 1， 所 以 一 切 帮 以 及 s 在 和 上 都 
是 ave. 有 限 的 ， 命 

A 二 {XE€ 久 : 对 于 荣 个 nEN，f,(X) 为 + 吕 或 |f,Cx)| 交 s(x))， 

B 二 {xE€X: 对 于 某 个 %EN，f,Cx) 无 定义 )， 

C= {x EX:s(x) 无 限 或 无 定义 ). 
在 4UBUC 上 ， 命 f.(x)= 二 sx) 二 0。 鉴于 (AUBUC)=0， 财 
么 (12.14) 表 明 ， 定 理 陈述 中 所 出 现 的 积分 都 不 会 因 这 一 规定 而 有 
所 改变 ， 此 外 ， 对 于 一 切 2E N 和 一 切 xEX， 都 有 |f.《Xx)| 魏 SCxz) 扫 
因为 序列 ( s 十 f, )“.1 是 由 非 负 阔 数 组 成 的 ， 所 以 应 用 Fatou 
引 理 (12.23)， 便 得 到 


| sd 十 | ]im fau= | (lim(Cs+f,.)) du 
bp Xm i 
<lim | Cs 十 dl 
Fr 如 
= | sin 十 im | fd 
到 他 -= 机 刺 
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这 样 ，〈i) 式 成 立 ，[ 读 者 应 注意 ，(i 中 的 函数 lim 刀 仅 是 ae. 有 定 
义 的 ， 但 正如 证 明 中 所 说 ， 它 ae. 等 于 这 样 一 个 函数 limj.， 即 这 
里 f, 却 是 处 处 有 定义 的 ,] 如 果 从 序列 ( :一 f,) *.1 着 手 , 并 利用 等 式 
im 一 一 1im 一 ca. ) ， 那 么 同样 可 证 (ii)7 式 . 
最 后 ， 当 在 X 上 Iimjfsa.e. 存 在 时 ， 由 《让 和 (i 让 则 可 推出 
im | far> | limfau> Bm) fen 
所 以 limfxfdk 必 存在 ， 从 而 (iii) 式 成 立 ， 日 


(12.25) 注意 以 上 定理 中 存在 控制 函数 * 这 一 条 件 是 至 为 重 
要 的 ， 倘 若 这 种 函数 不 存在 ， 结 论 可 能 不 真 .例如 ， 设 X=R，k= 


和 天 = 对] ， J]， 则 对 于 一 切 nEN, fafd4 二 n， 一 一 一 1， 而 对 
于 一 切 x€ R， 却 有 limf,(x)= 0 .就 是 说 


lim | fdi=10= (imf.aa. 


以 下 我 们 把 所 研究 的 积分 开拓 到 复 值 函数 上 去 . 

(12.26) 定义 设 &:(X .ax，4)(〈 或 简写 成 2, ) 示 示 合 
于 以 下 条 件 的 函数 j 全 体 所 成 的 集 ，f 是 U-ave, 定 义 在 与 上 的 复 值 函 
数 ，Re fE8&I，JImfE 8!1， 对 于 f€ £8，,， 规 定 


[ax= | Refadnti| mf adn. 


? :中 的 通 数 有 时 称 为 可 积 函数 或 可 和 范 数 . 
(12.27) 定理 设 访 gE 1, C9 PEK, 则 gf 二 PgE€ ?81 并 
且 


| (af TigVadL=a | fan+ 月 | gdbis 
I x 和 
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换 名 话说， 2 , 力 是 一 个 复线 性 空间 ， 而 | .d4 则 是 8 ;上 一 个 线性 
泛 函 . 

通过 考虑 实 部 和 虑 部 ， 并 应 用 上 述 一 些 结果 ， 可 立即 得 出 本 定 
理 ， 

(12.28) 定理 设 f 是 X 上 一 个 复 值 .YY 可 测 函 数 ， 则 

(Gy fE & ,的 充 要 条 件 是 用 € 8。， 


(ii》 如 果 了 E 81 那么， 1 | <| }flax. 


证 ”由 不 等 式 / 
: fl IlRefl+t lmf!<211 
以 及 对 于 实 值 函 数 g 成 立 jg| 一 8 十 g 这 一 事实 ， 可 直接 推出 结论 
《i)， 证 明 (ii) 时 无 非 是 重复 (9.4) 的 论证 . ， 口 
(12.29) 注意 “为 了 得 到 不 等 式 ]| 7al < J du 中 等 号 
成 立 的 充 要 条 件 ， 试 考察 AE &:。 这 就 是 要 问 ， 等 式 


| ze | | A au 
何 时 成 立 ， 显 然 ， 只 要 有 8R= exp(ic) 由 《这 里 a 是 任意 实数 ) 就 


够 了 。 现 企 我 们 证 明 这 个 条 件 也 是 必要 的 . 为 此 ， 假设 对 于 实数 
Bb， 有 


| kan= expcip) | [hl db, 
并 规定 | 

9 一 exp( 一 10)8=D1-Fip 
其 中 9 1，?s 都 是 实 值 函数 ， 则 有 


{ panexpc—ih) fiu= soc-iese Gi | fer 


=| lal dan. 
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所 以 


| wav= | wean+ [9ar = | Coro tan. 
因 之 
| ev= | an< | 12 1| dp< corto au 


-ou 
于 是 得 到 8: 一 0 ae.， 从 而 9 一 2，ae。 岂 于 
Jvar=| 1p| des 
便 有 9 之 0 a.e. 这 样 ， 等 式 P9 二 exp( 一 iB)h>>0 ae 成 立 ， 由 此 


”得 出 结论 


h=exp(ib) ,=exp(ib) | 用 ae。 
(12.30〉 Lebesgue 控 制 收 仇 定理 ( 复 形 式 ) 设 (f,) 是 2 :中 
一 个 序列 ， 并 且 在 X 上 limf， (Xx》k-a.e。 存 在 .假定 存在 一 个 活 数 
s€E Pi, 使 对 于 每 个 zE N， fl <s Apr-ave。 成 立 ， 则 limf， € 1, 
并 且 


lim | f .了 1 一 | timfdp. 


证 每 当 极 限 limf,《x) 存 在 时 ， 就 命 人 x) 二 lim， (x)， 显 然 f 
几乎 处 处 定义 在 X 上 ， 而 且 是 .oz 可 测 的 ， 另 外 ， 对 于 所 有 XEN, 
1f Cx) fx STF OF + (fCx) 2sCx), 
并 且 : 
lim | f Cx)—f xX) 0 asec 


这 样 ， 由 (12.24) 及 (12.28.ii) 便 得 到 


[| fae | fap|< | 14 fl a 
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| odu=0. DD 


(12.31) 定义 设 / 为 使 得 jrfdu 有 定义 的 任意 一 个 函数 ,对 于 
每 个 EE .gf ， 规 定 


| fan= | 和 f dn. 
不 难看 出 


| yan= | raun 


其 中 us 是 限制 在 o 代 数 .of p 上 的 测度 11.37). 
(12.32) 推论 设 1 属 于 8 1，(4,)?*:| 是 .中 一 个 两 两 不 相 


交 序 列 ， 记 4= | j 4,. 则 


| 


fm | fa 


证 规定 g* 一 大。 十 … 士 大 4 则 
lg.,| lf € & 1? 
lim B.CX)= f (Xx)Es xX) ae。 


由 (12。 30) 便 得 到 


| g 
| fan =| f édu=| limgsdu=1im | .du 
成 py Rw 更 一 加 4 


= 二 | fd 0 


(12.33) 推论 设 (j,) 是 上 一 个 复 值 wy 可 测 函 数 序 列 ， 并 
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多 ® 
且 > fl E 8，( 或 等 价 地 有 dp<oo)， 则 可 所 属于 


[人 呈 下 于 凡生 六 


8 :， 并 且 


,Bra Jr. 


和 所 | 


证 留 作 习题 

在 分 析 数 学 中 ， 要 屡次 三 番地 援引 关于 控制 收 全 的 Lebesgue 
定理 (12.30) 以 及 性 质 类 似 的 相关 定理 (12.21) 一 (12.24)， 可 以 毫 
不 夺 张 地 说 ， 比 如 ，Fourier 分 析 就 依赖 于 (12.30)， 后 面 还 要 举 
出 一 些 这 类 应 用 实例 ， 我 们 暂且 仅 限于 讨论 (12.22) 的 一 个 推论 ， 
这 一 推论 虽然 不 怎么 明显 ， 但 还 是 比较 简单 的 . 

(12.54) 定理 @ 设 FE 2 1(X，.%[，4H)， 则 对 于 任意 之 0， 
总 存在 仅 依 赖 于 se 和 1 的 0> 0， 人 大 于 任 意 瑟 G 人 ， 只 要 ES 
就 有 


| |f| du<e. 


证 ”对 于 n= 二 1，2，…， 命 
| f (Cx) 9 |f Cx)| ns 
pCx)={ z 
n, 其 他 . 
那么 (%.) 是 一 个 非 减 的 .可 测 函 数 序列 ， 并 且 limy, 一 凡 。 由 
(12.22) 得 到 


lim | limgsdu 一 | 1f1 2 
一 z XR" x 


到 n， 使 CM 一 和 az<--。 命 8 一 -过 , 选 满足 s(BE)<6 的 任 
音 BE.%1， 则 有 


定理 (12,34) 所 刻 划 的 属性 ， 即 通常 所 说 的 积分 的 绝对 和 连续 性 ， 
一 一 译 者 注 
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| pd | ndu=nh(B) < 8. 
E Ek 
由 此 可 见 ， 对 于 满足 (EE) 过 6 的 所 有 EE.mf[， 都 有 
| oD 
pap | jflat= | Cfl—y$,)adaut pdu 
| | | | | 


1 
<| fl -yd + 


<He te 口 


现在 我 们 回 到 主要 课题 ， 研 究 8 9 所 定义 的 泛 函 1, 了 及 T， 我 
们 要 证 明了 其 实 就 是 积分 . : 

《12:35) 定理 设 和 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， I 是 
Go(X) 鞋 一 个 非 负 线 性 泛 函 , 了 如 (9.15) 所 设 ,而 ,如 (9.19) 所 设 . 
则 (X，. 录 ,，!: ) 是 一 个 测度 空间 (10.20)， 而 且 对 于 X 上 每 个 非 
负 .《 ,可 测 函数 户 都 有 


(i ff)= | fa 
， . xX 
证 设 (s,) 是 正如 (11.35) 那 样 ， 根 据 / 所 定义 的 简单 函数 序 
列 . 
' 直人 . 
一 > Ty, 十 25B。9 
Rei 
其 中 


has = {x€ XxX: 区 <I(x)<i-) 
Bs= XEX: f(x)>n). 


OD 原文 如 此 。 这 就 是 说 ， 绝对 连续 性 定理 结论 中 的 qdH<e, 也 
可 以 写成 | sf dLl < 过:。 一 一 译 者 注 
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由 (10,35) 由 及 (12.4)， 得 
TCs,) =| sdl 对 于 一 切 n EN 成 立 ， 
由 (9.17)。 得 
lim TOG)=ICF), 
由 (12.11)， 得 
a) ie 


结合 这 些 等 式 ， 便 得 出 (i).。 口 
: 定理 (12。 35) 乃 是 是 现代 分 析 最 著名 、 最 重要 的 定理 之 一 的 广义 
这 一 定理 . 

《12.36) F.Riesz 表 示 定理 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 
间 ，I 是 GookX) 上 一 个 非 负 线 性 泛 函 ， 则 存在 一 个 测度 空间 (X， 
MH,，1 ) ， 其 中 . 嫉 ;含有 一 切 Borel 集 ， 潢 足 条 件 ， 对 于 一 切 f € 
Goof(X)， 都 有 


Ci) 1 )= 上 f CxY diCx). 


证 本 定理 是 (12.35) 的 特例 ， 这 是 因为 对 于 Coo(CX) 中 一 切 
非 负 的 了， 都 有 工 (万 =TICfD， 而 且 7， at 都 是 线性 泛 画 日 

(12.57) 评注 Riesz 表示 定理 的 重要 性 在 于 如 (12.21) 一 
《12。.24) 以 及 (12.30) 所 措 述 的 积分 的 可 数 加 性 , 我 们 通常 所 过 到 的 
Guo(X) 上 的 泛 函 了 正 是 非 负 的 ， 又 是 线性 的 ，Riesz 定 理 说 明 ， 
可 以 把 工 写 成 可 数 加 性 积分 ， 这 往往 会 引出 很 有 用 的 一 些 推论 ， 


@ 实 际 上 ， 这 里 所 需要 的 是 就 任意 有 限 多 个 被 加 数 而 言 的 (10.35)， 
由 本 书 所 提供 的 证 明 ， 细 节 处 加 以 必要 的 变更 ， 则 容易 证 明 这 一 
“ 较 强 的 断言 
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(12.38) 评注 〈12.36) 没 有 毅 明 相应 于 已 知 泛 函 工 的 测度 ， 
是 唯一 的 ， 事 实 上 ,在 某 些 情况 下 ,也 确 有 定义 在 多 (X) 上 不 同 的 测 
度 ! 和 了 ,它们 满足 ， 对 于 一 切 fE Goo(X), 都 有 | fei= | ja ( 参 
见 下 文 (12,58))。 不 过 ， 假 如 限于 考虑 正则 测度 ， 这 种 现 疯 象 就 不 会 
发 生 了 . 

《12.59) 定义 ” 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 又 /是 一 
个 测度 ， 它 定义 在 X 的 子 集 所 成 的 一 个 代数 .wz 上， 这 里 .含有 并 
的 Borel 集 多 (X)， 如 果 满 足下 列 三 个 条 件 ， 那 么 /叫做 一 个 正则 测 
度 : 

(i) 对 于 任意 紧 集 FCX， 有 ACE) 必 co ， 

(ii》 对 于 任意 4E .or， 有 74)=inf{AC7I:D7 是 和 中 开 集 ， 4 
CU}; 

(iii) 对 于 任意 开 集 UCX, 有 LCDU)= sup{4(F):F 是 紧 集 ，F 
CU}. 

由 (C10,.20)，C9,27)，(C9.24) 及 C9.26) 可 推 知 ， 凡 如 39 所 定 
义 的 测度 ,都 是 -HY ,上 正则 测度 [参看 前 面 (10.40) 中 正则 外 测度 
的 定义 ， 这 两 个 定义 固然 不 同 ， 但 也 有 联系 . )】 

(12.40) 定理 设 4 是 一 个 正则 测度 , 它 定 义 在 局 部 紧 Haus~ 
dorff 空 间 X 的 子 集 所 成 的 一 个 oc 代数. 上. 则 对 于 任意 4€.%， 只 
要 A 关于 4 是 0 有 限 的 ， 就 有 

UC(A) 二 sup{1CF):; Ff 是 紧 集 ，FC 4}. 
证 有 未 字 逐 句 重 复 (10.30) 的 证 明 ， 其 中 要 换 成 x.。 口 
“(12.41》 定理 ” 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdotrff 空 间 ， 人 和 ?是 
休 别 定义 在 两 个 0 代数 .VY ,和 .YM ,上 的 正则 测度 ， 假 定 对 于 任意 fE 


GiolX),， 都 有 : 
ft fs 


删 对 于 任意 5E .NM ,人 站 .-W,， 剖 有 
uCE)=?(E). 
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-一 ray 


本 


证 设 F 是 X 的 任意 非 空 紧 子 集 ， 利 用 (12.39.ii) 求 出 含有 F 的 
两 个 开 集 序列 (UD ,)， (下 ,)， 适当 4(U 1) 达 %， vAV1)< oO, (DU,) 
一 KCF)，r?《V 一 *(F)， 对 于 每 个 .EN， 命 W,= 们 《Cn Vi). 


t=l 


那么 每 个 WW, 必 为 开 集 ，W1 汪 Ws 刁 … 卫 FY (Wo)?(F)，4(W) 
一 4《F)， 对 于 每 个 XE N， 利 用 (6.80) 得 到 一 个 通 数 f,E€ GEi，(X)， 
满足 f,CX)CC[0，1),，f,《F) 二 {1)，f,(W;)C{10}， 其 次 命 8， 
一 minff，…， 丰 显而易见 ，g&， EGGi(X)， 81 之 8 之 …， 


limg,(x) 二 és(x) 对 于 一 切 x Et 门 .NF ) 成 立 ， 即 1-a.e。 和 


ya。6, 成 立 ， 由 于 | sian<wGyr 3<， | gar<rovD<~, 应 
用 定理 (12.24) 便 得 出 


nF)=| grdu=lim | gd iW=1im | gadv 
总 许 ，e 人 区 A» 芯 


=| gdr=v(F). 
中 


这 样 一 来 ， 对 于 任意 紧 集 FCX， 都 有 wkCE) 一 "CEF2，” 
对 于 开 集 UVCX， 则 有 加 
KH(U)== sup44(F):F 是 紧 集 ，FCU)} 
二 sup{?(F):F 是 紧 集 ，FCU} 
= » (U). 
而 对 于 任意 集 EE .NM ,站 .VY,， 则 有 
4(B) 二 inf{4(U):U 是 开 集 ，ECU} 
一 jnf{v(U):U 是 开 集 ，ECU} 
=»v(E), 口 | 
(12.42) 定理 ” 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdarff 空 间 ，k 是 定 义 
在 X 的 子 集 所 成 的 一 个 oc 代数 .x 上 的 一 个 正则 测度 ， 且 (X，.x 4W) 
是 一 个 完全 测度 空间 ， 假 定 E.of 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 紧 集 下 忆 
X，ENFE.Y， 在 Eso《X) 上 规定 1 为 1( 人 ) 一 | jun, 并 设 ( 为 如 8 9 
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部 样 由 7 所 构造 的 测度 ， 则 .2 =.Y,, 且 对 于 一 切 EE.M. ,都 有 1(E) 
=1(E). 

证 设 E 属 于 .YY， 并 假定 (BE) 过 ceo， 既然 4 是 正则 的 ， 便 存在 
两 个 集 序列 (CF,)，(U,)， 满 足 条 件 : F.CECU,， 这 里 每 个 ,为 
紧 集 ， 而 每 个 口 ,为 开 集 ,并且 4(F.) 一 (EE)，4(U,) 4(E). 
合 


A= (jz,, B 一 人 7. 


那么 4,B 都 是 Borel 集 , 4CECB, nCA)=1CE)=14(B), uC(BN 4 ) 
一 0， 由 《12,35) 及 (12.41) 推 知 4)==.(B),，(Bfi 4 )= 0. 
因此 ， 由 于 :是 完全 测度 ， 便 有 E= AU {EN (B 站 4))E.NM,， 这 一 


BEE.w 及 ULCE)<co 列 涵 EE .NM ,. C1) 
互 换 4 和 (， 重 复 上 述 论证 ， 便 得 到 
FE.NA 及 CE)<co 蕴涵 EE .x. (C2) 


其 次 考虑 .oz 中 的 任意 B 以 及 任意 紧 集 FCX. 根据 题 设 知道 Bf 
FE .wp， 自 然 有 HE ED<co， 因 此 对 于 一 切 紧 集 F，EIF 都 属于 
.NM,， 应 用 (10.31.iv)， 推 出 EE.NM,， 从 而 证 明了 .of 己 NM,。， 很 
类 似 地 可 以 证 明 反 向 包含 关系 ， 从 而 得 出 .f= NM,， 最 后 , (12.41) 
表明 ， 对 于 一 切 EE.NM,， 都 有 4C(E)== 必 E). 口 

(12.43) 评注 证 明 (12.42) 时 ，“EE.% 的 充 要 条 件 是 对 于 
一 切 紧 集 FCX，E 则 FE sf” 这 一 假设 是 必 不 可 少 的 ， 比 如 设 XX = 
RaXXR， 如 (9.41) 那 样 在 CG oo(X) 上 定义 I"， 并 设 ' 是 由 IT 导 出 的 测 
度 ， 又 设 ?> 是 (在 多 (X) 上 的 限制 ，(X，.w，H ) 是 测度 空间 ( XX， 
多 (X)，? ) 的 完全 化 [ 见 (11.21))， 那 么 对 于 一 切 f € € ooCX)，, 
1 (有 = | fdp， 但 是 却 有 .of 持 -， 
”以 下 我 们 就 真 来 构造 出 一 个 集 4E . 妈 , 站 .oz ， 设 9 是 把 R 映 满 
多 (RR) 的 一 个 1~1 映射 (10,25)， 规 定 


和 
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A= U {XV :YE PY 


集 4 属 于 . 丸 ,， 因 为 对 于 一 切 紧 集 FCX，4nFE 红 (7Z)C. 录 ,， 倘 
车 4E€.%A， 则 有 4 二 BUC， 其 中 C 仅 与 可 数 条 直线 VV 二 {(x,y):y€ 
相交， 而 BE 女 (X)， 那 么 必 存 在 一 个 序数 a 过 QR， 使 BE@。[ 这 
里 8。 是 X 的 开 子 集 全体 所 成 的 集 族 ， 随 后 的 各 @。 则 如 (10.23) 证 明 
中 那样 定义 )]。 这样 ， 对 于 一 切 垂直 线 Fr。，BIhT。.EG。::， 由 此 可 
见 ， 对 于 除去 可 能 使 C 门 了.:# 弛 的 那些 可 数 多 个 zx 之 外 的 一 切 xYER， 
9(X)E.F ,io( 这 里 ,是 R 的 开 子 集 全 体 所 成 的 集 族 .) 但 这 与 下 
述 已 知事 实 相 了 予 征 ， 即 对 于 一 切 6 之 人 Q， 多 (R)N 站 天 信 《 参 阅 
KuratowskiD， 也 可 参阅 Sierpifski@)。 因 此 4 .of.' 

以 下 我 们 指出 关于 Lebesgue 测 度 的 一 个 重要 积分 性 质 ， 

(12.44) 定理 设 / 是 R 上 一 个 Lebesgue 可 测 函 数 ，t 是 一 个 
实数 ，f. 是 由 产生 的 的 平移 (8.14)， 刚 


Gi) | fc dx 一 | f CX) dxX= | f CxIdxX, 


这 里 假定 (i) 中 各 积分 都 有 定 义 . 
证 对 于 f 之 0，、 由 Riemann 积 分 的 平移 和 反 演 不 变性 ，' 显 然 
得 


S(f)= 5S(f*)= SC 1). (1) 
(利用 (8,15,iv)，(8.15。.v)，(9.8)，(9,15),) 然 后 引用 (12,35)， 
关于 (让 中 各 积分 有 定义 的 条 件 ， 请 参阅 (12.2) 及 (12.26). 口 
(12.45〉 测度 的 连续 象 ” 这 一 结构 的 基本 想法 虽然 上 闫 为 简单 ， 
但 还 是 需要 先 作 些 解释 ， 设 X，Y 是 两 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，9 
是 把 X 映 满 Y 的 一 个 连续 映射 ， 假 定 已 知 § 9 意义 下 X 上 一 个 测度 


QD K.Kuratowski, C.R.Paris, Vol.176(1923),229., 
wD W.Sierpinski, Fund, Math,., Vol.6(1924), 39., 


re 
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EN 


4 并 假设 z 

(i) 对 于 了 的 任意 紧 子 集 z，9-1(P) 在 X 中 是 紧 的 ， 或 假设 

《ii pxCX) 有 限 ， : 

试 考虑 一 个 任意 函数 FE @oo(Z)。 不 难看 出 ,合成 函数 fo wp 属 
于 &8:(X，-bA,，14)， 这 是 因为 ， 当 (i)7 成 立时 , 它 属于 Coo(X)， 
而 fo 9 在 不 管 娜 种 情况 下 都 是 有 界 连 续 函 数 ,从 而 当 &(X2 有 限时 ， 
它 就 属于 8 1(X,.M,,4)， 因 此 ， 映 射 


ai) fo | f o 9Cx) duCx) 
力 是 GoolY) 上 一 个 非 负 线性 泛 函 ， 由 此 Y 上 必 存 在 § 9 意义 下 的 
一 个 测度 y， 使 对 于 一 切 f€ GC oo CY), 都 有 

Civ) | fewcozeco= | f Cy dv Cy). 


测度 ?叫做 测度 4 在 连续 映射 ?下 的 象 . 
《12.46) 定理 ”记号 如 (12.45) 所 设 ， 则 对 于 了 的 一 切 go 有 限 ? 
可 测 子 集 B， 都 有 


(Gi) >(B) 一 AC9-ICB)) 一 | so pCxyERCz) 


和 而 对 于 任意 鸳 数 1E 2 1(Y,AH ,.»), fo 9p 必 属于 2 1( XM si)s 
并 且 有 


(1i) | f (av(y)= | f ox du(x). 


证 ”我们 分 几 步 进行 证 明 . 

先 假设 U 是 了 的 一 个 非 空 开 子 集 。 命 见 为 E35oC 了 ) 中 满足 f 委 sv 
的 函数 全 体 所 成 的 集 ， 由 Urysohn 定 理 (6.80) 推 知 ，sup{f:f 
内} 二 6v， 因 此 ， 显 而 易 见 ， 名 在 (9,11) 意 义 下 是 向 上 的 , 注意 到 
《12.35)， 并 两 次 应 用 (9.11)， 便 得 出 


y (U7 ) = | ,soar 


esup{ | fd ey) :ft ER 


=sup{ | fj oxXIALCX): FE R } 
= | supt f oP(x): f €E RIdHCX) 


一 | 5 0 P(x) duCX) 


=H(9 1(0)). z (1) 
其 次 假设 B 是 了 的 任意 一 个 子 集 .定理 (9.24) 及 (1 ) 式 表明 
v《B)=inf1t» (DU):U 是 了 中 开 集 ，U 导 B) 
二 inf{4(971(D0)):U 是 了 中 开 集 ，U 二 有 B) 
之 AC2 1(B)). 《2 小 
特别 说 来 ， 如 果 ?(B)= 0， 那 么 就 B 来 说 Oi) 成 立 ， 如 果 F 是 了 的 一 
个 紧 子 集 ， 那 么 F 包 含 在 一 个 开 集 中， 而 Um 是 紧 的 (6.79)， 这 
样 ，vCD) 必 有 限 (9.27)， 从 而 z 
vCU)—? (UNF )=r(F). (3) 
把 (1 ) 应 用 于 ( 3 )， 并 注意 到 UN F/ 也 是 开 集 ， 得 
DEF) 一 ApC2 10))— A409 1 UN RD)) 
一 AGO 10)N CO UN FF ))’) 


一 HAC2O 1(F)). (4) 
我 们 知道 ， 凡 ac 有 限 的 ?可 测 集 了 都 可 以 写成 
B= (LU F.)UP, 《5 ) 


| 可 


其 中 FiCFsC…CPFC…， 每 个 F, 是 紧 的， 了 与 【j P, 不 相交 ， 


(P)= 0 ， 这 一 结论 容易 由 (10.34) 推 出 ， 推 导 细 节 从 略 ， 把 C4 》 
应 用 于 (5 )， 并 利用 (10,13)， 便 得 到 


4 * 2595 。 


全 


v» CB)= 7 ( (JF)=1im (P= limA(p!(F:)) 


| 


=p( ei))=4( 9 U5)) 
<r(9-1(B)). (6》 
现 由 (6 ) 和 《2 ) 就 推出 (i). 
我 们 来 证 对 于 任意 BE -VwV,， 都 有 8%"1(B)E .Ms， 如 果 B 是 0 有 
限 的 ， 利 用 (5 )， 记 


or1CB) 一 【er5CPDJUo-ICP 


则 因为 9 是 连续 的 ， 所 以 每 个 p-:(CF,) 是 闭 集 ， 又 由 于 (2 )， 便 有 
pH2 -LICP) ) 二 0， 如 果 B 不 是 oz 有 限 的 ， 设 E 是 X 的 任意 紧 子 集 ， 则 
| 
~ ENP?!1(B)=ENY PBNB), : 
这 是 因为 ?是 单 值 的 缘故 ， 集 9(E) 人 \ B 分 明 是 ?可 测 的 ， 关 于 ”又 是 
有 限 的 ， 因 此 ， 正 如 刚才 所 证 的 ，?~!《P(E) 几 B) 是 /可 测 的 ， 这 
样 ，EN -1(B) 便 属于 .MV,， 从 而 由 C10.31) 推 知 9~! (B) 也 属于 
MN,. z 
因此 ， 显 而 易 见 ， 对 于 Y 上 任意 的 > 可 测 复 函数 记 X 上 函数 fo 9 
必 是 4 可 测 的 .利用 (i) 不 难 证 明 (ii). 试 考察 f€ 8 1(Y,， -YM,，?)， 
不 妨 假 设 /这 0 .根据 (11.35)， 必 存在 一 个 非 减 的 ?> 可 测 简 单 
函数 序列 (s, ) 8-1， 使 得 在 了 上 处 处 成 立 limss(y)= f(y)、 很 明 
显 ， 


| ,sary) < | f CY dN Zo, 《7) 


记 5 == > Qiéps， 式 中 0<ci<…<an， 则 正如 (7 ) 所 表明 的 ， 
对 于 一 切 6， 2CBs) 有 限 ， 于 是 由 (12.4) 及 Ci) 推 知 
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人 52arcy>= 之 Q,» (Be) 
一 > CUP i1¢ B,)) . 


| (5 s to- 1(CBL) (CX) )adecx) 


= sa O P(X) dLCX). (8) 


C8 ) 式 两 边 当 w 一 oo 时 取 极限 ， 并 引用 ,Levi 定 理 (12.22)， 便 证 
明了 (ii). 日 
在 结束 本 节 前 ,我 们 布置 以 下 一 大 组 习题 。 其 中 习题 (12.48)， 
(1: ,51)，(12.。54) 及 (12.63)， 有 的 不 久 要 用 到 ， 有 的 则 助 于 天 
清 迄 今 所 记述 的 理论 ， 所 以 都 很 重要 ， 希 望 读 者 至 少 要 做 完 这 几 个 
是 日， 大 多 数 读者 则 要 完成 全 部 习题 . 
(12.47) 习题 设 (X，.%，4) 是 任意 一 个 有 限 测度 空间 ， 
3 是 X 上 复 值 .可 测 阔 数 全 体 所 成 的 集 ， 对 于 f。，g € 3S， 规定 
If— gl 
2019 | TF 
试 证 明 下 列 断 言 : 
(a) PCF, 5) = 0 的 充 要 条 件 是 f=g ae。 
(b) PC(f, g)=P(g, A). 
~ (¢e) plf, DEP(f, g)+plg, 有， z 
(d) 如 果 (f.)?-1 满 足 lim (所 7) 一 0, 则 存在 一 个 复 值 可 测 
函数 g， 使 limP(f,，g) 一 0。 
换 名 话说， 假如 把 a.e. 相 等 的 函数 看 作 是 等 同 的 ， 我 们 便 定义 
了 一 个 完备 度量 空间 . 
(e) 对 于 fE 及 (f,)CCS3，P(f, 一 让 一 0 成 立 的 充 要 条 件 是 
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《12.48) 习题 设 (X，.w， 4 ) 是 任意 一 个 测度 空间 ， {是 X 
上 一 个 非 负 、 实 值 、 有 界 、.ogz 可 测 国 数 ， 命 
d=inf{\ f (x):xEX), 
B=sup{ 1 C(x): AEX}. 


对 于 XEN 及 1 三 1 ,2,…,n 一 1， 命 


魏 1 (xz)<& 十 一 二 | 


(n~—1)(B—a) 
nn 


4A.={xEX:at+ < fe). 


f 的 Lebesgue 和 数 规定 为 数值 z 
$= 5 (et LT) 4. 


试 证 : 1im 一 | 于 di. 


又 假定 A(X)< 二 2 ， 并 设 f 是 X 上 任意 一 个 有 界 、 实 值 、 .2 可 测 
函数 .规定 *. 如 上 . 试 证 : lim s, = | fdu. 

(12.49) 习题 ” 设 (X，.oy， /了 是 任意 一 个 有 限 测度 空间 ， 
(Cf.) *., 和 f 都 是 X 上 复 值 、 .%Y 可 测 函 数 , 并 且 f ,一 了 seo。 假定 存在 
PER， 使 对 于 一 切 zxEN， 都 有 lf.| 委 b a。e. 试 利用 Egorov 定 理 ， 
而 不 利用 (12,21) 一 (12,24) 或 (12,30)， 证 明 


lim | 记 d 一 j .ya 


(12.50) 习题 设 (X，.Y，W) 是 一 个 0 有限 测度 空间 ，g 是 
X 上 一 个 .wt 可 测 阔 数 ， 并 且 对 于 任意 f€ 8 了 1,，fgE€ 了 1。 试 证 存 
在 数 wcER， 满 足 &(CtZEX:igCD >cy ) = 0， 试 举例 说 明 如 采 


9598 ， 


去 挤 c 有 限 性 假设 ， 结 论 可 能 不 成 立 
《12.51) 习题 设 一 oo<o<b<eo， f 是 (a，65) 上 任意 一 个 有 
界 实 值 函数 ， 对 于 每 个 6> 0 以 及 每 个 +ELa，4b)， 规 定 
ms(X)=inf‘\ f (DD:t€(asb) (| jx—6,x+o(}, 
M(xX)=sup4t f(D:IE (asb)f) jx—6,r+6(}, 
并 规定 
mlx)=1imms (x), M(x)=1limM (x). 


(a) 试 证 ,ff 在 x 连续 的 充 要 条 件 是 m(x) = 二 M(xX). 
设 〈 Ji;)?,i1 是 Ca， 的 一 个 细 分 序列 ， 比 如 说 
Aij= a= XD rn mb}, 
并 满足 
lim max{x DP—xii?:1<ten})=0. 


命 
1 =—inf( f(t):xt: 
Mi =supt f(t):x: 


:+ 
i txX'i), 
7} M1 


p= Dn SD 


下 各 入 | 
试 证 : 
(b) 如 果 xE€[a，65b】}， 而 Xx 与 所 有 x 都 不 相同 ， 那 么 
lim?;(7x)=m(*), limyi(x)= M(x%); 


(ce) m，M 在 [a。，4) 上 都 是 Lebesgue 可 测 的 ; 
(Cd) 和 如果 LCf，JAiUCf， 人 J 让 分 别 汰 笑 于 函数 f、 并 相应 于 
细 分 Ii 的 Darboux 下 和 与 Darboux 上 和 [规定 a(x) 二 x)， 则 


[4 . 
limL( f ,4;)= | mc dz, 
limU( f ,I = | menar, 
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Ce) f 在 [a，b) 上 Riemann 可 积 的 充 要 条 件 是 f 几 乎 处 处 连续 ， 
就 是 说 4《( {xE€ La，b):，f 在 x 间断 }] 二 0 ， 

(f) ”如果 f 在 (a,b) 上 Riemann 可 积 , 则 f€ 8 1((a,b), A ,4)， 
并 且 


SC ; Cab)= | fF edx, 


其 中 S 表 示 Riemanan 积 分 (8.6)，《〔〈 读者 应 注意 ， 上 述 命题 仅 适用 
于 有 限 区 间 上 的 有 界 函 数 ， ) 

(12.52》 习题 在 (0，1) 上 试 求 一 个 实 值 函数 户 使 得 f 在 
]0,1) 上 连续 ， limj cs， 11fd4 有 限 ， 而 了 在 (0,1) 上 的 Lebesgtte 积 分 
没有 定义 ， 

《12.53) 习题 在 (C0,1) 上 试 求 一 个 有 界 、 实 值 、Lebes~ 
gue 可 测 鲨 数 !， 使 对 于 [ 0 , 1 ] 上 每 个 Riemanna 可 积 另 数 g， 都 有 

_ lf— gl da4>>0.， 
“(012,54)》 习题 设 一 “< 之 a 之 过 oo，f 是 (a， 引 上 一 个 Lebes- 
gue 可 测 函数 ， 并 且 对 于 每 个 rE La，b)， 都 有 | f(Ddi= 0 . 试 证 ， 
f 二 0 /~a,e.(l 后 面 定理 (16.34) 的 证 明 要 用 本 题 ， 提 示 如 下 .由 
于 | f(t)dt 存 在 且 有 限 ， 岂 便 属于 81((a, 5) ,1,4)， 显 而 易 
见 ， 由 (6.59)，(12。,32) 以 及 我 们 的 假设 知道 ， 对 于 [a，) 的 一切 
开 于 集 U， 都 有 | fd4= 0 ， 利 用 (9.24) 推 知 , 对 于 一 切 4 可 测 集 4 
Cla， 所 ， 都 有 | f44 一 0， 由 此 直接 得 到 恒等式 f 一 0 4-a.e.) 

(12.55) 习题 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 并 且 式 的 
每 个 开 子 集 都 是 o 紧 的 ， 假 定 4 是 定义 在 绍 (X》 上 的 一 个 测度 ， 并 且 
对 于 一 切 紧 集 FCX，4(F)<co， 试 证 4 是 正则 测度 ，( 先 考虑 叉 是 
紧 的 情况 .考察 族 胸 = {EE 组 (X):u(E)==in{f {1《(U):U 是 开 集 ，U 
一}，HCE) 二 sup44CF):F 了 是 紧 集 ，FCE})}. )】 

(12.56) 习题 设 4 是 定义 在 乡 《(R) 上 的 一 个 测度 ， 并 且 
u《{0 ,11) 一 1， 又 对 于 任意 BE (CR) 及 任意 xER， 都 有 AH( 了 十 
x ) 一 ACE72， 试 证 ， 对 于 一 切 瑟 E 好 (R)， 成 立 4(E) 二 4(E)，( 先 证 
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对 于 和 企 意 xE R， 都 有 uC({x)) = 0 ， 再 证 对 于 R 中 任意 <bp， 都 有 
pC)ja,，b( ) =b 一 a， 利 用 (12.55)). 

(12.57) 习题 设 (X，.x%， 4 ) 是 一 个 任意 的 测度 空间 ， f 
和 (f.)*.: 都 是 X 上 复 值 可 测 函 数 ， 假 定 依 测 度 f, 一 fj， 并 且 存 在 一 
个 函数 gE 281, 使 对 于 一 切 x EN, 都 有 |f,1<<g a。e. 试 证 


lim ?aa= (假设 王 | 1 一 fdp=a>0, 选取 一 子 序 
列 Cfs)， 适合 lim | lf 一 J Zh 二 a， 然后 利用 (11.26))。 


(12.58) 习题 设 I 是 (9.41) 所 定义 的 @oo( RaeXR) 上 的 非 
负 线 性 泛 函 .在 (RiXR) 上 由 下 式 定义 7 : 


nC(E)= > A{y: C7) EBD. 
试 证 ， 和 证 
(a) 7 是 多 《ReXR)》 上 一 个 测度 ， 


Cb) 对 于 任意 fE € ooCReXR)， 都 有 ICD 一 人 fan 


(Cc) 7 不 是 正则 测度 ， 

(12.59) 习题 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，L 是 定 义 
在 义 的 子 集 所 成 的 一 个 0 代数 .fA 上 的 一 个 正则 测度 (自然 有 .7 忆 
如 (X)}， 并 且 对 于 任意 x EX， 都 有 uC{x})= 二 0， 假设 3 属于 .of ,并 
县 

4U(B) 二 sup{U(F):F 是 紧 的 ，FCB}》 之 oo. 

试 证 ， 对 于 每 个 aE[ 0，4(B))， 总 存在 一 个 o 紧 集 4CB， 使 4(4) 
= 性 

(12.60) 习题 设 (X，.%， 人 是 00. 50.o 所 说 的 测度 空 
/在 每 个 杞 上 是 常 信 郴 数 ， 并 由 此 把 积分 | ja 写成 菜 个 有 限 和 ， 

(12.61》 习题 设 (X，.w，1) 是 (10.3) 意 义 下 的 一 个 授 
化 测度 空间 :对 于 任意 4E .w， 都 有 4(C4) 二 0 或 4(4) 一 co， 试 证 : 
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岂 8 ，( 蕊 ,sg ,pn ) 中 的 函数 除去 在 4 测度 为 零 的 一 个 集 上 外 都 等 
于 零 ,而 且 | ,lf dw= 0. (这 一 令 人 不 愉快 的 性 质 说 明了 ， 所 考虑 
的 测度 空间 之 所 以 冠 以 “退化 的 ”这 一 术语 ， 是 庆 有 道理 的 。】 

《12.62) 习题 ” 设 X 是 一 个 局 部 紧 、c 紧 的 Hausdorf{ 空 间 ， 
n 是 定义 在 X 的 子 集 所 成 的 一 个 o 代 数 .2(.of 习 绍 (X)) 上 的 一 个 正则 
测度 ， 又 设 f 是 X 上 一 个 .可 测 画 数 ， 并 且 合 于 条 件 ， FX)c( 0， 
吕 )， 又 对 于 X 的 任意 紧 子 集 F， 都 有 fs€ 8 ，(X ,su ) . 《这 种 
函数 / 称 为 局 部 4 可 积 的 。 ) .of 上 规定 集 函数 "为 


y (A)= | f CX) dL. 


试 证 ?是 .tf 上 一 个 正则 测度 ， 

(12.63) 习题 测度 空间 的 完全 化 上 的 积分 . 设 (X,.% ,4) 
为 一 个 测度 空间 ，《 XX, .of ， 上 ) 为 其 完全 化 (11.21)， 

(a) 设 子 是 定义 在 X 上 的 一 个 复 值 或 广义 实 值 .可 测 函 数 . 试 
证 : 必 有 一 个 .可 测 函 数 !， 使 得 在 久 上 4 几乎 处 处 成 立 了 = 了， 
(提示 ， 假设 了 为 广义 实 值 的 .利用 (11。.35), 求 得 一 个 实 值 、.oy 可 
测 、 简 单 函 数 序列 (s,。) ， 使 im s, 二 了 处 处 成 立 ， 每 个 % 具 有 


本 04,184a'3 的 形状 ,其 中 4,, 4€ mf， 庄 4,, :两 两 不 相交 ， 每 个 4,, ， 
包含 在 一 个 集 B,, ; € .4 中， 这 里 Bi A’,,»:) = 0. 命 ss 一 
0, i Bsa,k ,并 规定 f 为 lim s,s 】 


(b) 设 了 是 BC 1( X，.o，A ) 中 一 个 函数 。 试 证 ， 2 (和 
wz，4 ) 中 必 有 一 个 函数 思 满足 


| -了 5=o 
及 


| .far= | .far. : 
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[只 要 考虑 非 负 函数 了 就 可 以 了 . /测度 为 0 的 集 加 起 来 ， 则 不 难 
把 (a) 小 题 中 那些 简单 函数 ;, 作 成 一 个 非 减 序列 ， 根 据 (12,22)， 便 
得 到 


| fart=lim | Sadh 一 1im | sndn= | f au. 
和 请 ~-e 他 y 4 对 


另 一 等 式 是 显而易见 的 ，)】 z 

(c) 设 了 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ,(X，.HMV,，i) 如 $9， 
§ 10 所 设 。 假定 和 关于 (为 "有限 。 命 罗 (X) 表 示 X 的 Borel 集 ， 试 证 
(X，. 太 ,，1) 万 是 (X， 瑟 (X)， 旨 的 完全 化 . 而 有 关 Borel 可 测 函 
数 和 任意 . 隶 , 可 测 函 数 ， 这 表明 了 什么 〔 可 利用 (a) 小 题 . 】 

(d) 去掉 (c) 中 义 为 o 有 限 的 假设 . 设 j/ 是 &:(X，. 色 ,，0 中 任 
意 函 数 ， 试 证 ，X 上 必 有 一 个 Borel 可 测 函 数 ， 使 得 ;几乎 处 处 成 
立 有 二 fj， 并 且 |fil 二 lf，( 考 虚 X 的 一 个 子 集 PY， 它 关于 :为 go 有限 ， 
并 且 f 在 了 7 上 等 于 零 ( 您 愿意 ， 就 把 了 取 作 开 集 好 了 ) ， 然后 如 (c) 
小 题 那样 进行 论证 .】 

(12.64) 习题 设 (X，.%， u ) 是 一 个 测度 空间 ， f 是 X 上 一 
个 复 值 .可 测 函 数 。 试 证 ，fE€E 5 ,(X，.AY，4) 的 充 要 条 件 是 存 
在 一 个 简单 函数 序列 Cs,)， 满足 : (sDL1, 依 测 度 s. 一 了 并 县 


lim | js —ssl dL= 0 。 
mya-o JX 

这 时 有 
人 fan=linm | sa 


(如 果 人 们 先 就 复 值 、.o 可 测 、 简 单 函 数 ， 定 义 | saw; 则 可 利用 上 
述 事 实 定义 ,以 及 8 ;上 的 积分 .在 论述 其 值 在 Banach 空 间 中 的 函 
数 时 ， 这 一 方法 很 有 用 处 ， 它 并 不 杀 我 们 所 建立 的 积分 定义 那样 直 
接 依 赖 于 实数 的 序 关系 ， 
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第 四 章 ”函数 空间 与 Banach 空 间 


在 第 三 章 所 阐述 的 积分 理论 的 基础 上 ， 我 们 可 以 定义 某 些 函 数 
空间 ， 由 于 这 些 函 数 空间 具有 不 少 值得 注意 的 性 质 ， 因 而 在 分 析 学 
及 其 应 用 中 极为 重要 ， 8 7 曾 考虑 过 一 些 空间 ， 其 中 的 点 为 函数 ， 
为 了 规定 两 函数 之 间 的 距离 ， 我 们 在 8 7 仅 考虑 了 一 致 范 数 上 1。 
(参见 (7,3))， 而 本 章 所 涉及 的 一 些 范 数 ， 则 是 用 某 种 积分 方法 来 
规定 的 。§ 13 规 定 并 研究 其 中 最 重要 的 一 些 范 数 ， 这 些 特 殊 范 数 很 
自然 地 引导 我 们 来 研究 抽象 Banach 空 间 一 一 8 14 要 专门 研究 这 种 
点 间 ， 尽 管 我 们 并 未 论述 Banach 空 间 本 身 ， 但 必然 的 事实 是 ， 如 
同 对 $ 8$7，13 所 定义 的 特殊 Banach 空 间 那样 ， 许 多 结果 都 可 同样 
容易 地 证 明 对 一 切 Banach 空 间 《也许 需要 附加 某 个 性 质 ) 都 是 成 
立 的 处 理 这 一 问题 ， 我 们 希望 既 省 力 又 能 解释 清楚 ， 这 就 促使 我 
们 在 一 般 Banach 空间 内 讨论 这 些 结果 ，815 提 供 了 函 数 空间 
8 ,(1 之 py 二 吕 ) 的 共 堪 空间 的 一 种 精确 计算 结构 ,我们 之 所 以 选 定 这 
一 铺 构 ， 是 由 于 其 基本 属性 、 还 基于 这 样 的 认识 ， 即 熟练 地 使 用 不 
等 式 乃 是 每 个 研究 分 析 的 学 生 都 应 掌握 的 一 种 基本 技能 ， 8 16 中 ， 
我 们 考虑 Hilbert 空 间 一 一 它 乃 是 抽象 化 的 & :空间 ， 还 举 出 了 某 些 
具体 例子 ， 并 作 了 说 明 ， 

本 章 各 节 都 很 重要 ， 建 议 读者 学 习 全 章 ， 


$13 空间 8,(<p<*) 


照例 ， 我 们 从 定义 讲 起 ， z 
(13.1) 定义 设 ? 是 一 个 正 实数 ，(，.A ，KH ) 是 任意 的 
测度 空间 ， 又 设 了 是 人 -ave, 定 义 在 X 上 的 一 个 复 值 .or 可 测 函 数 ， 
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并 且 |1 fj1?E 41， 这 时 就 说 jE ,GE (六 .op ,4) ,并 规定 记号 ‖ 于 十， 


为 
1 4 aT. 


如 不 致 引起 混淆 ， 就 把 8 ,(X ,az ,4) 写 成 &R,， .0O 当 p 志 1 ，ftE 
名; 时， 了 | 叫做 三 的 范 数 ， 或 叫做 了 的 & , 范 数 ， 四 有 些 作 者 用 
记号 L’， 也 ?9 名 ?等 来 表示 8 ，. 
当 1 委 了 <<co 时 ，&， 上 函数 了 -1 也， 满足 (7。 5) 所 列 出 
的 全 部 范 数 公理 ， 仅 有 的 例外 是 正 性 条 件 ， 即 当 f 了 六 0 时 ， 上 fl]， 
0. (如 果 .wy 包 含 一 个 A(E)== 0 的 非 空 集 互 ， 那 么 如 半 0， 但 却 
有 上 58s 上 ,二 0 。}) 值 得 验证 的 只 是 三 角 不 等 式 (7.5.iii》， 就 2， 
而 言 ， 三 角 不 等 式 为 
1 了 十 gs< | fi :e+el,. 
由 此 我 们 先 来 证 明 这 一 不 等 式 ， 要 注意 这 里 可 能 出 现 等 式 ， 与 此 同 
时 还 得 到 另外 一 些 不 等 式 ， 它 们 在 后 文 都 很 有 用 。 
(13.2) 定理 (Young 不 等 式 ) 设 9 是 定义 在 (0 ，co[ 上 的 
一 个 连续 、 实 值 、 严 格 递增 函数 ， 并 且 1img(e) 一 co， 92(0) 一 0。 
命 斤 一 2” 。 对 于 任意 xE[( 0 ,ool， 规定 


oo)= | ‘ped 


W(X)= | weoan 


则 当 a,5E( 0 ,eol 时， 有 
Y ab< Ba) +W(b), 


个 考 虑 到 断言 (12.28.i ) ， 当 户 = 1 时， 现在 的 定义 与 上 文 
《12.26 ) 所 给 出 的 外 :的 定义 是 一 致 的 。 

@@ 就 0<p< 1 的 情况 而 言 ， 除 少数 儿 个 测度 空间 之 外 ， , 上 
函数 了 一 | 了 5 并 非 (7,5 ) 意义 下 的 范 数 ， 供 作 讨论 ， 请 参看 
《13.25.c) 。 
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而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 b 二 P(C a ). . 
证 利用 这 样 一 个 事实 ， 可 以 进行 正规 证 明 ， 即 对 于 任意 ec 之 
0。 总 成 立 
| pewdut | Ko)do= cple). 


不 过 ， 把 积分 看 作 面积 ， 则 由 附 图 6 ， 结 论 是 显而易见 的 . 口 


(这 样 ， 三 十 7 =1). 
(13.3) 推论 设 P 汪 >1, 而 a，b 是 两 个 任意 的 非 负 实数 ， 
则 有 | 
b? 
pb’ 


a 


多 
7 一 十 


(1) 入 
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有 有 


Gi 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ol 一 天” 
证 对 于 xE[(0 ,oo[， 规 定 9( 4) 二 wf~!， 那么 9 是 连续 的 、 
严格 递增 的 ，lim9(z ) 一 co，92(C0) 一 0 9 的 逆 函 数 世 由 多 CD) 


有 
二 Uv?"1 给 出 ， 则 有 
a a F 
D(a) = | vodau= | widu=--， 


1 » 
7 p? 


V(b)= | yewao= | 9 dy 二 一 一 一 


(Riemann 可 积 国 数 的 Letiesgue 积 分 与 Riemann 积 分 是 一 致 的 
(12.51.1))， 于 是 由 (13.2 ) 立即 得 出 本 推论 ， 口 

《13.4) ”定理 (p>1 时 的 Holder 不 等 式 ) 设 FE8&，，86 
&，， 这 里 pp>>1. 则 fgE&R，， 并 且 有 


GD fa <| 1falan, 

(ii) EEL IEA 
从 而 还 有 

(111) seas tet, 


证 ”人 先 证 (ii)，[ 要 注意 ，(ii) 和 (12,28.ii ) 蕴涵 (i)，) 如 果 
f 或 8 Have, 等 于 零 ， 那 么 (i 认 显然 成 立 。 要 不 然 , 科 用 (13.3)， 
则 对 于 关中 使 1(w ) 和 gC ) 都 有 定义 的 所 有 x， 也 吝 是 对 于 4 几乎 
所 有 ww， 便 有 


OO lao 1 Nw? 1 | 


1 
fg Sp til; p 1 


gCu) 
: 8 季 
”由 此 得 到 
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, 站 1 
本 | pi dH= 万 二 太一 工 : 


这 就 证 明了 (ii)， 由 此 直接 推出 不 等 式 Ciii)，[| 

当 了 一 p' 二 2 了 时， 不 等 式 (ii) 称 为 Cauchy 不 等 式 , 或 Schwarz 
不 等 式 ， 或 Bunyakovskii 不 等 式 ， 有 时 就 把 这 三 个 名 称 列 在 一 
起 . 

(13.5) (13,4) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 为 了 得 到 (13,4.ii) 
中 的 等 式 ， 显 然 必 须 上 且 只 须 对 于 几乎 所 有 的 u€X， 成 立 


fo lgC)| 1 [fl ,1 (人 


fT; Tels Tp TFs yp el 


根据 (13.3? 可 知 ， 上 式 成 立 的 充 要 条 件 Rl 8 


处 处 成 立 ， 这 样 ， 便 得 到 ( 13.4.ii ) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 
在 两 个 非 负 (但 不 同时 为 零 的 ) 实数 和 4，B， 使 等 式 
4 | 几 ? 一 Bigl 

几乎 处 处 成 立 . 

根据 这 一 结论 以 及 (12.29 ) ， 读 者 可 以 很 容易 地 用 公式 表示 
( 13.4.iii ) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 

(13.6)〉 定理 (0 之 p 过 1 时 的 Holder 不 等 式 ). 设 0 信 了 < 1， 
了 和 5 分 别 是 &yr 和 & 六 中 的 画 数 ， 则 有 


(i) |fgar> 《| (8 dk 六 


除非 fg* dk 二 0( 注意 p 过 0 ) 

证 在 定理 条 件 下 ， 我 们 考 虚 到 既然 "二 0， 又 有 0 < 之 fg” dk 
~ 因 尼 可 以 推 知 ， 对 于 几 耶 所 有 YE g(XYX)>>0， 命 4 一 
5-， 并 规定 9 一 5 少 一 5E ”了 ” ,不 难看 出 ，92 ”一 5 ， 从 
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而 gE 8。 如 果 | 他 du= =， 那么 G) 式 显然 成 立 ， 否 则 ，fg 便 周 
于 8 ,， 从 而 属于 8，. 庶 用 C13.4)， 用 4 代替 7， 则 得 到 


frran= Jwywan <( yrar (J du 六 
=( [gar) (|e apn)”, 


由 此 直接 得 出 
fe (J (ft) ™ 


由 于 一 一 一- 二， 定理 得 证 口 
gp Dp 


(13.7〉 定理 (Minkowski 不 等 式 ) ” 设 1 和 p < 之 %o,f,g€ 28,， 
则 有 : 
(i) 让 十 gs 和 二 
证 ”人 先 假 设 ? 过 1. 则 有 z 

f+el ?C+ lgl ?2max{ lfl, lol })? 

=2’maxt{ fl”, lel ?27C lf ?+ el). 

这 一 粗略 估计 表明 ] 了 十 sgl?’€ES 1 也 就 是 1 十 SEE， 这 样 ， 由 
(13.4) 可 推出 . 


frel := [i tf 十 中 rd j 上 十 中 和 dp 


十 | rr+a ?0 
<(| MA sap) ( | lf+g (9~ wap)” 


(ara (fraan) 


一 (Fi 十 人 ge》 | 十 gs 


于 是 成 立 不 等 式 


p 


上 fg 二 


注意 到 p 一 -二 = 1， 便 得 出 之 1 时 的 Minkowski 不 等 式 ， 既 
然 | 1f+ glan<| 7lan+| lslau 当 D = 1 时 不 等 式 (让 显然 
成 立 ， 口 

现在 给 出 Minkowski 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 . 

(13.8》〉 定理 当 P=1 时 ，(13.7,.i) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 
件 是 ， 存 在 一 个 正 可 测 函 数 p ， 使 得 在 集 {x:f(x)g(x) 寺 0) 上 几 
乎 处 处 成 立 

1(x)OCxX) 一 SCY)， 
当 1 之 了 之 co 时 ， 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ， 几 乎 处 处 成 立 
Af=Bg, 
这 里 4， 电 是 两 个 非 负 实数 ， 并 且 4: 十 了 >> 0， 

证 留 作 习题 ， 

:13.9) 定理 设 0< pp<1， f，gE€8:;， 则 有 

(i) tftigl ,1f1,+ lgl,. 

证 (13.7) 中 对 1 十 8 "所 “的 估计 已 表明 fe€ £，. 
为 了 证 明 (i)， 可 利用 (13.6.i )， 以 及 (13.7 ) 的 论证 . 口 

以 下 我 们 描述 ， 在 什么 精确 意义 下 & ,能 成 为 一 个 献 范 线 性 空 
间 ( 了 之 1 ). 

(135.10) 定理 设 1 委 pP<c, 则 8 ;是 K 上 的 一 个 赋 范 线性 空 
间 ， 这 里 我 们 约定 ，f = 8 的 涵义 是 对 于 4 几乎 所 有 x*€X， fH( x) 
二 g(xX)， 【也 可 以 叙述 成 : 命 R 二 {fE2,: 在 X 上 f(xXx)= 0a.e,。 
成 立 }， 则 9% 是 8 ;的 一 个 闭 线 性 子 空间 ， 在 a,e, 相 等 的 所 谓 等 同 灌 
数 意义 下 ， 我 们 所 说 的 2 ,其 实 就 是 8 ,/%W，) 
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证 “afl,= lel 了 "是 显然 的 事实 所 需 的 其 他 验证 都 
已 作 过 了 , 口 

以 下 定理 在 积分 论 的 许多 应 用 中 至 为 重要 。 它 的 很 特殊 的 情 
视 ， 即 Riesz-Fischer 定 理 @， 于 1906 年 首次 发 表 兽 又 动 一 时 ， 现 
在 我 们 看 到 ， 一 般 定理 也 是 不 难 证 明 的 ， 

《13.11) 定理 设 1 委 了 <co， 则 吧 , 是 一 个 复 Banach 空间 ， 
这 就 是 说 ， 关 于 度量 2Cf,g)= 1 了 一 5 上 ，, 8 ;成 为 一 个 完备 度量 
空间 . / i 

证 设 (f,),?1 是 8 ;中 一 个 Cauchy 序 列 ， 就 是 说 (f.) 具有 性 
质 ，1im 站 天 一 各 一 0。 数列 (f.(x )) ,2: 可 能 在 任何 点 zxEX 都 
不 收敛 [例如 (11.27 ) 所 构造 的 序列 (f.) 就 是 如 此 ]， 不过， 可 以 
求 出 ( 志 ) 的 一 个 子 序列 ， 它 确 乎 & 风 乎 处 处 收敛 ， 事 实 上 ， 把 
(fxa 取 作 ( 思 ) 的 这 样 的 子 序列 ， 即 使 得 < < …<m< 
而 且 = 

之 1 和 th 【一 < 


k=l 
这 样 选取 办 得 到 ， 比如 说 ， 可 以 挑选 递增 的 n:， 和 使 对 于 一 切 m 之 ni,， 
都 有 上 一 fm ;< 之 2， 现 规定 
gs= [fn ,| 十 jfn,— fn, 十 … 十 \fn ， 一 加 1 053 
显而易见 
js? = gC 
fn fn : 


<(4f, 上 ,十 > ff ) 


| fr, 有 ,十 poo。 
命 8 =limg,. 根据 B， Levi 定 理 (12.22 ) 以 及 上 述 估计 ， 得 到 


| eavx= | amsteu= lim | gidLU<co。 


Q 见 (16,39 ) ,一 一 译 者 注 


所 以 5 属于 中 ,; 也 就 是 说 ， 


“I fm 十 5 [fan fnl Tae 


f=1 


上 述 非 负 被 积 函 数 必定 /ave, 有 限 ， 从 而 级 区 
D fry Cx) — fn 


j=1 


Ce。 收敛 ， 显然 ， 级 数 


fniCX) 十 >, (fns1CX)— —fn,(xX)) 


1 


也 同样 k-aoe。 收 伍 ， 这 个 级 数 的 第 Kk 个 部 分 和 正 是 fxs,.( XxX)， 从 
而 对 于 任意 +€ 4, 序 列 (jms(x )), 马 收 伍 于 一 个 复数 (x), 这 里 4E 
sz，Hp(C4 )= 0. 对 于 任意 zxE 4' ， 则 规定 从) 为 0. 不 难看 出 ， 
f 是 .可 测 的 ， 在 XX 上 f 显然 还 是 复 值 的 . 

我 们 来 证 明 f 是 序列 (f,) 在 ? ,中 的 极限 ， 由 此 自然 就 证 实 了 
关于 由 ? ; 范 数 导 出 的 度量 8 ,是 完备 的 . 从 下 全 0， 设 1 充分 大 ， 
使 得 

| fo—fil ,<e, sf 
那么 当 k 之 1 ，m 之 nt 时 ， 便 有 

| 帮 .一 fn, | ?< 2， 
根据 Fatou 引 理 《12.23 )， 则 有 


| 上 f 一 fl 7dU4= | lim |lfn.— fal ?du 


Fk- 


<lim | fra —fol ?der, 


ko 

这 样 ， 对 于 每 个 mm 之 n， 消 数 了 一 1 便 属于 ，， 从 而 i 一 ff 

十 fs 也 属于 富 ,; .而且 
| limlf-f.l,=0. 0 


《13.12) 评注 当 工 委 P <<oo 时 ， 函数 空间 8 5L4-a,e， 定义 
在 X 上 并 满足 1 了 1 ， Sa < 的 实 值 sy 可 测 函数 全 
体 ) 为 实 赋 范 线性 空间 ， 并 且 还 是 完备 的 。 其 证 明 很 类 似 于 就 复 空 
间 8 ;情况 的 证 明 . 

(13.13;， 例 设 D 是 任意 非 空 集 ， 试 考虑 D 上 清正 


和 f(x)1?<w (0 之 P<oo) 的 复 值 函 数 1 全 体 . [ea 


>, ix) lS fC x )] ?. 5 是 的 有 限于 入 ， | 


ED 


.是 刀 的 子 集 全 体 ， 4 是 (10。.4。a ) 所 定义 的 计数 测度 ， 那 么 这 
些 函 数 都 是 8 ,《D，.f， 4 ) 的 元 素 , 习 惯 上 ,这 个 空间 记 为 1,(D)， 
当 了 二 NN 时 ， 就 简 记 为 1,， 假 如 1 志 了 过 oo， 则 1,(D) 是 一 个 完备 ， 
度量 空间 ， 其 中 度量 是 由 范 数 ， 
,= (BD CO) 
决定 的 ， 
H61der 不 等 式 及 Minkow ski 不 等 式 分 别 具 有 如 下 形式 


> IFCx) gx)| < < (之 \f Cx) | 中 (> \gCx)) 2 六 


(> \fCx) + gCx)|? y <(> 1fCxz)13 站 
+( >, le ? 六 


如 果 了 有限， 比如 说 D=(1，2，…，1》， 那 么 前 述 事实 便 引 上 出 
K"* 和 R" 上 的 1; 范 数 及 其 相应 度量 . 两 点 (xi xz，…，xas) 与 


(yis yrs …， y. ) 之 间 的 距离 为 ( 六 | xy 一 3 ') . 当 pP 二 2 


1 


=|- 
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时 ， 便 得 到 古典 Eucjid 度 量 ， 由 KK* 和 "上 的 1 度量 生 成 的 拓扑 则 
是 完全 一 样 的 [参看 (6.17 ) ). 

图 7 表示 当 了 等 于 不 同 值 时 ，R: 中 单位 球 的 第 一 象限 情况 . 
(135.14) 例 空间 
2,C(0，1)) 和 8 ,CR), 其 中 0 
<D<co (当然 上 = 4，. 双 一 
.V1)，, 在 纯粹 分 析 与 应 用 分 析 
中 都 是 极其 重要 的 函数 空间 . 

《13.15) 例 当 P 一 2 
时 ， 我 们 得 到 有 名 的 逊 数 空间 
C2.(X,.mf，4L)、 这 时 P=p/ 
二 2 ， 因 而 对 于 gE 
Ho6lder 不 等 式 具 有 以 下 形式 
图 7 jlfgl dnl Flt gls 
试 考虑 按 以 下 规则 把 ,XP , 映 入 KK 的 映射 : 
Of,8)— fa du=¢f,8), 
其 中 等 式 定 义 了 (了 ， 8 ，>， 这 个 瞻 射 具有 下 列 性 质 ， 
<f1+f,,g)= fi, 8 + <f,, g); 
‘af sg)=alf,g», QEtK; 
Cf, = (esf; 
‘<f,f»>>0, fz*0, 
从 这 些 恒等式 可 推出 〈 或 者 说 可 直接 得 出 ) : 
(fg 十 gz 一 《jg 十 人 fos， 
《fag) 一 Cj g), 
“0， 轧 一 ^f0> 一 0， 
空间 & ;可 以 抽象 地 明确 表述 如 下 . 
《13.16〉 定义 设 开 是 K 上 一 个 线性 空间 ， 并 具有 把 HXH 
映 入 K 的 一 个 内 积 
(X,Yy)— X,Yy> EK, 
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满足 以 下 条 件 吕 
CX 十 yz> 一 《4X92> 十 人 y92Z7? 
ax,y) =aQxsy ,CEK, 
x»y) = Cys)s 
《<x ,xX >0,xXE0. 
(可 以 由 上 述 关 系 式 证 明 ，《 13.15 ) 中 就 ,所 列 出 的 < , > 的 其 他 
性 质 对 于 召 也 是 成 立 的 ，)] 则 称 五 为 一 个 内 积 空 间或 准 Hilbert 空 
间 . 
设 x€ 瑟 ， 规 定 
1 x 1 一 =Cx,x) 
可 以 证 明 以 下 两 个 不 等 式 成 立 : 
lx sx yl, 
1 x 十 yx 十 和 > 
这 样 ， 瑟 便 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 .如 果 互 按照 这 一 范 数 是 完备 
的 ， 则 称 互 为 一 个 Hilbert 空 间 . 
对 Hilbert 空 间 的 研究 ， 已 形成 内 容 极其 广泛 的 理论 . 后 面 
$ 16 要 学 习 这 一 理论 的 基础 知识 .这 一 理论 最 引 人 注 目的 事实 之 一 
是 ， 凡 Hilbert 空 间 都 可 以 看 作 与 某 个 lx:(D) 在 Hilbert 空 间 意 义 下 
是 等 同 的 ， 这样， 特别 说 来 ， 凡 中 :空间 都 认为 与 某 个 空 间 1(D? 
一 致 ， 我 们 在 (16.29 ) 要 论述 这 一 识别 问题 . z : 
我 们 现在 回 到 空间 8 ;,， 证 明 几 个 比较 简单 的 定理 . 
(135.17) 定理 ”如果 1(X)<ceo，0<p 了 <q < 之， 则 8 CC 
台 ,， 并 且 当 Es 时 ， 成 立 不 等 式 z 


工 - 
多 


| 了 < Lf uCX)) 


站 “I 


证 命 1 一 -4->1， 对 于 任意 fE8,， 有 
读者 留意 ， 内 积 所 满足 的 条 件 蕴 涵 着 ，(i) 《rx，zx> 之 [，(ti》 
4z，Xx) = 0 的 充 要 条 件 是 z = 0。 一 一 译 者 注 
275， 


Pr 


| i "dn<( | fl ?dag 7 (| 1 010 )” 


3 -p 


=(| ul ou) 和 


由 由 可 见 fE 了,， 并 且 


-pp 
3 


Fl <1FlCCD7》 ”= 一 TCD .OO 

(15.18) 定理 如 果 0<D<q<co， 则 1CDJIC1CD): 当 
D 无 限时 ， 这 一 包含 关系 是 真 包 含 关 系 . 

证 假设 1€1,CD); 则 有 


S01 = BY ee? Oo 7 


ED 


<A'™? > lf) ’, 


其 中 和 A 是 一 个 常数 ， 使 对 于 任意 YED， 都 有 1f《x)| 过 A. 读者 该 
不 难 举 例 说 明 ， 当 帮 无 限时 ， 包 含 关系 是 真 包含 关系 . [| 

(13.19) 定理 设 i €£$ ,N51， 其 中 0< 了 <4<%%, 了 又 设 
p<r<g， 则 fER.。 同时 ，( 了 ,4) 上 由 

P(r)=10gC fl,) 
定义 的 函数 9 为 种 的 ， 就 是 次，0 <c<1 工 蕴涵 
9(cb 十 ( 工 一 c)g)<c9(b) 十 ( 工 一 c)0(9)， 

证 命 r==ap 十 (1 一 0)g，0 <a<1. 利用 关于 -一 的 H6I- 

der 不 等 式 [ 注 意 ，(- 二-) = 一 一 二 )， 得 到 


1—a 


| lf rh | “p+“1~a.gIH 


<(| i a )(| un em ) 


-( | Di adn)"( | i ia) 


【注意 ， 通 数 上 1? 及 | 了 1 ”分别 属于 8 1 及 (1 1y. ] 由 此 
得 到 fE€ Re-sx， 而 且 
和 了 5 
这 一 不 等 式 两 边 取 对 数 ， 便 得 到 
plap+ (1—a)g) ap p)+1— a qa), 

这 了 就 是 说 ，2 是 凸 的 . 口 

(15.20) 定理 设 有 任意 ;,，1 二 了 < 之 co，。 则 对 于 每 个 1€ 
? 及 每 个 e>> 0 ， 必 存在 一 个 简单 函数 cE€ 8 ,, 它 满足 lol 过 171， 
lo 一 了 1; 过 e。 特 别 说 来 ，S Nn 8 ;在 8 ,中 稠密 . 

证 首先 注意 到 E 人 8 了 ,CP，,， 其 次 假设 1 之 0，fEP,， 根 
据 (11.35) ， 必 存在 一 个 非 减 的 非 负 简单 函数 序列 (s.)， 满足 
sw (XI) 一 帮 X) MA-ase。 对 于 每 个 zxE N， 有 

lf—s,! rf?Ee © 1 。 
由 关于 控制 收敛 的 Lebesgue 定 理 《12.24) 知道 
im | 一 san= [lim lf—sl ?dp= 0, 

从 而 可 取 ;,€ 5 站,， 使 得 s, 二 ff， 而 有 :一 了 是 ;为 任意 小 ， 对 
于 任意 了 €C ©,, 记 了 = 二 用 一 1 十 i (fs— ff), 其 中 fj€ CO», f1f， 
二 fs 二 0. 任 给 E0, 取 o;E 835N6, 使 oj<fy, 上 os 一 所 1 ; 
< (jE{1，2，3，4})， 规定 o 汶 o, 一 o, 十 i(os 一 04)， 
显然 o 属 于 6 们 8,。， 同 时 有 于 


Ifol ,< > If-osl ,<e, 
jw]1 


lol ?=(01—c,)*+(as 0,)? 


一 > oj 二 > fi?= | 用 2 吕 


到 站 是 


eit ttre eH :Hahn i et air 


(15.21) 定理 设 X* 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，! 是 89 
所 说 的 和 上 任意 测度 ，. 女 ,是 (可 测 集 所 成 的 cC 代 数 ， 则 当 1 委 2 和 < 
co 时 ，G@oo(XD)CQRCX,.，:)， 而 Goo(X) 在 中 交 ，- 克 6) 
中 稠密 ， 就 是 说 ， 如 果 FE&;(X，. 太 ,，:)， 并 任 给 e>0， 则 
存在 一 个 函数 PEGE oo(X)， 适 合 上 f 一 9 中 ?<es， 此外， 当 了 有 罩 
时 ， 则 可 取 2， 使 192 1 1 了 了 1. 

证 当 pEGor(CX) 时 ， 则 存在 一 个 紧 集 FE〈 出 如 说 9 的 文 
集 )， 满 足 i 中 二 1 和 19 55r， 由 于 (RE)<co， 可 见 PE，， 

设 FERNX，. 妈 ,，:), 给 定 e 六 0， 应 用 (13.20 ) ， 求 得 一 个 
前 数 rE SN 8 ;， 适 合 lol 过 1 和， 也 f 一 0 上; 之 -9 由 于 0 仅 
取 有 限 多 个 复数 值 ， 显 而 易 见 上 o1 上 ,过 o， 假 如 0 一 0， 那么 0 
Goo(X)7， 这 就 完成 了 证 明 ， 因 此 假定 icjl ,= MM 之 0. 

命 E 二 {xEX:o(x) 夺 0}. 既然 和 ESN2,, 便 有 尺 E)< 
co， 应 用 Luzin 定 理 (11.36 ) ， 求 得 一 个 画 数 9 EECo。， 满 足 . 
112 <M， 而 且 当 4 二 {x EXK:9(x) 太 ol(Xx)} 时 ， 有 (4) 过 


(了 8 六。 记得 到 


上 一 911 一 c1 十 1 一 91 ， < 二 


+( | ic 一 91 ?di ) 
=2+(| .lon ?a < | czaora 
=7+2M .1(4) :< se ， 口 
“(13.22》 定义 所 谓 R 上 的 阶梯 函数 ， 指 的 是 形 如 
S a,814 的 任意 遂 数 ， 这 里 41，…，0, 都 是 复数 ， 每 个 I 是 有 界 
区 间 《 开 的 、 阅 的 或 半 开 的 》. | : 
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(13.23) 定理 设 ' 为 8$ 9 所 说 的 R 上 任意 测度 ，1 往 D < 
cc. 则 尺 上 阶梯 函数 构成 RCR，.- 女 ,，4) 的 一 个 稠密 子 集 。 

证 很 明显 ， 每 个 阶梯 函数 必 有 界 ， 在 一 个 紧 集 外 部 等 于 零 ， 
因而 凡 阶 梯 函 数 都 属于 ，， 

设 fE © ,， 给 定 e>> 0 利用 (13.20 ) ， 求 出 一 个 简单 函数 


oE8,, 使 fo ,< 比如 说 go = 之 fi 其 中 对 于 一 


切 j ， 都 有 Bi;E€.M Woee ， 就 不 妨 假设 对 于 一 切 j， 都 有 
上 Bi)<coe， 傅 


1 £ 8 
9 一 了 一 一 一 一 一 一 一 | 
| 2:(1+ 5 Bil) 
并 国定 {1 ，2，…:，m} 中 的 i .利用 (9.24 )， 得 到 一 个 开 集 
Di 使 BjyCUj;,， Uji;)<1(B;) 十 5， 由 (6.59) 知道 ， Uj; 一 
Ur 其 中 谱 T7, :都 是 两 两 不 相交 的 开 区 间 , 则 有 六 :13, 1) 


下 一 三 下 
二 LU)) 达 oo， 从 而 可 取 。， 使 六 (CD D<6. 命 
imko+1 
Vj= (J bi, Wi=UWN TV. | 
Em 1 
则 立即 看 出 


Wi)<6, ViABICUIN BI UW 
VIABN)EAUIN BI) tAWj)<26. 
因而 : 


.4 
| ED 一 二 | ,<(26) . 


再 命 = > Pity ;， 因 为 每 个 V; 是 有 限 个 区 间 之 并 ， 所 以 是 阶 


im1 
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梯子 数 ， 同 时 


| cc 一 > | ,= | >, BiCéB8;—éErV)) 


| as 


| 


< >, 18 18p;—étr;l, 


<028) (5 [Bi < 二 
下 到 于 


因此 
i fs < 1 ;一 cl 十 ic 一 1 <e， 有 品 
空间 & CR，. 妈 4) 中 的 范 数 具有 一 种 既 贷 有 兴味 ， 又 有 实 
用 价值 的 连续 性 特征 ， 我 们 现在 来 证 明 这 一 属性 .请 读者 复习 一 
下 R 上 函数 了 由 实数 产生 的 平移 有 的 定义 (8.14). : 
(13.24) ”定理 设 革 二 RR，4 照常 为 Lebesgue 测度 ， 又 设 
P 为 一 实数 ，1 委 ?了 <co， 了 是 &;(R，. 妈 :，4) 中 任意 函数 ， 
则 z 
(i) lim | fo—f | ?一 im | fs,—f | 2 一 0. 
证 给 定 任意 正 数 e。。 应 用 (13.21)， 取 PEGC。oo(R)， 满 足 
9 一 州 ， < 一. 那么 9 一致 连续 (7.18 ) ， 同 时 ， 还 存在 一 个 
正 实 数 c， 使 当 1t1c 时 ， 有 2(Ct)=0。 取 6>>0， 但 6 和 <1， 
并 且 当 |h|< 之 56 时 ， 成 立 


4 € 上 由 1 
I2(t 十 用 一 90Ct 于 3 (5 ) 。 
于 是 当 |h | 过 6 时 ， 便 推出 

| [IoC t+)— 9 t) laat 


| 
t 
: | fF BE 
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也 就 是 说 
19;—9 1 < 二. 


根据 ( 12， 44 ) ， 显而易见 ， 对 于 任意 hE R， 成 立 
| 0 一 太一 | 2 一 站， 
从 而 当 |n1 过 6 时 ， | 
| fmf ,Sf—o ,9p + lm—fl,<e. DOD. 
(13.25) 习题 及 了 为 实数: 0 过 了 < 过 1 又 设 (X,.%f ，H) 
是 任意 一 个 测度 空间 ，f，8 是 8,( 久 ，xY，4) 中 两 个 也 
(a) 试 证 ， 


(i) fel <2 CFs gl. 
(提示 ， 当 0 迄 上 < 性 co 时 ， 证 明 

1 二 (7. 
”由 此 可 推 知 


lf+gl se li gl? 
其 次 考虑 函数 


pC Et) 一 (1 十 上 ?1 十 1) 

函数 纱 在 ( 0，coo( 内 tt = 二 1 处 刚好 有 一 个 极 小 值 ， 计 算 这 一 极 小 
值 ， 自 然 就 可 以 证 明 (i)，】 

(b) 试 证 : pl f 9 8 ) 一 ll 一 8 | ;是 ,上 一 个 度量 ,按照 这 
一 度量 ， 了 ,成 为 一 个 完备 度量 空间 . (提示 . 仿照 (13.11 ) 的 证 
明 .，】 

(c) 假设 革 含 有 两 个 不 相交 的 .of 可 测 集 4 和 BB， 其 中 每 一 个 
都 具有 正 的 有 限 4 测 度 . 试 证 : 上]; 并 不 是 范 数 ， 即 证 必 存 在 两 个 
函数 思 gE&y， 人 和 使 得 

frtgl ,> 1 ,+ leh,. 
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(把 数 -二 -写成 9 注意 到 ， 对 于 任意 正 实数 t ,都 成 立 (1 十 1)> 
1 十 Pa， 命 了 一 a54，8 一 有 5s， 其 中 c，8 都 是 正 实 数 。 然 后 通 过 
计算 了 ,g ,了 十 5 的 &, 范 数 ， 并 利用 刚才 所 提供 的 不 等 式 ， 我 们 
可 以 选取 wz，B8， 以 解决 所 给 的 问题 ，) 

(d) .本 小 题 中 , 设 了 是 任意 一 个 正 数 .假定 凡是 .中 具有 正 的 
有 限 / 测 度 的 两 个 集 都 相交 ， 试 确定 2 ;(X，.oZ， 站 的 完整 结构 . 
据 此 ， 坛 证 明 对 于 一 切 了 >>0，8 ;《X，.of，4) 都 是 平凡 赋 范 线性 
空间 ， [提示 ， 假 如 根本 不 存在 共有 正 的 有 限 4 测 度 的 集 ， 那 么 每 个 
,都 成 为 {0 }， 然 后 假设 存在 菜 个 集 ， 它 具有 正 的 有 限 4 测 度 ， 则 
于 题 设 条 件 下 ， 所 有 中 ,无 非 都 变 成 KK.) 

(15.26》 习题 广义 H5lder 不 等 式 ， 设 ci，c: ，…，as 都 是 


正 实 数 ， 并 且 > @j=1. 则 对 于 中 中 的 方 ， ff, “eg f,s 有 
ffi2 fon € 1:, 
并 成 立 
one pda lf ef 


(135.27) 习题 试行 细 写 出 并 证 明 当 了 = 二 1 以 及 1 过 P<% 
时 Minkowski 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 . 

“(13.28) 习题 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，: 与 
Mi 照 稍 ， 假定 !((X)7 之 0， 并 且 对 于 任意 xEX， 都 有 54({x)》) 一 
0， 设 了 是 任意 正 数 . z 

(a) 试 求 一 个 函数 JE 2 ,使 对 于 任意 6>>0 ,都 有 ED,,;。 


。 (提示 ， 利 用 ( 12.59 ) 以 及 对 于 任意 6>>0， 都 有 


之 2 二 这 一 事实 ， ) 
” (b) 试 求 X 上 一 个 函数 1， 使 对 于 任意 6 之 0, 都 有 FER，，， 
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而 fE 8 1， ( 忆 及 Sn" 当 a>>1 时 收敛 ， 当 0 <c< 工时 发 散 .) 
Cc) 试 求 一 个 非 负 实 信函 数 ， 它 不 属于 任何 8 
(15.29) 习题 考虑 集 ( 0 ,oo[ 以 及 其 上 的 Lebesgue 测度 4. 
对 于 每 个 p > 0， 试 求 (0 ，co( 上 一 个 函数 了， 使 FE 8 而 当 ? 
4 时 ，fE 84. | 提示 . 可 考虑 函数 8 ， 其 定义 为 g(x) = 


1 
XI liogGOF? 1 | 
(13.30)〉 习题 设 (X，.4，W) 是 一 个 有 限 测 度 空 间 ， 了 是 和 
上 任意 一 个 有 界 可 测 函 数 ， 试 证 ， 
li finf{a ER:a> 0, AC{xEX: | >0)) =0}. 


(13.31) 习题 设 ? 是 一 个 实数 ，1 过 P<oo，f 是 8 ,CR)》 
中 一 个 函数 ， 而 且 了 是 一 致 连续 的 . 试 证 FE CE oCR)， 并 举例 说 明 
每 个 8 ,CR 含有 一 个 无 界 连续 函数 . 

(15.52) 习题 设 ( 和 X，.，4) 是 一 个 测度 空间 ， 并且 
W(X) 二 1， 又 了 是 1( 久 ，Y，W) 中 一 个 函数 ， 规 定 log( 0 ) 为 


=-— CO 


(a) 试 证 : 


(i) | 1ogf x) du(x) <log ( | f(x duCx)). 


(提示 ， 当 0 之 t 过 oe 时 验证 不 等 式 log( 1)<<t 一 1，。 以 . 


fx) 代替 t ， 并 积分 ，) 

(b》 试 证 (i) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 f 几乎 处 处 是 一 个 和 党 
值 函数 . 【提示 . 当 t 二 1 时 验证 不 等 式 log( 1)< t 一 1.) 

(e) 试 证 : 


GD limlfl,=expl [logfcx)ancx) | 
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ae 
LE 和 


收 伍 定 理 证 明 


jimy | ran- 1)= far 
利用 (1) 证明 


1 1 1 
HE fre Phos ror>t J oat 


= | logfdu. | 


《13.33) 习题 设 (X， fs 4 ) 是 一 个 测度 空间 ，P 是 任 
意 一 个 正 实数 . 试 证 : 如 果 了 和 (f,)?. 1 在 2 7(X，.og，H 中 ， 并 
且 了 一 思 1 一 0， 则 依 测度 ff, 一. 试 求 一 个 序列 (fc 
,Lt0，1 ])，-V:，4)， 满 中 条 件 ， 依 测度 f, 一 0， 但 是 f.1 ;不 
收 伍 于 0. 

《13.34) 习题 : 凸 函 孝 设 1 是 RR 的 一 个 区 间 ， 定 义 在 【 上 
的 一 个 实 值 函数 必 ， 如 果 只 要 ce;8ET，a <b5，0 扫 上 < 坪 1， 就 有 
Pltat (1— tSiD a ) 十 (1 一 4)GCb)， 

则 称 巴 为 凸 阔 数 ， 这 一 定义 中 条 件 的 等 价 说 法 是 ， 惠 在 区 间 kcyb 
上 的 图 形 不 会 位 于 连接 (ac，G@(a )) 与 (多 四 (5 )) 两 点 所 成 驴 ( 线 
段 ) 的 上 方 。 设 B 是 一 个 是 函数 . 

(a) 试 证 ， 如果 上 ,…, 都 是 正 实数 ，{x xz CT 则 


Gi) (人 
fi 十 :十 i， 
《 用 归纳 法 ，) 


(b》 试 证 ，BP 在 I 的 内 部 1 是 连续 的 ,并 举例 说 明 @B 在 工 的 端 
点 则 可 能 间 晰 ， 
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an 


(c) 试 证 : 当 c 属 于 1" 时 , 则 存在 一 个 实数 ,使 对 于 任意 x€1， 
都 有 DCU ) 之 aC(W 一 Cc ) 十 Bl(c)， 这 就 是 说 ， 过 《cs@B(c)) 并 
具有 斜率 C 的 直线 总 位 于 画 的 图 形 上 或 者 位 于 其 下 方 . 

《d) 试 证 明 不 等 式 (i) 的 以 下 推广 ， 设 (X,Y ;4) 是 一 个 有 限 
测度 空间 . 如果 fE€ &ICX，ozHp 1XD)CT GoFERICRK .AU)， - 
则 


. 1 1 . 

GD oy | far ky ,oPan, 

等 式 .(i) 和 (ii) 叫做 Jensen 不 等 式 @. (提示, 命 CcC 于 
二 | .i4w， 证 明 c EI，cE1' 的 情况 ，a 如 (c) 中 所 设 ， 则 对 


任意 XYEX， 都 成 立 

| Df(x Fal(f(x) ~—ce) + Dc). 

然后 积分 这 一 不 等 式 两 边 ， 另 一 种 情况 则 是 很 容易 证 明 的 ， ) 
《13.355) 习题 设 9 是 定义 在 区 间 (a,b(CCR 上 的 一 个 实 值 非 


减 函数 ， 对 于 a < x<<b， 命 @Cx ) 一 | Pl) dn. 试 证 @ 是 (a，5[ 


上 的 凸 允 数 ， 

(13.36)〉 习题 ”中 ， 几 如 Young 不 等 式 (13.2) 中 所 设 . 又 
设 (X，.ow，1) 是 一 个 cx 有 限 测 度 空 间 ，& 。 表 示 和 上 满足 Go li 
8 :+ (X，.o，27) 的 复 值 .o7 可 测 函 数 了 全 体 所 成 的 集 . 

(a) 当 @ 急 剧 递增 时 , 则 可 能 出 现 1E€ Rd 而 2fER < 的 情况 ， 
试 举 一 例 。 [试用 p(D=expGoO 一 1 » fCt t) =log(:™ 

设 &o 是 X 上 适合 以 下 条 件 的 复 值 .w 可 测 表 数 全体 所 成 的 
集 ， 

中 上述 态 函数 概念 是 由 J.L。,W.V.Jensen( 丹麦 数学 家 ， 
1859 一 1925 ) 提出 的 .请 人 参看: J.L.W.V.Jensea ，ur les 
fonciions convexes et Jes inégatités extre les waleurs 
moyennes, Acta Math,, 30(C 1906). 175—193, 


一 译 者 注 
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{flo=sup{lfel :gE St, jv o lgl dL<&1}<%. 

试 证 : 

(b) ReC&Roe( 利 用 (13.2 ) ); 

《c). oo 是 复线 性 空间 ; 

(d) 上 上。 是 2 。 上 的 范 数 ， 这 里 把 a。e. 相 等 的 函数 看 作 是 等 
同 的 ，; z | 

(e) 按照 范 数 上 必 。， 成 为 一 个 Banach 空 间 . ( 先 假设 
4U(X2<co。 证 明 : 如 果 由 玉 一 有 下 oo 一 0， 则 站 太一 和 一 0. 

空间 人 6。 蔬 和 散 Birnbaum-0rlicz 空间 . 欲 知 其 详 ， 请 参阅 
Zaanen®, 

《13.37) 习题 (0 ,co[ 上 规定 盏 如 下 ， 


0 0 二 t 寺 1， 
Bt)={ 
t .logt, t 之 1. 


Birnbaum~Orlicz 空 间 人 ol(X，.Y ， LH) ( 见 《13.36)) 常 记 作 
& log* 了 ， 试 证 ， 就 测度 空间 ( (0，1)，- 俯 ,，4) 而 言 ， 当 了 >> 
1 时 ， 有 z : 
z 《Ce log 和 CR i. 

在 Fourier 分 析 中 会 很 自然 地 出 现 空 间 &log*& ,请 参看 比如 
Zygmund@ 以 及 后 面 定 理 (21.80 ) . 

《15.58) 习题 ，Vitali 收 伊 定理 设 CX，.xf，4) 是 一 个 测 
度 空间 ,1 才 了 之 oo， 又 设 (f,)*. 1 是 8 (KX ，.L，4) 中 一 个 序列 ， 
f 是 一 个 ot 可 测 函 数 ， 并 且 了 是 4-a.e. 有 限 的 ，fs 了 pa.e. 则 
fERX，cl，H) 及 中 了 一 f, 和, 一 0 的 充 要 条 件 是 

(i》 对 于 每 个 >0， 存 在 一 个 集 4,€ .oz， 满 足 条 件 ， 


D A. C. Zaanen, Linear Analysis, Vol,. 1 ,New York: 
Interscience Publishers, 1953. 

四 A,. Zygmund，Trigonometric Series， 第 二 版 ，2 Vols. 
Cambridge University Press, Cambridge, 1959., 
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un(4,)<co， 又 对 于 任意 zxEN， 都 有 | 4 If "dp 之 。， 站 
(ii》 对 于 一 致 地 成 立 
1m ,Jf | ”d4 一 0 ， 


lim 


就 是 说 ， 对 于 每 个 。 汪 0， 有 一 个 80， 和 使 当 EBE.%， UC(E)< 
6 时 ， 对 于 任意 zxEN， 都 有 


| If ?due 


“ 试 证 月 这 一 定理 ，([ 为 了 证 明 (i) 的 必要 性 ， 设 给 定 : 汪 >0， 取 
no EN， 使 对 于 任意 nn 之 ro， 有 上 了 一 f,1; 之 2 取 具 有 有 限 测 度 
的 B,C Et 使 | ,1f1'dp<e ,| ,Fld Cn=1,.., 


no ) ， 然 后 命 4. 三 B, UC,.， 利 用 (12.34) 可 类 似 证 明 (ii) 的 必要 
性 ， 其 次 假设 Gi)，(i 让 成立， 利用 (i )、Fatou 引 理 、Minkowski 
不 等 式 把 问题 化 为 k(x) 二 的 情况 . 设 s0，6 如 (ii) 中 所 
设 。 利 用 Egoroy 定 理 求 出 BE .tf， 满 足 ; 4(B)< 达 6， 并 且 在 B 
上 一 致 地 成 立 刀 一 了， 利用 Fatou 引 理 证 明 | | f Pdk ss s .然后 利 
用 Minkowski 不 等 式 证 实 : 对 于 一 切 充分 大 的 ,有 | 1 一 fl ?dn 
之 3?e， 这 样 一 来 ， 就 可 得 出 结论 : 1 = 二 (ff 一 f) 二 有 E8,， 
\ ff,l,—>0.) 和 

Vitali 收 敛 定 理 在 理论 上 相当 重要 ， 此 外 还 常 应 用 它 去 证 明 其 
他 一 些 有 用 的 定理 ， 下 一 个 习题 也 很 有 实用 价值 [比如 参看 后 文 
(20.58 ) )， 因 此 对 其 证 明 作 了 充分 提示 . 

(13.39) 习题 (X，of， HL)，pP，(f)， 了 和 皆 如 (13.38) 
所 设 ， 假 定 f. 一 了 J-a.e. 对 于 每 对 (n,k)ENXN， 命 

Bs, 1:= {XEX: |f.Cx) ?6}. 

” “(a) 假如 条 件 ( 13,38. 成立 (例如 识 设 LX)<.e0, 试 证 明 
下 列 四 个 断言 等 价 : 

(i) FTER 1 一 太一 0 
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、 。 
(ii) 如 果 (BEDY :CoZ， 忆 DB …， 人 B== 儿 ， 则 对 


“上 


于 一致 地 有 1im | Fi ?dL4= 0 |; 


Ciii) 对 于 nn 一 臻 地 有 lim | 。， Ifol ?dk= 00, 


(iv) 条 件 (13,38.ii ) 成 立 。 

【提示 . 根据 (13.38 ) 。(i7 和 (iv) 这 两 个 断言 是 等 价 的 .为 
了 证 明 (i) 芍 涵 (ii)， 考 碟 e > 0 以 及 noEN， 使 当 于 人 22 时 ， 就 有 
和 ff, 一 了 :过 2 。 那么 当 之 no 时 ， 便 得 到 


人 (人 plan) <(f ra) ) +f I as) 
: <(| ran) +。 (1) 


现在 把 控制 收敛 性 应 用 于 C1f| EE,)%， ， 证 明 对 于 kk 之 ho 及 一 切 
nh 之 10， 《1 ) 小 于 2e. Wn€l 1 ,sy 1o) 时 ， ul 


人 ae， maxt Ul, fr ?yap 
而 控制 收敛 性 便 强 涵 (ii). | 
其 次 很 设 (ii 成 立 ， 记 已 一 【 j B, ,。 显然 了 二 BE, 二 …， 并 


RR 


县 在 站 Br 上 Tim 放 f(x 二 oo， 所 以 2( 人 Bi )=0; 记忆 


Ei Fm} 


= n (Oz). 利用 (ii)， 到 ko， 使 当 之 ko 时 ， 对 于 一 切 


rel1 


n， 有 


称 满足 (ii) 的 序列 (fsl 9; 为 一 致 可 积 的 。 
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| Yl "dn. 


当 有 之 ko 时 ， 有 Bn,koCEko， 从 而 当 n 之 fh,， 之 fo 时 ， 可 得 


1， lens 人 | ao< | as 
-| - fl ?die. 
因为 当 nE141 ，… 1) 时 ， 有 if < max {lfl’, "eg 


fro- 11 =g ， 所 以 
|,., dr< | gat 
ko— 1 
其 中 B,= U B,, t= {XEX: gx) RY 这 样 ， 便 可 以 应 用 控制 
收 令 性 ， 从 而 当 (ii7 成 立时 ， (iii 也 成 立 ， 
最 后 ， 假设 (iii) 成 立 ， 取 kko 充分 大 ， 使 当天 之 Fo neEN 时 ， 
|, |f,l ?du<e?, 


如 果 EE€.%， HCE)<ko 9， 那么 
(| fl ra < (fo a) 


+( 1。 fl a < ete. 


所 以 当 (iii) 成 立时 ， Gi) 也 成 

(b) 试 证 (a) 中 的 条 件 (ii) 药 涵 (13,38.i) 和 (13，。 38.1i) 这 两 
个 条 件 . 

《13.40) 讨论 本 节 最 后 ， 我 们 研究 一 下 2 ;空间 中 的 收敛 概 
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念 ， 它 不 同 于 荡 数 收敛 ， 送 今 为 止 ， 我 们 已 论述 了 四 类 重要 的 函数 
序列 收敛 的 概念 ,这 就 是 ， 一 致 (unif .); 点 态 儿 乎 处 处 (a.e,); 依 
测度 《 meas。) @; 依 8; 范 数 ( mea::~p ) DP， 我 们 化 了 不 少 力气 仓 
细 研 究 了 这 四 类 收敛 之 间 的 关系 ， 现 概述 其 主要 结果 . 

自然 ，(unif,) 强 涵 (a,e,)， 实 际 上 蕴涵 “处 处 ”, 容 易 举 例 说 
明 反 过 来 不 对 .然而 ， 由 (9.6 ) 不 难 推 知 , 假如 XX 是 一 个 紧 
Hausdorff 空 间 ， ( 思 ) 是 ECE《〈 和 X) 中 一 个 单调 序列 ， 或 者 点 态 收 敛 
于 函数 fE E7(X7) 的 一 个 有 向 族 ， 那 么 必 一 致 地 有 1. 一 了 . (这 一 
事实 叫做 Dini 定 理 . ) 这 方面 最 为 有 用 的 结果 当 推 Egorov 定理 
《11。32 ) . 

(ae。) 与 人 《meas.。) 之 间 的 关系 曾 于 (11.26)，(〈(11.27 )， 
(11.31 ) 及 (11.33) 充 分 研究 过 。. 当 (a,e.) 的 假设 减弱 为 (meas,)， 
在 解决 这 类 问题 时 ,Riesz 定 理 往往 极 有 价值 [参见 后 文 (13.45 ) ， 
以 及 (12,57)). 

有 不 少 定理 ， 涉 及 到 交换 极限 和 积分 的 次 序 ， 诸 如 (12.21) 
一 (12.24)，(12.30)，(13.38)，(13.39) 等 等 ， 沸 属 此 
类 ， 这 些 定理 都 可 看 作 建 立 了 (a.e.) 与 (mean-p ) 之 间 的 联系 ， 

《13.33 ) 阐述 了 了 (meas。) 与 (mean-p ) 之 间 的 关系 。. 显 而 易 
见 ， 在 有 限 测度 空间 上 ，( usif. ) 比 (meas.。 ) 或 (mean-p) 都 要 
” 强 得 多 ， 但 是 就 无 限 测 度 空间 而 言 ， 则 不 能 从 其 一 推出 另 一 类 . 

我 们 现在 就 & ,空间 咎 的 函数 ， 引 进 第 五 种 收 仿 ， 并 研究 它 与 
以 上 所 考虑 的 概念 之 间 的 关系 . : 

(13.41) 定义 设 (X，.w，4 ) 是 一 个 测度 空间 ，1 委 ? 
<co， 了 和 (f)2? -都 是 (X，.o，10) 中 的 函数 ， 当 D>1 时 ， 
如 果 对 于 任意 gE&， ， 都 有 


@@ “测度 ”的 英文 是 measure。 而 (f，) 依 全 ; 范 数 收敛 于 f， 即 
lim 上 fr 一 了 ls= 0， 也 称 (fs) 为 P 方 平均 (in mean of power 


p ) 收敛 于 f。 因 此 这 种 收敛 简 记 为 中 ean-p。 一 一 译 者 注 
,290 . 


lim | fgadL= | fgau, 
有 环 名 x 次 


本 


就 说 (fj.) (在 &R， 中 ) 绊 收 合 于 了 . 当 ? 了 一 1 时 ， 如 果 对 于 和 上 任 
意 有 界 .sz 可 测 函 数 8 ， 都 有 


lim | hgdp= | jgan, 
就 说 (f,) (在 :中 ) 弱 收敛 于 了 . 把 (f) 弱 收敛 于 了 记 作 户 


(tw) 


>f, 

(13.42)〉 定理 记号 如 (13.41) 所 设 . 如 果 1 7 一 上 1 一 
0， 则 ff 

证 由 H51lder 不 等 式 便 直接 得 出 本 定理 ， 口 

(13.43) 例 我 们 现在 举 几 例 说 明 ， 如 果 不 对 序列 或 测度 空 
间作 进一步 假设 ， 那 么 在 弱 收 全 与 C13.40 ) 所 讨论 的 四 种 收 敛 之 
间 便 没有 任何 关系 (当然 要 除去 (13,42 ) 所 说 的 关系 )， 以 下 各 例 
都 采用 Lebesgue 测 度 41. 

(a) 对 于 每 个 2EN, 在 (0,27x)】 上 规定 f 为 f(x)=cos(nx)， 
那么 当 之 1 时 ，(Cf DJ)CRC02r])、，、Riemannm-Lebesgue 纪 | 理 
(后 文 (16.35 ) 要 证 明 它 ] 表 明 ， 当 了 之 1 时 ，f 局 0。 由 于 对 于 


任意 nEN， 都 有 i 12dh= rr，(12.24) 及 《12.57 ) 则 说 明 ， 
就 其 他 四 种 收敛 来 说 ， 都 不 会 有 f,. 一 0. 
(b) 取 访 = 二 Er 二 .那么 当 了 1 时 ,( 帮 CCC0)17 下 
一 0a.e,， 同 时 依 测度 户 一 0 ， 但 户 不 弱 收 贷 于 0( 取 8 一 经 0,1D)， 
(Cc) 命 太 一 一 ELexp(n)， 那么 当 p 之 1 时 , (f,)CC ,CR). 
有 


个 这 一 简便 记 法 是 译 者 规定 的 。 其 中 必 为 英语 weakty( 弱 ) 
的 第 一 个 字母 。 一 一 译 者 注 
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0 xc<1lI、 | 
则 当 了 半 1 时 ， gE 8;'(R)，8 有 界 ， 而 且 对 于 一 切 n EN， 
exptn) . 
je 二 并 

于是， 在 R 上 一 致 地 成 立 f, 一 0， 但 在 ,CR) 中 f, 不 弱 收 傅 于 0. 

就 有 限 测度 空间 来 说 ,已 知 ,C8281(P 宛 1 ) (13.17)， 
所 以 就 有 限 测度 空间 来 说 ， 一 致 收敛 列 涵 &* 弹 收敛， 

尽管 刚才 都 说 了 一 些 否定 结果 ， 但 如 果 所 论 及 的 序列 (f,) 满 足 
某 些 附加 条 件 ， 那 么 确实 能 得 出 一 些 肯 定 结果 . 

(15.44) ”定理 记号 如 (13.41 ) 所 设 . 假定 1 娘 D<co， 和 甬 
Cll f, ll s) -1 是 一 个 有 界 数 绚 ， 如 果 f,— fui-ae, 3 则 在 2, 中 
f,>f. 

证 取 2E€ R， 使 对 于 任意 x EN， 上 fs 三 a. 根据 Fatou 引 
理 (12.23 ) ， 得 到 


= | Wran= | lim Iran 
<lim | mrau<or (1) 


没 给 定 e>>0，gER&R… 利用 (12.34)》， 得 到 6>0， 使 对 于 一 
切 EE gt， 只 要 KC(E) 之 6， 就 有 


2c( | lel ar < 和 (2) 
其 次 取 A4E .9V， 满 足 4( 4A) 二 0， 并 上 且 
2a( | ,lal "dn )》 <. / (3) 
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应 用 Egoroy 定 理 C 11.32 7 ,得 到 BE .ol ,满足 : ‘BCA,uiAN B’) 
< 6, 在 B 上 一 致 成 立 f, 一 f. 最 后 ， 选 no € N， 使 当 n 之 no 时 ， 
对 于 任意 xEB， 都 有 


Cr) — fa CUCB)) 1g1 ,< 
那么 当 之 wo 时 ， 就 有 
(| -flrar) 1 gt ,< (4) 


这 样 一 来 ， 联 合 (1 )，(2 )( 其 中 E==A4NB )，(3) 及 (4 ),， 并 
利用 Helder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 ， 则 对 于 一 切 n 之 no。，、， 得 
出 


| | feae— | fgat 


< | If—f,l lal du 


= | ,Hf lal dst | Hf lgl de 


+ | fl lal du 


1 


<|f—f | | | Ila” a4 ) 
+ (人 
+(| 上 F 一 有 oa | gj 
< 了 + 了 二 了 一 6， 口 
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《438.45) 推论 《13.44》 中 f 一 了 wu-ave, 的 俱 设 ， 可 以 用 
依 测度 有 一 了 这 一 -假设 来 代替 . 
证 倘若 刻 非 弱 收 伍 于 了， 取 gE Ru， 使 、 


| fsadn— | Paaze 一 Cs0. 


利用 (6.847)， 求 出 整数 2 < <…， 使 


lim 
着 -人 


(1) 


lim| | cf 一 fogdu|= 
青 利 朋 ( 11. 26 ) 多 可 求 出 (大 7) 站， 的 一 个 子 序 列 Cf 2 多 使 
limfnsy 二 fu-a.e. 则 由 《13， 44 ) 便 得 出 


in / | ed 
.| i 


但 是 这 一 等 式 与 (1 ? 式 相 了 矛盾， 日 

(15.46》 评注 例 (13.43.b ) 表明 , 在 P=1 的 情况 下 ， 
(13.44 ) 和 (13.45 ) 都 不 对 ， 不 过 ， 要 是 把 (上 1) 为 有 界 序 
列 的 假设 换 成 上 1 一 目 了 入!1， 便 得 到 一 个 强 得 多 的 结论 . 

《13.47) 定理 记号 如 (13.41) 所 设 ， 假定 P= 1， 大 一 上 
Ha.C,sy ff， | 一 站 1 则 

G) 对 于 任意 BE.z， 都 有 | Me Fi 

(ii) ffll1=0, 

《iii) 在 1 中 到 字 了. 

证 设 B6GE.，Fatou 引 理 (]2.23 ) 则 表明 


1im | ae> | MA dn= |, Wan | ,Aa 
>| Wa Lim | fla 


= (| len- | ,tf an) 


一 1im | di. 
所 以 lim | lf.l dp 存在 ， 并 且 CiD 成 立 ， 
为 了 证 明 (ii)， 设 给 定 。 > 0 .挑选 4E .wf， 适 合 4( 人 过， 


| 1 7 dh < .利用 (12,.34)， 得 到 5 守 0， 使 当 BE ， 


ACE)<< 6 时， 有 | 1 ldx < 再 应 用 Egorov 定 理 (11,32)， 


求 出 BE.ow， 满 足 ，BC4，HUC4nB')<5， 在 也 上 一 致 成 立 刀 ~ 
1. 选取 wo €N， 使 当 hn 之 no 时 ， 


| | sup IfCx)— PC | . 4(B) < 
现在 应 用 (i) 得 到 
Him | -说 te 
-Dan[ | ,pant | ,fdadrt | ,Ipl anl 


<Iin | | | 用 dx 十 | | dx 十 | ,, fl dp 


+ | fol dz] 二 


i > 28 2e 2 
2 | \fl dz+2 | dp 十 襄 << 十 十 二 
一 人 。 
既然 * 是 任意 的 ， 便 证 明了 (ii2， 由 (ii7 则 直接 得 出 结论 (iii7 。 口 
(15。.48) 注意 定理 (13.42) 容许 部 分 反 过 来 ， 其 中 不 含有 
点 态 收 伍 或 依 测 度 收 化 的 假设 .一 旦 建立 了 某 些 不 等 式 之 后 ， 这 类 
逆 命 题 是 不 难 证 明 的 ， 因 此 留待 后 文 (15,.17 ) 再 提出 这 个 问题 . 
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(15.49) 习题 ”记号 如 (13.41) 所 设 . 假 定员 ,一 和 了 和 y、. 
试 证 . 

(a) 如 果 f, 一 f x 一 a.e.， 那 么 上 ff 一 .1 ,一 0， 

(b) 如 果 依 测度 .一 ， 那么 上 jf 一 和 上 ,一 0， ，《 记 住 1 委 ?<< 
eo. ) z 

《13.50》〉》 习题 ”记号 如 (13.41 ) 所 设 ， 假 定 f. 一 f Hp-a ve， 
并 且 存 在 一 个 函数 gE 281， 使 对 于 一 切 nEN， lf 7< g。 试 证 : 
任 给 > 0， 总 存在 一 个 集 BE.o， 满 足 : 4(B' )<e， 在 B 上 一 臻 
成 立 刀 一 上 〔 细 读 (11.30 ) 的 证 明 ， 然 后 象 (11. 32 ) 那样 进行 证 
明 . 

(13.51) 习题 设 (X，.o，4 ) 是 一 个 测度 空间 ， 并 且 对 于 
任意 YEX， 有 {Xx}E .Af，J({X})) 汪 0 .又 设 f,f,E€ 1CX，cf，4) 
(7 一 1，2，…). 试 证 (a) 一 (c)， 并 做 (d) 题 ， 

(a) ”如 果 在 8 中 f 咏 f， 那 么 对 于 任意 XE X，。，fCx) 一 了 Xx), 

(b) ”除非 X 为 有 限 集 ， 否 则 (a) 的 道 命题 是 不 成 立 的 . 
，。《c) 如 果 f 写 1， 那 么 上 一 所 1 1 一 0. 【 记 f, 一 f， 并 注意 
LU {xEX:f《x)* 0} 为 可 数 集 ， 可 利用 (a) 及 (13.47 ) ，] 


《d) 设 p1， 试 求 一 序列 (Cf,)CC1,， 满 足 f: 礼 90， 但 上 f, 14， 
不 收敛 于 0，[ 参 见 (13.13,，】 


8 14 ”抽象 Banach 空 间 
我 们 曾经 定义 过 Bana ch 空间 (7.7)， 也 看 到 了 儿 个 只 体例 
子 ，3 7 的 CC(X) 和 ECoCX)，313 的 2;C(X，.ofl，L4)、 本 节 对 抽 


象 Banach 空 间 理 论 作 一 简明 扼要 的 介绍 ， 并 证 明 有 关 这 些 空间 的 
一 些 重要 定理 ， 至 于 这 一 课题 的 详 尽 论述 ,请 读者 参看 文献 
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N.Dunford 和 J.T.Schwartz@. 
本 节 始 终 用 表示 域 R 或 域 K. 
(14.1》 定义 设 4，B 是 F 上 两 个 线性 空间 ，T 是 4 到 B 内 的 
一 个 活 数 ， 如 果 对 于 任意 X，yE€ 4 及 任意 QE€ F， 成 立 
(i T(xX+y)=T(X)TT(Y), 
(ii) Tax)=aT(xX), 
就 称 7 为 线性 变换 〈 或 线性 算 子 ) ， 如 果 4,B 是 两 个 赋 范 线性 空间 ， 
T 是 4 到 B 内 的 一 个 线性 变换 ， 假 如 存在 一 个 非 负 实 数 M， 使 对 于 
一 切 x € A 都 成 立 
Qiii) Tx EMIz 
( 就 是 说 ，T 在 4 的 单位 球面 上 有 界 ), 就 称 了 是 有 界 的 ， 这 时 工 的 
范 数 规定 为 满足 (iii) 的 M 全 体 所 成 集 的 下 确 界 ， 记 作 | 了 工 站 ， 这 个 
范 数 称 为 算 子 范 数 ( operator norm ) ， 
(14.2〉 定理 设 4， B 是 两 个 轿 范 线性 空间 ， 7 是 4 到 8B 内 的 
一 个 有 界线 性 变换 ， 则 


1T1=sap 人 Tc :xzE4dxzs0 } 
一 Stp{ TOxz7 :x€E A, xl 一 1 
=sup{ I TX) :xE4，1x st 
又 对 于 一 切 x 人 4， 
HGxzT1s IT xh, 
证 留 作 习 冲 ， : 
(14.3) 定理 设 4，B 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,是 4 到 B 内 的 
一 个 线性 变换 ， 则 下 列 三 个 请 句 相互 等 价 ， 
(i》 荆 有 界 : 
(ii》 7 在 4 上 一 致 连续 ， 


GTN.Dunford and 1.T.Schwartz, Lineor Operators 
Part 1, linterscience Publishers, New York, 1958, 


“297 ， 


| i 
mE rs er sim dr er el EL nap ER Ltt Be 人 


(iii) T 在 4 的 某 个 点 连续 . 

本 节 的 连续 性 语句 ， 总 是 理解 为 相对 于 度量 拓扑 价 言 的 ， 这 蛙 
度量 拓扑 是 在 4 和 3 上 由 各 自 的 范 数 导出 的 ， 

证 设 (i) 成 立 ， 则 对 于 任意 XY，y€ 4， 和 都 成 立 

TCOx)—TOy) = Try elTI. jx—yl, 
由 此 得 出 (ii2. 〈ii) 列 涵 (iii) 是 显然 的 事实 .再 假设 (iii) 成 立 , 比 如 
说 T 在 x。€ A 连续， 那么 必 存 在 6 过 0， 使 得 只 要 上 x 一 Xx。 委 6, 就 有 
上 TCX) 一 TCxo) 之 1， 因 而 由 有 x 中 志 1 可 推出 上 (6x 十 x0) 一 Xx。 
<0， 由 此 推出 


I TCX) = 二 Hz7CSX 十 xzo ) 一 (xz )1 < 二 


于 是 了 T 有 界 ， 上 | 了 << 坟 . 口 


“(14.4) ”定理 设 4，B 是 F 上 两 个 赋 范 线性 空间 , 命 83C4，B) 
表示 4 到 B 内 的 有 界线 性 变换 全 体 所 成 的 集 ， 则 按照 点 态 线 性 运 
累及 算 子 范 数 ，B〈 4，B ) 成 为 赋 范 线性 空间 .， 此 外 ， 当 B 还 是 
Banach 空 间 时 ， 邓 (4，B) 也 是 Banach 空 间 . 

证 中 证 明 ， 当 B 完 备 时 ，B(4，B ) 也 完备 ， 其 余 都 是 常规 
验证 ， 从 略 ， 假 定 B 完 备 ， 并 设 (T,) 是 8 (A4，B) 中 的 Cauchy 序 
列 。 对 于 xEA4， 有 

TIT.Cx)—Ta x) ET. Tl， {xl, 
从 而 (T,(x) ) 是 B 中 的 Cauchy 序 列 ， 于 是， 对 于 每 个 zx € A， 有 
一 个 向 量 T(x)EB， 满 足 17,Cxz) 一 TCz)1 一 0， 这 就 规定 了 把 4 
屿 入 B 的 一 个 映射 Tr， 设 x*，y€ 4， 则 有 | 
| 六 (x 十 条 一 [了 (xz) TTCy) | < 1 TCGx 十 y) 一 工 。 (ZX 十 y) | 
十 和 TsCx) 一 TCx) 和 十 和 TeCy) 一 TCD) 1 一 0， 
因而 TCx 十 y) 二 TC(x) 十 TC(y)， 同样 可 证 ， 对 于 任意 x&€ 4 和 任意 CE 
F， 都 有 TC(ax) 二 aT(x)， 这 样 T 便 是 线性 的 . 
既然 (全 ,) 是 Cauchy 序 列 ， 便 有 一 个 正常 数 B， 使 对 于 任意 
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2EN， 都 有 |T.i 和 pb. 当 1x1 委 1 时 ， 得 到 
TO FT ETT TN 十 Tc 1 slI+6 
《对 于 一 切 充分 大 的 z 成 立 ) ， 所 以 7 有 界 ， 即 TE 色 (4，B)， 
还 需 证 明 | 7 一 7T.1 一 0. 任 给 s> 0 ， 取 充分 大 的 一 个 整数 
p ， 使 当 m，7Z> 畦 ，1 Ta 一 7 < 之 设 x*E 4， 满足 |x <1， 


并 取 msEN， 满 足 me 加 1T(2z) 一 Tms(2 首 <， 则 当头 关 p 
时 
TC TX EET —Tm Cx) + Tms—T, | 
. e € 
由 此 可 见 ， 当 n 之 p 时 : 

IT—T, | =sup{ Tx)—T (x) |: lxl<1l}<e. 口 

(14.5) 评注 ”读者 应 注意 ， 上 述 证 明 与 (7,9) 的 证 明 的 类 
似 之 处 . i 

(14.6) ”定义 设 E 是 F 上 一 个 线性 空间 ， 所 谓 E 上 的 一 个 线性 
泛 函 ， 指 的 是 BE 到 内 的 一 个 线性 变换 〈 这 里 把 F 看 作 F 上 的 一 维 线 
性 空间 ) ， 如 果 E 是 赋 范 线性 空间 (绝对 值 作为 F 上 的 范 数 )， 则 
命 E* 表 示 E 上 有 界线 性 泛 函 全 体 所 成 的 空间 ,就 是 说 EB*= 8 (BE,F). 
网 然 F 是 完备 的 ， 那 么 由 (14.4) 知道 ，E* 是 Banach 空间 .空间 
E* 称 为 E 的 共 思 e 空 间 ( 或 伴随 空间 ， 对 偶 空间 ) .空间 E* 的 苍 空 
间 E** 则 称 为 B 的 第 二 共 罗 空 间 ， 等 等 . 

(14.7) 讨论 设 E 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 存在 一 个 所 谓 E 到 
E** 内 的 自然 映射 。 定 义 如 下 ， 对 于 xE， 在 B* 上 规定 x 为 

x (f)=f(xX) ~ 

通过 简单 计算 就 可 以 明白 ， 每 个 % 都 是 E* 上 的 线性 泛 防 ，! 而 映射 
x 一 % 则 为 线性 变换 .. 此外， 对 于 每 个 XE EB， 还 有 


sup{ | XI :FEE, lfl<1) 
=supt IfCx)| :EE’, Ifi<i} 
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<sup{ ffi lxf:f€EE’, lfl<1i}<lxl. 
于 是 ， 映 射 x 一 x 便 是 E 到 Ex* 内 的 一 个 有 界线 性 变换 ， 其 范 数 去 
1 ， 这 如 产 生 了 几 个 问题 ， 

《1 ) 这 个 映射 是 否 是 1 一 1 的 ? 

(2) 它 是 否 保 持 范 数 不 变 ? 

(3) 它 是 否 映 满 E**? 

(4 ) EE* 中 是 否 一 定 存在 任意 一 个 非 零 元 素 ? 

一 般 说 来 ， 这 些 问 题 的 管 案 并 不 是 显而易见 的 ， 不过， 要 是 借 
助 于 Hahn-Banach 定 理 一 一 搂 下 去 就 要 介绍 一 一 便 可 以 回答 (1 )， 
(2)，(4 )， 问 题 ( 3 ) 则 放 在 习题 中 解决 . z 

(14.8) ”定义 设 E 是 一 个 实 线性 空间 .又 设 p 是 定义 在 EB 上 的 
一 个 实 值 函数 ， 如 果 对 于 任意 x，yEE 及 任意 正 实数 c， 成 立 

(i) p(x+y) 人 p(X)+ply), 

(ii) plax ) =ap(7x), 

就 说 了 是 一 个 次 线性 泛 函 ， 应 当 指 出 ， 范 数 就 是 次 线性 泛 函 . 

(14.9) Hahn-Banach 定 理 D 设 EF 是 一 个 实 线性 空间 ，M 是 的 
一 个 线性 子 空间 ， 假 定 上 是 定义 在 E 上 的 次 线性 泛 隙 ，f 是 定义 在 MM 
上 的 线性 泛 函 ， 并 且 对 于 任意 x*€M， 

f(xX)<p(x) 
则 必 存 在 定义 在 E 上 的 一 个 线性 泛 函 g， 使 得 g 成 为 的 一 个 开拓 (如 
f C8 )， 并 且 对 于 任意 XEE， 

gCXILpXY 

证 设 3 是 满足 以 下 条 件 的 实 画 数 h 全 体 所 成 的 集 ， domh 是 E 的 
线性 子 空 间 ，j8 是 线性 的 ，fCp， 以 及 对 于 一 切 YE domh， 成 立 
h(x)<<pCx)， 注 意 ，fE€ 3。， 由 己 可 半 序 化 3( 记 住 ， 函 数 力 是 有 
序 偶 所 成 的 集 ) ， 设 6 是 3 中 任意 一 个 链 ， 命 二 UE. 那么， 借 
助 于 (2.19 ) ， 便 看 出 1E 3. 应 用 Zorn 引 理 (3.10), 还 看 出 


作 即 通常 所 说 的 Hahn-Banach 开 拓 定 理 . 一 一 译 者 注 
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3 有 一 个 极 大 元 ， 比 如 说 g， 为 了 完成 证 明 ， 只 要 证 domg= 二 就 行 
7. 
如 果 不 然 ， 设 y 是 En ( domg ) “中 任意 一 个 元 素 ， 命 6= 
domg， 规 定 
H={x+ay:xX€EG, aoER} 
很 清楚 ， 巨 是 五 的 线性 子 空间 ， 并 且 G 又 万 设 < 是 任意 固定 的 实数 ， 
在 妃 上 规定 1 为 
PKX 十 Cy) 一 ECXD) 十 CC 
“是 完全 确定 的 ， 这 是 因为 ， 如 果 x, 十 aiy=xa 十 cay， 其 中 xu 
X22€0G, Ci Qs ER, 则 (QQ, ) y=xX,— XEG, 因此 a) =&,， 
Xx! 二 xX。 显然 是 一 个 线性 泛 沪 ， 并 且 g 挟 4、 假如 能 选取 c。 使 对 
于 一 切 X €E 瑟 ， 都 有 hCX) 才 p(X)， 那 么 便 有 hE 3， 这 与 g 的 极 大 性 
相 了 矛盾 ， 从 面 就 完成 了 证 明 ， 因 此 剩 下 的 问题 只 是 证 明 c 如 此 选取 
是 办 得 到 的 . 
我 们 要 证 明 ， 对 于 一 切 XEG，aER， 成 立 
g(X)+ ac—=h(X+ay)<p(X+ ay) 
根据 8 的 线性 和 了 的 次 线性 ， 这 等 价 于 证 明 以 下 两 条 、 


gs( 主 )+c <7( 主 +2) XE€G, 0>0, 
及 . : 

g (六 )+c>-p (-z ->), XE€G; a<l. 
因此 只 要 证 明 对 于 一 切 :，vE€ G， 能 成 立 

gg —plu—ySReE— gv) Fplv+y) 
就 可 以 了 .但 对 于 一 切 4，vE€G， 确 实 成 立 


gu TFg 0) = gut Rp Rp y+ pv y). 
记 


a= sup{g() —p(u— yuEG), 
=inf(—g(v)+p(vTy):v EG 


显而易见 ，a 志 5， 因 此 取 c 为 满足 4 志 c 志 5 的 任意 实数 ， 便 完成 了 证 
明 . 口 

(14.10) 评注 Haphn-Banach 定 理 最 重要 的 一 点 是 ， 开 拓 
沁 冰 仍 然 为 p 所 上 界定 。 假定 不 作 这 一 要 求 ， 则 只 要 取 必 的 任意 一 
个 Hemel 基 把 它 扩 大 成 互 的 一 个 Hamel 基 ， 在 新 基 疝 量 上 随意 规 

， 并 在 E 上 规定 g 成 为 线性 的 ， 这 样 便 可 得 到 了 的 一 个 开拓 ， 

14. 11) 推论 设 E 是 一 个 实 赋 范 线性 空间 ，M 是 E 的 一 个 线 
性 子 空间 . 各 果 f€ M*， 则 存在 gE€ E*， 满足 :fCcg，lgll = 
1 7 

证 在 E 上 规定 p 为 p(x)= lf . x1， 那么 p 是 E 上 一 个 次 
线性 泛 函 ， 并 且 对 于 任意 zxEM,fCz)< f(x)| <pCx). 应 用 (14.9)， 
便 得 到 刀 上 的 一 个 线性 泛 函 8， 满足 fCg， 并 且 对 于 任意 xcE， 

g (zx)<b(x)， 显 然 rE Ex，gi 委 lf 但 另 一 方面 又 有 
| g =sup(leCx) :xEE, |xl|<l1， 
sup{ lgCx)| :x EM, x ll 
=sup{ |fC(x) :xEM, | x | <1 ?= | fh. 

于 是 gl 二 fl. 口 

《14.12) 定理 ( Bohnenblust-Sobczyk-Suhomlinov ) ， 
设 E 是 一 个 复 赋 范 线性 空间 ，M 是 E 的 一 个 线性 子 空间 . 如 果 fE€ 
M*， 则 存在 g€ E*， 满 足 : fCg，1g1= 1 1 

证 对 于 每 个 xEM， 记 

1(x)=f1(x)++if,Cx), 
其 中 f1，f; 都 是 实 值 的 .经 简单 计算 可 知 ，f1!:，fs 都 是 M 上 实 线性 
泛 淫 ， 世 就 是 fj(x 十 y) 二 f(x 十 fyGy),，fj(ax)==Qfj(xX) (aE R). 
同时 显然 成 立 : 
pINelolElfl .hxl, 

从 而 f1，f: 都 有 界 ， 并 且 才 志 上 1， 现在， 把 E 和 NM 看 作 实 线 
性 空间 (如果 纯 量 乘 法 只 限于 实 纯 量 乘法 ) ， 则 应 用 (14.11),， 便 
得 到 E 上 一 个 有 界 实 线 性 泛 函 g;:， 满 足 fiCg1， 上 上 gil= 员 fi， 
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g(xX)=g1Cx)—ig Cix) 
不 难看 出 ，g 是 一 个 复线 性 泛 浮 ， 例 如 ig (z) ==ig1 Cx) 十 g1(ix) = 
gi1(1X) 一 ig1 (i(iX) ) 一 8g(GY)。， 为 了 看 出 fCe， 注 意 到 对 于 xE M， 
有 

giCix) tifeCix)=f1 Cix) Fife Cix)=f(ix)= if (x) 
=—f,.Cx)Ti1f1(x)=—f,(x)+ig (x), 
所 以 g1(ix) 二 一 f,(xX)， 因 而 
g(x)=g1(X)—igi (ix)=f Cx) tif, C(x)= f(xX) 

只 须 证明 g 有 界 ， 并 且 上 gl 二 是 f1. 设 有 任意 xE BE， 记 

g(xX)=rexp(i0), 
其 中 ?之 0 ，09 ER， 则 得 到 

lgCx)| =r=exp(—i0) g(x) 
=g(exp(—i0)x)= gi(exp(—i0)x) 
<1g 1 ,0x1=1f1，1x1<1f Hx. 
这 就 证 明了 g 有 界 ， 并 且 i gl 寺中。 正如 《14.11)， 显 而 易 见 
1fl<1iegll， 因此 得 到 1 gl 三 下 FL。 口 
《414.15 ) 推论 设 E 是 一 个 赋 范 线性 空间 ，S 是 E 的 一 个 线 性 
子 空间 ， 假 定 z EB，dist(z,，S ) 二 d> 0。 则 存在 gE€E*， 满 足 ， 
g(S)={0},，g{z)==d， 上 gl =1。 特别 , 当 5S={0 } 时 ， 则 有 
g(Cz) 一 站 z||， 
证 命 

M={x 十 cz:xES CER 
那么 M 是 E 的 线性 子 空间 .在 M 上 定义 了 为 

f(x+ az)=ad. 
显然 /是 M 上 一 个 完全 确定 的 线性 泛 男 ， 并 满足 fS)=({ 0}, f(z)= 
d4。 同 时 加 


lfl=sup (+a EM | x+az| *0} 
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=sp [Tc 和 -1 
当 开 一 R 时 应 用 (14。11 ) ， 当 FF==K 时 ， 则 应 用 (14.12)， 便 得 到 
所 要 求 的 泛 函 gE€E*， 口 

我 们 现在 回 到 ( 14.7 ) 中 所 讨论 过 的 映射 x 一. / 

(14.14) 定理 设 E 是 一 个 赋 范 线性 空间 ，T 是 E 到 E** 内 的 自 
然 映 射 ，7Cx)( 有 )==fCx)、 则 7 是 E 到 Ex* 内 的 一 个 保 范 线性 变换 ， 
由 此 7 是 1 一 1 的 . : 

证 ”我们 在 (14.7) 中 已 经 看 到 过 ，7 是 E 到 E** 内 的 有 界线 性 
变换 ， 上 7 过 1， 命 x 为 E 的 任意 一 个 非 零 元 素 。 按照 (14。13 ) ， 
存在 一 个 元 素 gE E*， 满足 上 gl 二 1 g(x)= 二 上 x， 于 是 
x\l=g(%)<sup{ ff) :FEE*, f=1)= aC x)lelxl, 


即 

xcx) 1 =x. 
显然 700) 上 二 0 二 上 01, 这样 就 证 明了 7 保持 范 数 不 变 .由 此 ， 
如 果 在 E 中 x 六 yy， 那 么 上 nCx) 一 zy) 由 = 二 上 x(x 一 y) = 二 上 x 一 > 


光 0， 所 以 T(x) 夺 Cy)， 口 

(14.15) 评注 鉴于 (14.14)， 一 个 赋 范 线性 空间 E， 在 赋 
范 空间 意义 下 ， 是 不 能 与 B** 的 子 空间 XC(E) 区 别 开 的 。 映射 "+ 并 不 
一 定 映 满 E**( 参 看 (14.26))， 当 7(E)= 二 EX* 时 ， 则 称 空间 E 为 自 
反 的 ， 既 然 B## 是 完备 的 ，T 又 是 一 个 等 距 ， 所 以 凡 自 反 的 赋 范 线 
性 空间 必 是 Banach 空 间 。 8 15 我 们 要 证 明 ， 凡 8; 空间 ( 1 <p< 
co ) 都 是 自 反 的 . 

下 面 介 绍 三 个 定理 ， 一 般 认为 它们 与 Hahn~Banach 定 理 一 起 ， 
奠定 了 泛 函 分 析 的 发 展 基础 ， 这 三 个 定理 是 : 开 映 射 定理 、 闭 图 象 
定理 和 一 致 有 界 性 原理 。 在 一 些 推论 和 习题 中 将 举 出 这 些 定理 的 者 
干 应 用 ， 与 Hahn-Banach 定 理 所 不 同 的 是 ， 记 三 个 "定理 都 依赖 于 
完备 性 , 

(14.16〉 江上 映射 定理 (Banach ) 设 4，、B 是 两 个 Banach 空 
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间 ， 了 是 4 到 也 上 的 一 个 有 界线 性 变换 ， 则 对 于 4 的 每 个 开 子 集 U， 
T(D) 也 是 B 中 的 开 集 . z 
证 对 于 每 个 e 盖 0 ， 规 定 
4 一 人 xyE4: xl 天 es)， 
B:=(y€ B: | yl <e}. 
给 定之 0 要 证 存在 6> 0 ， 使 T(4.) 一 B、 对 于 每 个 zxEN， 命 


2 ,= 75 ， 显而易见 ， 当 畴 定 z 时 ， 则 


和 A= (J 1 As, 
j=1 


( 象 (5.6.f ) 那样 定义 i4e,)， 从 而 又 有 


B=TC4)= \ TG.4e,). 
j=1 


由 然 B 是 完备 的 ， 那 么 由 Baire 范 畴 定理 《6.54) 推 知 ， 并 非 所 有 
T(I Ae, ) (7= 1 a 2 ， ) 都 是 无 处 稠密 的 . 这 样 ， 必 存在 一 个 : 
j, EN， 使 得 (TCj, 4e,))- 具 有 非 空 内 部 ， 但 是 


(TCAss/2)) 一 (TCj,Ae))-, 


而 当 C= 0 时， aW 是 B 申 的 开 入 矿 则 是 8B 中 的 开 集 . 于 是 存在 一 
个 非 空 开 集 VC[T(CAhe,z))"， 由 此 可 网 
(T(C4s)) -一 (TC4e 2) — TC Ae a) OTC ha, ov) 
— TCAs .二 了。 一 了。 
既然 0 ET7, 一 7,，F, 一 ,= U{y,—x:xEV “是 B 中 的 开 集 ， 所 以 
存在 6.>> 0， 满足 | / 
Bs CV —V CITCAs)).. (1) 


对 于 任意 n€ N, 乐 妨 假 设 8,< 工 ， 现 在 要 证 Bs ,CT(4,)， 


坊 对 于 B 的 两 个 子 集 C 和 DD, 记 C-D={z- y:IE CC, ye 
吃 }， 参看 (5.6.f ) 。( 也 可 参 敌 (10,26 》 ,并 注意 (10.57 ) 译注 
中 .一 一 译 者 注 》 
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为 此 ， 设 ?是 Be ,的 任意 一 个 元 素 ， 必须 找到 xE A4,， 使 TCx) 三 
y. 根据 (IT 》， 存在 xf hei， 使 
{fy—TCx1) | < 6:， 
因此 y 一 T(x1)€ B8,。， 鉴 于 (1 )， 又 存在 xy E de:， 使 
jy—T(x1)—T(x,) | <6,. 
按照 有 限 归 纳 法 ， 继 续 这 一 过 程 ， 便 得 到 一 序 列 (Xa)? ?19 全 满足 ， 
对 于 每 个 24EN，x, 属 于 Ae,， 而 


-re 


天 


命 2。 二 X11 十 Xz 十 … 十 Xx，、 当 m 之 nn 时， 有 


2 iI<> | x 


上 式 右 端 当 m~*ce 时 有 极限 0 ， 这 样 (z,) 便 是 4 中 的 Cauchy 序列 ， 
既然 4 完备 ， 便 有 x € 4， 使 上 x 一 z 1 一 0， 显而易见 


lx =limlz, | < D nl -一 8， 


£ei 


从 而 x 便 属 于 4.， 由 (C2 ) 式 知道 上 Ta 一 0. 由 于 7 连续 ,就 
有 TCz,) 一 TCXx) 一 0， 所 以 y 二 T(x). 

最 后 ， 设 U 是 4 的 任意 一 个 非 空 开 子 集 ，y 是 TCU ) 的 任 意 一 个 
元 素 ， 则 窑 在 x EDU， 使 T(x)=y， 有 到 然 U 是 开 集 , 便 有 & >> 0， 使 
# 十 4:CU7。、 应 用 上 述 结 果 ， 可 知 存在 6G>0， 使 得 BCTZ(C4.)， 
因而 


Os+1, (C2) 
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y+BaCT(X)+T(A N=T(+AN TCT). 
这 样 y 便 是 T(D) 的 一 个 内 点 ， 所 以 T(U) 是 开 集 ， 口 
《14.17) 推论 。 如果 4，B 是 两 个 Banach 空 间 ，T 是 4 到 B 上 
的 ~1 连 续 线 性 变换 ， 则 Tm! 也 是 连续 的 。 z 
”证 如 果 U 是 4=rngT*! 中 的 开 集 ， 那 么 《CT™1)-1(U)=T(U) 
就 是 B= domT™! 中 的 开 集 . 口 
. 306 . 


(14.18) 推论 设 E 是 F 上 一 个 线性 空间 , 假定 ‖ 上 和 和 
是 E 的 两 个 Banach 空 间 范 数 @， 则 E 上 由 上 1 和 人 外 导出 的 庆 量 
拓扑 恒 同 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 正常 数 <， 使 对 于 任意 xEE， 都 
有 . 
和 allxl> lxl’ | 
证 把 E 上 的 恒 等 映 射 看 作 是 Banach 空 间 (E, 1 省) 到 


Banach 空 间 (E，1 中 》 上 的 一 个 线性 变换 , 证 明细 节 贸 作 习 
题 ， 口 一 


(14.19〉 引 理 ” 设 4，B 是 两 个 赋 范 线性 空间 . 则 4 XB 按照 
化 标 式 线性 运算 和 范 数 
国 Cx, y= 中 xh 二 yl 
成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ， 此 外 ，AXB 完 备 的 充 要 条 件 是 4，8B 都 完 
备 . 
证 贸 作 习题 
(14.20) 定义 - 设 4,B 是 两 个 赋 范 线性 空间 . 又 说? A 一 B 是 
一 个 线性 变换 ， 如 果 只 要 在 4 中 Xx, 一 x， 在 B 中 T(x， ) 一 y， 就 有 
T(x) 二 y， 这 就 是 说 ,T 作 为 有 序 偶 所 成 的 集 是 4XB 中 的 闭 集 , 则 称 
T 有 闭 图 象 . z 
如 果 了 了 连续， 那么 了 有 闭 图 象 ， 乃 是 一 件 平凡 事实 ， 逆 命题 就 
一 定 对 ， 然 而 ， 当 4，3 都 是 Banach 空 间 时 ， 逆 命题 肯定 成 立 ， 
(14.21) 闭 图 象 定 理 ” 设 4，3B 是 两 个 Banach 空 间 ，PT 是 A 到 
B 内 的 一 个 线性 变换 ， 而 且 T 有 闭 图 象 ， 则 T 连 续 . 
证 设 G=={C(x，TCX)):x€ 4 是 7 的 图 象 (其 实 G 正 是 7T)。 那 么 
G 是 Banach 空 间 4X3 的 闭 线性 子 空间 ， 从 而 CG 也 是 Banach 空 间 . 
设 Pi 和 P; 分 别 是 G 到 4 内 和 B 内 的 射影 ， 换 句 话 说 ,对 于 一 切 x€ 4， 
成 立 . 
Pi(x3T(x))=x, 有 


@ 就 是 说 ， 巨 按照 | | 和 中 |’ 都 成 为 Banach 空 间 ， 一 一 译 者 注 
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P(xT(xX))=T(CX). 
则 有 
HPCOXSTOxX)) f= xl lx,TCx)) 1 ， 
PCxsTOx)) 1 一 17Cx)1 1CGxoT7Cx2)1. 
因而 P:,P: 都 是 连续 线性 变换 ， 因 为 了 是 单 值 的 ,domT 一 4, 所 以 P， 
是 1-1 的 ,并 映 满 4， 由 )14.17) 知 道 ，Pi! 连 续 ， 显 然 T= 二 P, o Pi!， 
从 而 T 连 续 ， 口 
(14.22) 引 理 设 B 是 一 个 Banach 空 间 ， I 是 一 个 非 空 集 ， 
又 设 ? 是 I 到 8B 内 的 函数 ， 并 满足 
(i) sup{f hyCe)):t ET}<o. z 
命 厂 表示 这 样 的 通 数 7 全 体 所 成 的 集 ， 又 命 人 ?1 表示 (i) 中 的 上 确 
界 .。 则 工 按 照 点 态 线性 运算 及 上 述 范 数 ， 成 为 一 个 Banach 空间. 
证 明 差 不 多 与 (7.9 ) 所 提供 的 证 明 完 全 一 样 ， 因 此 从 略 . 
(14.23) ”定理 ， 一致 有 界 性 原理 设 4，B 是 两 个 Banach 空 
间 ， 人 ,ET 是 志 4 到 了 3 内 的 有 办 线性 变换 所 成 的 一 个 非 空 族 ， 如 时 
对 于 每 个 xE 4， 有 
supft iT(CX) |‖ :LE <co， 
则 
supt 17T, 1 :6E1T)<co. 
证 厂 如 (14,22 ) 所 设 ， 规定 映射 S: 4 一 六 为 
SCXICLN=TCxX), x EA, ET, 
i 族人 :ET 是 逐 点 有 界 的 ， 这 说 明 对 于 每 个 xE 4， SCx) 
和 E 太 、 显 然 Ss 是 线性 的 .现在 利用 闭 图 象 定理 来 证 明 S 还 是 连续 的 . 
因 庆 侦 设 在 4 中 和 一 Xy 在 厂 中 SCx.) 一 ?对 于 每 个 :ET， 得 出 
YC —sSCx)Ci) 1 
< | YO)— SCXa)C) | + | SCxs)Ci)— SCX)C | 
z <17— SCxs) [+ T(x.)—TCx) 1. 
当 n 一 oo 时 ， 末尾 表达 式 有 极限 0 ， 这 是 因为 T, 是 连续 的 ， 因 而 对 
于 任意 ED ?0 SC Co， 万 忆 ?一 SC(xX). 这 襄 证 明了 5 的 图 象 
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是 闭 集 ， 于 是 S 连续 ， 也 就 是 说 
| S|=sup{ I SCx) :| x el). 
因为 对 于 每 个 EI， 有 
T=sup{ IT,(Cx :| xl<1i} 
一 Supt | SCx)C1)! :| x | 入 1》 
<supt | SCx) :1 x 1 和 1 一 站 S1， 
由 此 得 出 结论 
sup{ 17,1: GT 和 1S1<-. [D 
(14.24) 推论 (Banach Steinhaus 定 理 ) 设 4，B 是 两 个 
Banach 空 间 ， (了 , ) 3- ,是 4 到 了 B 内 的 有 界线 性 变换 所 成 的 一 个 序 
列 ， 而 且 是 点 态 收敛 的 、 则 由 下 式 所 规定 的 映射 T: 4 一 B 
T(xX)=1imT.(x), 
是 有 界线 性 变换 . 
证 显而易见 ，7 是 线性 的 .同时 ， 对 于 每 个 zxE 4， 分 明 有 
| sup{ I T(x) | :2EN)<co. : 
由 《14.23 ) 河道 ， 存 在 一 个 正常 数 M， 使 对 于 一 切 xE N， 前 成 
立 
Tt 寺 履 
这 样 ， 当 X€ 4 时 ， 便 推 出 | 
TCO =liml Tx 1 <MIxl, 


从 而 T 有 界 ，1T 才 M. 口 

(14.25〉 习题 设 DD 是 一 个 非 空 集 ， 又 设 f 是 定义 在 D 上 的 复 
值 函数 ， 并 满足 ， 对 于 每 个 e>> 0 ，{xE€D: |f(x)| 之 e} 是 有 限 集 ， 
命 co(D)7 表 示 这 样 的 函数 / 任 体 所 成 的 集 ， 于 是 c,(D )= G oD), 
其 中 忆 赋 以 离散 拓扑 (参见 (7.12))， 在 c_(D) 上 点 态 定义 线 性 运 
算 ， 并 对 于 fEc，(D)， 规定 

上 .一 sup{f |f(x)| :x €D). 

试 证 ; 
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《a) ci(D) 是 一 个 Banach 空间. 

(b) CD) 可 分 的 充 要 条 件 是 吃 可 数 . 

《c) 如 果 92 是 co(CD) 上 一 个 有 界线 性 泛 函 ,出 存在 一 个 函数 g € 
11(D) (参见 《13， 13)), 它 满足 ， 对 于 任意 fE co(CD)7， 有 


pdf)- >, fx) gx). 

(d) (Ce) 中 所 说 的 映射 9 一 g 乃 是 coCD)* 到 11.(D) 上 的 保 范 同 
构 ， 
” “(14.26〉 习题 ” 设 D 是 一 个 非 空 集 ，l=(D)? 表 示 定 义 在 D 上 的 
有 界 复 值 函数 全 体 所 成 的 集 . 【有些 作者 用 m(D)7 表 示 空 间 /-(D).j 
在 1.C(D) 中 点 态 定义 线性 运算 ， 并 对 于 fE€ 1。CD)， 规 定 

1 一 sup{f lfCx)) :x€ED}. 

注意 ，l。(D)= C(D)， 其 D 有 三 艇 和 记号 如 (14.25) 所 
设 . 试 证 : 

(a) yw gE LCD) 时 ;出 L CD) 中 在 在 e; 尼 请 让 、 对 于 任意 f € 
1.《D)， 有 


of)= > fx) gx) 


tt€D 


(b) Co? 中 甩 说 的 由 时 9 一 2 有 是 CD 到 (DL 的 保 范 同 
构 . 

(c) 当 DD 无 限时 , 则 c,C《D) 不 是 自 反 的 ，( 显 式 计 算 c,《D) 到 

1.《 吃 ) 内 的 自然 映射 。】 

所 谓 拓 扑 空 间 X 的 稠密 性 特征 标 ( density character) 是 指 
满足 以 下 条 件 的 最 小 基数 ， 存 在 X 的 一 个 稠密 子 集 ， 它 具有 那个 基 
Cd) 当 厂 无 限 ,D 一 5 时 ， 则 cu(D) 和 1 CD) 都 具有 稠密 性 特 
. 征 标 % ， 而 1.(D) 具 有 稠密 性 特征 标 2 . 

(e) 当 D 无 限时 , 则 存在 一 个 元 素 P € 1o。C4D)*, 它 满足 ， 对 于 任 
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意 j Eco(D)，m (站 一 0， 以 及 el=t，( 利 用 某 个 开拓 定 
理 . ) 

(f{) ”如果 11.(D) 是 自 反 的 , 则 DD 有限 ,( 利 用 (bY 和 (《e) .关于 1%(D 产 
的 显 式 计算 ,请 参看 下 文 (20.27 ) 一 (20.35)。】 

(14.27) 习题 设 E 是 一 个 实 线 性 空间 ，PCE 满 足以 下 条 件 ， 

(i) XxX，yEP 及 a，Pb 之 0 蕴 肖 axX 十 fy EP 了 ; 

(ii 》 xE€P 及 一 x*E 了 蕴涵 X= 0. 
则 P 称 为 一 个 凹 锥 ， 对 于 x，yE FE， 规定 x<y 表 示 y 一 xE P, 试 证 去 
是 E 上 的 一 个 半 序 关系 ， 设 5 是 E 的 一 个 线性 子 空 间 ， 使 对 于 任意 
xEFE，《x 十 S$ ) NP 三 名 的 充 要 条 件 是 (一 x 十 S) 站 P< 凶 ， 假 定 # 
是 S 上 一 个 线性 泛 函 ， 它 满足 XE€5，Xx 之 0 蕴涵 fCX) 之 0. 试 证 
可 以 把 十 拓 成 E 上 的 一 个 线性 泛 画 g， 它 满足 :xE€ 五 ， xX 之 0 蕴涵 
g(Z) 之 0. [对 于 SU P 的 线性 张 成 中 的 任意 x， 规定 

pCx)=inf {f(y):yE SS, yx)}, 

利用 Hahr-Banach 定 理 . 也 可 以 利用 Zorn 引 理 直 接 证 明 ，) 这 一 绪 
困 叫 做 关于 非 负 线 性 泛 函 的 KreTn 开 拓 定 理 ， 

(14.28〉 习题 试 证 不 可 能 存在 满足 以 下 条 件 的 复数 列 


《c,)?-1: 一 个 复数 项 无 穷 级 数 > o, 绝 对 收敛 的 充 要 条 件 是 


Ce.a,)* ,是 有 界 数列 .( 假 定 存在 这 样 的 一 个 序列 ,对 于 一 切 1 co 二 0， 
可 考虑 由 TCD 一 也 所 给 出 的 映射 7，1.CN) 一 CN)， 并 利 
用 开 映 射 定 理 ，) | : : 

(14.29) 习题 设 E 是 一 个 赋 范 线性 空间 ，D 是 吾 移 一 个 非 空 
子 集 ， 而 且 对 于 每 个 1€ 9*， 

sup{ ix :x ED}<. 

试 证 ，supf xl:xED*<co， (考虑 rCD)CE ) 

(14.30)” 习 题 _ 设 B 是 一 个 Banach 空 间 ，A4 和 B 是 EE 的 两 个 闭 
线性 子 空间 ， 而 且 4 用 B={0 }、 试 证 : 

(a) 如果 4 十 B 是 也 中 闭 集 ， 那 么 对 于 xE 4，y&€B， 有 映射 + 十 y 
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一 x* 是 把 A 十 B 映 满 4 的 连续 线性 映射. 

(b) 对 于 xEA，yEB， 命 
z j xz 十 > 有 一 xi 十 >， 
那么 上 站" 是 4 十 3 的 一 个 完备 范 数 . 

(c) 集 4+B 是 E 中 闭 集 的 充 要 条 件 是 1 和 有 导出 4 
十 B 上 的 同一 拓扑. 

(14.31〉 习题 〈a) 设 孔 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 人 是 王 的 一 
个 闲 线性 子 空间 ， 假 定 z<EENM’. 命 : 

S={xX+az:xXE MCEF}. 

于 是 S$ 就 是 包含 履 和 z 的 5 的 最 小 线性 子 空间 ， 试 证 5S 是 瑟 中 闭 集 . 
(在 S 上 规定 f 为 f(x 十 az ) =&a. eS, 站 了 委 
然后 利用 F 为 完备 的 这 一 事实 . 

(《b) 试 证 ; 由 是 6 的 有 限 维 线 竹子 空间 都 是 5 中 闲 集 。【〔 利 用 
(a) 及 归纳 法 ). | 
” 《14.32) 习题 ” 试 证 不 存在 代数 维 数 为 card NV 的 Banach， 
守 间 (利用 (14.31) 以 及 Baire 范 随 定 理 ，}) 对 于 一 个 任意 的 非 零 基 
数 m《 有限 或 无 限 〉， 试 构造 一 个 代数 维 数 为 m 的 赋 范 线性 空间 . 

(14.33) 习题 设 A， B 是 两 个 Banach 空 间 ， TT 是 4 到 BB 内 的 
一 个 线性 变换 ， 而 且 对 于 任意 gE€ Bt，g oTE A*. 试 证 TT 连续， 

《14.34) 习题 设 4， 3 是 两 个 赋 范 线性 空间 ， T 是 4 到 8B 内 的 
一 个 有 界线 性 变换 ， 对 于 g € B*， 规 定 

T*(g)=8 oT. 

《 变换 7* 习 惯 上 叫做 T 的 伴随 ) 试 证 : 

(a) T* 是 B* 到 4x* 内 的 有 界线 性 变换 ; 

Cb 7T* = Tl; 

《Cc) T* 是 1 一 1 的 ， 其 充 要 条 件 是 (4) 在 B 中 稠密 ， 

Cd) I 是 1-1 的 ， 其 充 要 条 件 是 TX*CB%) 分 离 4 的 成 ，; 

《14.35) 习题 设 4 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 

(a) 试 证 ; 存在 一 个 Banach 空 间 B 和 一 个 保 范 线性 变换 T: A— 
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B， 使 得 T(4) 在 B 中 再审. 〔〈 考 虞 4 到 4** 内 的 自然 映射 ，) 
(b) 试 还 ， 如 果 B, 和 Bs 是 上 共有 (2) 小 题 中 B 所 具备 的 考 质 的 任 
意 两 个 Banach 空 间 ， 那 么 必 存 在 B81 到 8B。 上 的 一 个 保 范 线性 变换 , 
(14.36) 习题 设 I 是 一 个 非 空 僻 ， 又 对 于 :EI， 设 EB, 是 FR 上 
一 个 赋 范 线性 空间 . 设 p 是 一 个 实数 ，p 之 1 .再 设 互 是 适合 
号 1x。1?<oo 的 x=Cx,) E 站 囊 全 体 所 成 的 集 ， 又 对 于 任 豆 
x EF, 命 
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Ix1=[ Etx. 1 T. 


(i) 按照 线性 运算 
(x C1)=x( 1 )+y( 1 ), 
(ax)( 4 )=a(x( t )), 

以 及 刚才 所 规定 的 范 数 ，E 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 . 

(ii) 空间 B 是 Banach 空 间 的 充 要 条 件 是 各 个 E; 是 Banach 空 
间 ， 

试 证 上 述 两 个 断言 . 

(14.57) 习题 设 E 是 一 个 有 限 维 线性 空间 ， 上 上 1:,，1 上。 
是 E 上 的 两 个 范 数 ， 试 证 存在 两 个 正 数 c，p8， 使 对 于 任意 x《 
E, 成 立 


则 


oz <lxhl.<Plxhi. 
这 样 ，E 上 的 任意 一 对 范 数 都 是 所 谓 “ 等 价 的 ”， 任 意 范 数 都 使 E 
成 为 Banach 空 间 . 

(14.58) 习题 设 E 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 人 是 的 一 个 闭 线 

性 子 空间 ， 考 虚 商 空间 

E/M={x+M:x €E), 
这 里 线性 运算 规定 如 下 : 

(x+M)+y+M)=Cx+y) + M, 
GZ 十 MD) 一 4CY) 十 对 
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在 E/M 下 按 下 述 规 则 定义 商 范 数 . 
Ci》 让 x 十 M1 =inf{ lx+mll:mEM} 
试 证 ， z 
(a) 公式 (i) 定 义 了 E/M 上 的 一 个 范 数 . 
(b) 如 果 E 是 一 个 Banach 空 间 , 那 么 EB/M 也 是 一 个 Banach 空 
间 ,[ 对 于 E/M 必 中 给 定 的 一 个 Canchy 序 列 , 取 一 子 序 列 (x。+ MD*。1， 
使 
xx, +MMi<2" (Kk>n), 
然后 取 z,E M， 使 对 于 每 个 wp， 
1 xs 一 2 十 ze | <2”. 
命 
yu 一 yu 十 ze 十 ze 十 … 十 zl 
证 上 明 (y,) 乃 是 五 中 一 个 Cauchy 序 列 ， 命 y, 一 》% 证 明 在 BA 有 
x TM—=y+M. ) 
(c)， 把 E 映 满 E/M 的 自然 映射 9:9Cx) 二 x 十 族 ， 力 是 有 界线 性 
变换 ， 并 且 121 委 1， 而 ” 则 把 开 集 映 满 开 集 . 
(d) ”如 果 E 是 一 个 Banach 空 间 ， 那 么 ?把 E 的 开 单 位 球 映 满 
E/M 的 开 单 位 球 . 
(e) ”如 果 必 和 E/M 都 是 完备 的 ， 那么 也 是 完备 的 . 
(14.39) 习题 - 设 5 是 一 个 可 分 Banach 空 间 ，(X,)*- 1 是 EE 的 
一 个 可 数 稠密 子 集 ， B= (CE fl 二 1}， 对 于 gE€B， 规 
z of) = -有 HS 
试 证 ， ， 
(a; PpP 是 B 的 一 个 度量 ， 
(b) 按照 度量 P， B 成 为 一 个 紧 度 量 空间 . 
设 P 为 Cantor 三 分 点 集 ， 
(c) 试 证 :存在 B 到 EC(P) 的 闭 子 空间 上 的 一 个 保 范 线性 变换 T， 
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其 中 @(P) 并 具有 一 致 范 数 . [利用 (b) 及 (6,100)， 得 到 一 个 把 P 映 : 
满 B 的 连续 映射 p。 规 定 TCx) C(t) 二 9(2)(x), x EB, tEP. ) 

(d) ” 试 证 ， 如 果 把 P 换 成 [0，1 )，《c ) 仍 正确 . 

《14.40) 习题 设 E 是 一 个 赋 范 线性 空间 ，S 是 FE 的 一 个 线性 
子 空间 ， 并 设 5 在 互 中 稠密 。 假定 /是 8 上 一 个 有 界线 性 泛 函 。 试 不 依 
靠 Hahn-Banach 定 理 ， 证 明 :， 存在 上 唯一 的 一 个 gE EB*， 满足 ， 对 于 
任意 xES，g(xz) 一 Xxz)， 再 证 明 1g1 = 一 FL. 


$ 15， 8,(1 <p<oo) 的 共 斩 空 间 


本 节 构 造 一 类 Banach 空 间 的 共 力 空间， 所 挑选 的 Banach 空 间 
虽然 是 特殊 的 一 类 ， 但 却 是 很 重要 的 .整个 这 一 节 ， (X，.M ,4) 表 
示 任 意 一 个 确定 的 测度 空间 ，p《 1 <b<co ) 表示 任意 一 个 确定 的 
实数 。 我 们 把 8，(X，.w，4 ) 简写 成 ，,， 并 记 住 p’ =p/(p 一 1 》 
(813). 

(15.1) 定理 设 g € 8,'"， 并 在 8: 上 规定 Ls 如 下 ， 对 于 任意 
fE€ 2,， 有 


L(f)= | an. 


WLs€E 2¥, Lsl=lels,.. 

证 ”根据 Halber 不 等 式 (13.4) ， 得 出 

ILeAPDIEIFI, gl,;,. 
这 样 工 , 帮 是 ;上 一 个 有 界线 性 泛泛 (工具 有 线性 是 显然 的 事实 ) ， 
而 且 
J Lesliel,. z 

其 实 ， 这 里 成 立 等 号 , 即 上 ,十 g 必 ,+、 为 了 证 明 这 一 点 , 命 f 
等 于 1g| *'"!sgn(g)， 则 得 到 ] 凡 ?= lgl”， 于 是 属于 8;,， 并 且 


= sl = lgli. : 
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所 以 下 列 等 式 成 立 ， / 
Lp= (fade= (lal?’ ~isgncpg du | gl? da 


一 ge 有色 一 gl "thgl, = lfllegl,.,, 

从 而 又 得 出 中 La 员 之 alls .因此 有 二 sl, 0 日 

《15.2) 评注 本 节 骨 在 证 明 &? 上 每 个 有 界线 性 泛 函 ， 都 对 
于 某 个 gE &， 而 言 具有 LT" 的 形状 ， 由 此 可 见 ， 尽 管 R# 和 &，' 完 
全 可 以 由 截然 不 同 的 实体 构成 ， 但 是 ， 作 为 Banach 空 间 ， 它们 却 
是 不 能 区 别 开 的 ， 证明 方法 是 很 初等 的 ， 并 没有 用 到 什么 精深 知 
识 ， 微 积分 工具 就 够 用 了 . 

(15.3) 引 理 设 p 之 2。， 则 对 于 任意 XEL 0 ,1 )， 成 立 不 等 


式 
(和 二 ) 二 (二 二 < 二 CI 上 xn 
证 : 命 
FO0)= (3 ) 十 (二 ) -+x 


须 证 : 当 0 入 X 委 1 时 ， FCx)< 委 0. 因为 FOOD) 一 2”1( Oo-t+2 
一 1 )，z 之 2， 所 以 有 F(0)<<0、 设 0<x<1， 这 时 较为 方便 
的 是 考虑 由 下 式 定义 的 函数 多， , 


? 
D(x) = 


(1) 
于 是 


sc0-[G+1) + (+) 


Q@ 正 因 如 此 ， 在 泛 函 :的 定义 里 ， 我 们 本 来 可 以 把 8 用 作 & ， 
我 们 在 $16 会 看 到 , .就 p= 2 的 情况 来 说 ， 8 更 为 自然 ， 所 以 这 里 
保留 了 它 . 
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最 然 B( 1 )= 0 ， 我 们 来 证 明 :， 当 0 <x<1 时 ，G' (xz) 之 0， 对 
DP(*) 求 导 ， 得 到 和 


BN)= 一 (2) 


记 4= 二 p 一 1( 注意 a 之 1 )， 2 
W(X)=(1+7x)" T+(1—*)"— 

则 有 

W(xX)=a(l+x) "1 all—7x)""!l>0 (0<x<1). 
这 样 ， 凡 便 是 (0 ,1 ) 上 的 非 减 函数 ， 因 为 C1 )= 0， 由 中 值 定 
环 推 得 灸 (xX) 三 0 (0x1 ),， 回 到 (2) 式 ， 则 得 出 ， 当 
0 x 人 1 时 ，B'(X) 之 0 .但 因为 BL(1 ) 二 0 ,所 以 当 0 <x<1 时 ， 
Dlx) 非 正 . 定义 (1 ) 则 表明 ， 当 0 <x<1 时 ， F(x) 也 是 非 正 
的 . 口 

《15.4) 引 理 设 z,w 是 两 个 复数 ， 假 定 p 之 2 ， 则 有 


? p | J 
Es z+w < |zl 十 jwl? 


(i) 了 2 


2—W 
2 


证 当 w= 0 时， 不等式 (i) 成 为 -过 站， 既然 一 1 
> 1 ， 这 一 不 等 式 是 成 立 ， 因 此 不 妨 假设 思 之 > 0 不等式 


(i) 等 价 于 
-9)|< 


到 (1 二 区) + 
现在 证 明 (1 )， 不 等 式 (1 ) 可 写成 以 下 形式 


1+rexp(i0) '" 1—rexp(10) | 
| 十 | 一 7 

| 

< 到 (1 +7?), 《02) 


其 中 0 < 之 r<1，0 声 6<2x， 当 0= 0 时 ,不 等 式 (2) 怡 为 (15.3.i》， 
如 果 能 证 得 (2) 式 左边 ， 对 于 固定 的 "， 当 4= 0 时 取 极 大 值 ， 那 就 
完成 了 引 理 的 证 明 . 显然 ， 可 以 只 考虑 适合 0 所 6 < 了 3 的 4 值 . 因 
此 须 证 由 

gC0)= |1+rexp(i0) 让 十 11 一 rexp(z0)|? 


定义 的 函数 8 在 | 0 ， 下 | 上 当 0= 0 时 有 极 大 值 ， 我 们 有 


了 ? 
gC0)=[1 二 +r*+2rcos C0)) “+(1+r:—2rcosC0)) 
从 而 


wi 
t 


g (的 一 呈 (1 十 天 十 2rcosCb)) 《一 27rsin(《0I)) 


+ +r2—2rcosC0)) (2rsin(0)) 


Pl 


一 ~—prsin(0)| ( 1+r? 二 2rcosC0))” 


二 -1 
+r m2rcos (9))” | (3) 
既然 bp 之 2， 由 (3 ) 式 显然 可 知 ， 当 0 €| 。， 王国， g (0) 0. 


因而 函数 8 在 | 0, 立 | 内 非 增 ， 这 就 是 说 ，g 在 0 处 必 取 极 大 值 ， 口 
(15,.5)” p 之 ?2 时 的 Clarkson 不 等 式 设 p 之 2，f,， gE 2， 则 
有 


虽 


+g 上 直 f 一 1 1 
G) | 媒 os I+| A 


证 不 妨 假设 和 g 都 取 复 值 ， 而 且 4-a.e。, 有 定 义 ，[(12.18) 


及 (12,.26))， 那 么 ， 对 于 使 f(x) 和 g(x) 有 定 义 的 任意 xEX， 由 
(15.4.i1) 可 推出 


| _ fx) +gCx) 
2 


f 
_ f(x)— gCx) 
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<— 0 (1) 


在 X 上 积分 (1 ) 式 两 边 ， 便 得 到 (i)， 口 
当 1<p< 2 时 ， 成 立 与 (15。5,i ) 类 似 的 不等式 ， 见 下 ， 由 
于 某 种 原因 ， 这 二 不等式 及 其 证 明 较 之 p 之 2 的 情况 要 复 杂 一 些 . 
(15.6) 引 理 设 1<bS2.， 则 对 于 任意 xGk00,1]， 成 节 


G) 14x)? Cx) IFT 

证 当 p= 2 时，(i 显 然 成 立 。 因 此 设 ! <p< 2 ， 对 于 x 一 0 
及 X= 1 ，( 让 成 为 等 式 ， 当 w 从 0 到 1 取 值 时 ， 函数 开工 六 i 从! 《 严 
格 ) 递减 到 0， 于 是 变 证 的 不 等 式 (i) 等 价 于 


(i+ ) +1 


二 3 (1 十 (二 ))7 0 <u<1., (1 ) 


用 (1 十 他? 乘 (1 ) 式 两 边 ， 得 到 


2? (1 十 22 2(0(1 十 2 十 (1 一 xz)09 (2) 
将 (2 ) 式 两 边 《(p 一 1 ) 次 乘 方 ， 得 出 。 


QF) EFF DY), 0<u<1. (3) 


显而易见 ， 从 (iD 到 ( 3 ) 的 各 步 都 是 可 逆 的 ， 因 此 只 要 证 明 ( 3 ) 就 
行 了 .通过 展 成 宕 级 数 ， 得 


EFD +H) tu Dr 


um 1p p = /pl1 . 
i >( 和 + > ( ) -D's -5( )*" 
下 之 下 fo K k=0 k . i 


“ 319 


ww ~ 一 1 人 
-人 
mm L_ 1 天 
“”、_/D p 一 1 1p—1 - 
一 > ( 人 je )* 1 C4) 
kal 2 2 一 二 2k 一 


正如 (7.25 ) 所 说 ，(4 ) 式 末尾 的 级 数 对 于 xzE[0，1 ] 绝 对 收敛 
并 且 一 致 收敛 ， 我 们 要 证 这 个 级 数 的 各 项 […) 非 负 ， 很 清楚 ， 由 此 
就 证 明了 (3 ) 式 ， 级 数 的 第 k 项 为 
pp—1)(p—2)"(p—(2k—1))  ,, 
: 《28571 4 


DG 一 2 一 (2 一 D7 se 
(2k—1)! 


(一 1)( 力 一 2)…( 力 一 25)》 ,ss 
(217 1 “ 


广 ” 


__ bpp)(2—p) (25 一 一 六 》 2 
~ (C21)1 “ 


Cp—1)(2—p)(3—p) 2k 1p) se 
和 《28 一 1)! 


〈《D 一 17)C2 一 力 ) (2 一 力 ) 2 


十 C2k) 


es C2) (8p) Cah) 
7 《25 一 17)1 


bp Ppl) ps 
(2£) C2k—p) (2k—p) 


+ +- | 


这 里 第 一 个 因子 显然 为 正 ， 方 括号 内 的 表达 式 可 改写 为 
。 320。 


力 一 “一 了 力 一 工 bp—1 
多 上 
_| 1—n?-1 1—nurt-1 
2k—Pp 2k | (5) 
p—1 bp—1 


初等 论证 《请 读者 补 出 证 明 ) 表明 ， 对 于 任意 > 0， 有 值 工 二 “ 
<!< 下) 的 本 下， 它 作为 的 函数 是 递 短 的 ， 由 于 二 “< 
， 可 见 (5 ) 为 正 ， 口 

0 定理 ” 设 z:，w 是 两 个 复数 ， 并 假定 1 <p< 2， 则 


有 
: (i) lz 十 wil? 十 lz 一 ww? 志 2C 2 2 十 ED 
证 当 z= 0 或 w= 0 时 ，(i) 显 然 成 立 ， 和 否则， 不 妨 设 0<< 
zl 委 ji， 要 证 的 不 等 式 则 等 价 于 不 等 式 
) / 


| / t 
2 |? 2 Z 2 
| + <2 (| 三 | + . 《1) 


把 (1 ) 写 成 以 下 形式 


1 上 rexp(ib)l2 + |—1+rexp(i0)|? <2(r?+1) 1, (2) 


其 中 二 = rexb(ig)，0<yr 委 1，0 系 和 <2r。 当 0 一 0 时， 不 等 式 
(2 ) 恰 为 (15.6.i)、 正 如 《15.4.2) 的 证 明 ， 可 以 证 实 (2 ) 式 左 
边 的 表达 式 在 | 0， 也 | 上 当 9= 0 时 达到 极 大 信 ， 这 样 ( 2 ) 式 对 于 任 
意 0 都 成 立 ， 上 日 
(15.8) 1<2D<2 时 的 Clarkson 不 等 式 对 于 8; 中 的 通 数 !] 和 和 
E， 成 立 不 等 式 
. 321 . 
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F 十 5 f—g 
2 


2 


< + els 
证 根据 0 过 py 过 1 时 的 Minkowski 不 等 式 (13,9 ) ， 得 到 
f+g | f 
te - 


! 
?= 


ela 


由 一 1 


| 
$s-1 


(1 ) 式 左边 正 是 (1) 式 左边 ,这 是 因为 对 于 任何 hE 8 5, 川 和 -1 
三 hl?“， 而 右边 为 


(+) we 


了 


oa er 


| 


=|51fls+sisls | . 0 


(15.9)-= 一 (15.11 ) 各 段 中 ，p 是 确定 的 、 大 于 1 的 实数 ，&， 
表示 一 个 任意 的 人 ,( 匀 ，.f，4 ) ，L 是 人 ,上 一 个 任意 的 非 零 有 界 
线性 泛 函 . 

(15.9) 定理 存在 一 个 函数 Po€ 8， 适合 19ol，=1， 
而 且 ZC2o) 一 外 工 1， 这 就 是 说 ， 工 在 & ,的 单位 球 上 取 极 大 绝对 
值 . 

证 站 工 1 的 定义 (14.1 ) 表明 ，&y 中 有 一 个 序列 (2 si， 
满足 ，193 1 一 1， 世 (Co ?1 >31Il, linlL (0)| = 


346 


i 工 让 ， 命 ,一 sgn(ZC95)]923。， 那 么 显然 有 


FL(9.)= L9H) > 二 1L1>0， C1) 
Ep. ,=—=1.,， : C2) 
limL(9.)= IL4. (3) 


我 们 要 证 (2 ,) 乃 是 只 ,中 的 Cauchy 序 列 ， 如 果 不 是 这 祥 , 便 存在 一 
个 正 数 “及 两 个 子 序列 《9，) ?.1，( 9) ?-，， 使 
| 人 上 >a 《KE 一 1,2，…)， 
当 力 之 2 时 ， 利用 Clarkson 不 等 式 (15.5 ) 得 出 
| met pe + | mm 


2 


Lost Lo (C4) 


而 当 1 <5< 2 时 ， 则 利用 Clarkson 不 等 式 (15.8) 得 出 


| mst me / J. Pn Pn z 
<|z1ioml?+ 二 | ps 5) 
当 了 之 2 时 ， 由 不 等 式 (4 ) 推 知 
| <1 -人 (全 ) ， (6) 
而 当 1 < p < 2 时 ， 则 由 不 等 式 ( 5 ) 推 知 
| < 


对 于 每 全 D >>1， 从 (6 )， (7 可 以 找到 与 8 无 关 的 -- 个 数 8 
€)0,1[(， 使 
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| mn 
) 
试 考虑 由 下 式 规定 的 函数 序列 ( gi ) ?。，， 
pw 十 gm 
外 5 二 5 《9 


(9 ) 式 的 分 母 不 可 能 为 0 ， 因 为 如 果 是 零 ， 就 有 9m 一 一 Vrms 
从 而 应 成 立 等 式 L (nk ) 一 一 上 (9mk )， 这 与 (1 ) 相 违背 了 .就 k= 
1 ,2 ,… 来 说 ，( 8 ) 和 (9 ) 表 了 明 


| <1—pB, (k=1, 2, *…). (8) 
Ls 


A LOYPmez) 十 3 工 (na | 
2 


1 lg yl 
> tas[3r(om) + Le) | (10) 


而 根据 ( 3 ) 式 ， 有 limL (Pms )= limL ( Pn ) 一 上 工 上 于 是 ， 由 
(10) 便 推出 z 


二 LOCg;) 之 一 = 


由 于 lg: ;= 1 ， 这 是 明显 的 矛 证 ,因此 (7,) 必 是 全 ,中 的 Cauchy 
序列 ,从 而 在 8; 中 有 极限 9o6《(13.11)， 显 然 ， 由 (3) 式 得 到 limL(9，》 
=LCP0)= ILIl. 口 

(15.10) 引 理 @ 〇 没 E 是 一 个 复 赋 范 线性 空间 , 是 E 上 的 一 个 
” 非 零 有 界线 性 泛 函 ， 并 且 存 在 gE€ EE， 满 足 条 件 ，l| gl = 1，I(g) 
一 上 工 、 设 有 定义 在 R 上 的 函数 

Ci) t=* | gtitf ll =), 
其 中 f 是 E 的 任意 一 个 元 素 ， 如 果 9/ 和 Y-41 都 在 t= 0 可 微 ， 则 有 


DO 


中 本 引 理 是 由 EE.J.McShane 建 立 的 CProc. Amer,。 Math、。 
Soc,. 1 (1950 ) 、p.402), 


‖ 工 二， 


“324 ， 


GD LD 0) +iyc0), 


证 不 失 一 般 性 ， 假 设 1 工 外 = 1， 对 于 任意 复数 z， 都 有 
L(g+z(f—L(f)g))=L(g)+z(LAD— LLCg)) 
=L(g)= 1. 
由 于 对 于 一 切 hEE，|LCDI 过 hl， 可 见 
Te | 之 1 ，zE€K. 


可 以 把 g 十 tf 写成 以 下 形式 


g 十 二 一 (1 pe -re) | 


1 
1 二 tLCf) 


方 括号 内 的 表达 式 ， 对 于 任意 t 其 范 数 大 于 或 等 于 1 ，t 二 0 时 则 
等 于 1 .所 以 

hg 十 好 一 下 g 之 性 十 纪 ( 有 一 1 

一 ((1 二 tiRe(CL(D))2 + OImCLO)) I — 

之 1 十 :Re(L(f)) 一 1=1Re(L(f)), 
由 此 得 到 


etif lhel >Re(L(f)), 1>0, (2) 


Pet | — el <Re(L(f)), 1<0. (3) 


当 工 ( 力 =0 时， 由 (1 ) 显 然 可 以 得 出 (2 )， 也 可 以 得 出 (3 )。 由 此 
可 见 ， 


$10)= Re(L(f)), f€ERE. (4) 
把 (4 7) 式 应 用 于 函数 一 ;fj， 则 得 到 
9 if(0) 一 Re(CLI(C 一 if)) 一 ImCLCF7)， (5) 


由 (4 ) 和 C5 ) 便 推出 (ii).， 口 
(15.11) 定理 (FE.Riesz) 设 L 是 人 (1 < 之 ?之 ) 上 一 个 
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有 界线 性 泛 函 ， 则 存在 -个 函数 hE 8 ,,， 使 对 于 任意 € 8@，， 
LoD= | 大 dt 


证 当 Z= 0 时， 定理 显然 成 立 ， 因 此 假设 L 志 0. 利 用 (15.9)， 
选取 函数 g6E Dy, 适合 L(g)= 1 工 | ， 1 g 1 2 一 工 。 我 们 打算 应 用 
(15.10 ) ， 为 此 须 证 ， 对 于 任意 fE 8 ;来 说 ， 函 数 

t= | if+g ls=p1Ct) 
在 t+ 二 0 可 微 . 命 


2 = (1) = | f+ el dr. 
如 果 记 二 fi 十 iif,，8 = 二 gi 十 ig;:， 则 有 


tf+t oe’=((tfi to) + (fs + 2) 72), 
”从 而 对 于 任意 上 ， 在 X 上 几乎 处 处 有 
Slrtel’=plftel’ ?Cf tg fr tfstg)f). C1) 


[如果 1 过 了 过 2 ,而 xEX 与 1€R 两 点 又 满足 f(x) 十 g(x) 二 
0 ， 那 么 -5-1t 了 十 81 的 上 述 表达 式 中 第 一 个 因子 就 没有 意义 
了 ， 第 二 个 因子 则 等 于 零 ， 这 时 ， 读 者 可 以 验证 ， 导 数 其 实 是 等 于 
零 的 . ] 只 要 t 夺 0， 便 有 | 


O00 tf+el’— lal? ] 
0 -~ | 一 ， du. (2) 


可 以 利用 中 值 定理 以 及 ( 1 ) 式 ， 来 改写 ( 2 ) 式 中 的 被 积 沙 数 ， 这 样 
就 得 到 z 
(1)— 0 (0) 


t 
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一 | ， ¥! f 十 g| ?-2((27 fi 二 gi1)fi 二 (1/ fs 十 g2)f2) di, 


(3) 

其 中 0 过 之 1t1， 而 是 XE€ 六 的 函数 ， {如果 1 之 p 之 2， 
而 tf fC%) 十 8 《x)= 0 ， 那 么 被 积 函 数 等 于 零 .) 由 于 (tj 十 
gj) 二 lf 了 +81， fj 人 1 了 | ， 所 以 (3 ) 中 被 积 函 数 的 绝对 值 小 于 
或 等 于 2 D lf 了 +81”!| 下， 而 学 1 寻 1 委 1 时 ， 则 有 

2p lt f+tel’™ i! Aa2pC Uf 二 el ?0!N. 
函数 1f| 和 1g | 都 是 属于 28; 的 ,因此 (CC 17{ 十 | 8 1) 7! 属于 83,， 
从 而 根据 H6lder 不 等 式 (13.4) 知 道 ，( | 了 1 土 181 7)7 1 就 属 
于 吕 1!， 这 样 一 来 ， 当 | t| 二 1 时 ，(3 ) 中 被 积 函 数 便 小 于 或 等 于 
确定 的 函数 2p( 1f7| 十 lg| ”11f| ， 后 者 属于 8,， 于是， 由 
Lebesgue 控 制 收 敛 定理 (12.24) 推 知 


| _ls+itfl ?~ lel? 
x t 


lim au 


= | plel’ :(gifi+g2ts du. (C4) 


(如 果 1 达 了 < 和 2, 而 g (x) 二 0 ， 那 么 (4 ) 式 以 及 下 上 弄 各 积分 中 
的 被 积 函 数 就 等 于 零 ，) 联 合 ( 2 ) 和 (4 )， 便 看 出 ( 0 ) 存 在 ， 并 
县 


| 0O' (0)= | Igl ?sgifi + gafa) dn. 《5) 
由 此 ，y1iC 0 ' 也 必 存 在 。 利 用 ( 5 ) 式 并 可 写 出 


pi (0) = 三 (| gan) 0O (0) 
= 五 1g13-*o' (0) 


= | lal? ?Cgifii gafs adn, (6) 


这 样 ， 由 引 理 (15,10) 及 (6 ) 式 推 知 
LAD= | LI Cp 0)+ig Lil 0)) 


= 1 51 | lat’?cgrt gs) tiCg fs— gf du 


= 1 工人. | lol -2 8 fdp. 
若 命 


p= 1 5 .risgn(e)， 
则 得 出 定理 的 结论 ， 就 是 说 


LC(f)= | au 品 
(15.12) 定理 设 CX，.y，4h ) 是 一 个 任意 的 测度 空间 ， 
p 是 一 个 实数 ， 并 且 1 过 了 过 co， 则 由 
T(g ) 一 工 _ 


(参见 (15,1)) 所 规定 的 映射 是 把 1, 映 满 8 的 一 个 保 范 线性 变 
换 . 于 是 ， 作为 两 个 Banach 空 间 ， & 和 &y 乃 是 同 构 的 . 
证 是 把 8,, 映 入 83 的 保 范 映射 这 一 事实 已 为 (15.1) 所 证 


明 , 从 (15.11) 推 知 , TT 还 是 映 满 人 ?的 ， 而 工 为 线性 的 力 是 平凡 的 事 


实 ， 既然 既是 线性 的 又 是 保 范 的 ，T 便 是 1-1 的 ， 口 
(15.13) 习题 (J.A. Clarkson ) 设 (Y，.A，4) 是 一 
个 测度 空间 ， 并 且 .of 含 有 两 个 不 相交 的 具有 有 限 正 测 度 的 集 ， 有 
《唯一 的 ) 一 个 最 小 正 数 c<， 它 满足 条 件 ; 对 于 任意 1]， 8 € 
8s( 1 之 P< 之 )， 只 要 上 了 和 ,入 8 |, 不 同时 为 零 ， 就 成 立 
5< Et 


试 证 ，c 是 存在 的 ， 并 且 c 一 2 了 “， 同 时 ， 常 数 c。 和 一 一 都 是 
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评 以 达到 的 @， -~ 

(15.14) 习题 (a) 设 ( 文 ,wz,u ) 是 一 个 测度 空间 ，P 
是 一 个 实数 ，P > 1。 又 设 了 是 了 上 一 个 .可 测 函 数 ， 它 满足 : 

(i) {XxXEX: Xx) 志 0} 是 .4 中 可 数 个 具有 有 限 测度 的 集 之 
并， 

(ii》 对 于 任意 gE D(X, AU) 了 gs5CERICXI 4), 
则 了 属于 85, (XA ，4), (提示 . 构造 一 个 函数 序列 
《f。) ,21， 它 适合 条 件 : 〈 if ) 21: 非 减 ， 处 处 有 1]f,l 一 1f1， 
以 及 除了 在 一 个 具有 有 限 测 度 的 集 上 而 外 ， 各 个 f. 都 等 于 零 ， 然 后 
利用 (12.22)，(15.1) 及 C14.23)， 以 得 出 结论 ， ff EC，，】 z 

(b) (EKE,.B,Leach), 设 (X;.A， ) 是 一 个 测度 空间 ， 假 
定 .hd 中 凡是 LC 4 ) =co 的 集 4 都 包含 一 个 集 BE.og， 适 合 0 过 
4A(B)<co。 又 设 了 是 王 上 满足 上 述 条 件 (ii)? 的 任意 一 个 .oz 可 测 范 

数 . 则 了 属于 多， CX,，%A，H). (提示 , 命 4, 一 {XEX: 
lfC x > 一 倘若 上 (4。)=co， 便 可 利用 (10.56.d)， 求 得 
4 的 一 个 子 集 C ， 满足 CE.w，AUACC)=co，C 是 cC 有 限 的 . 那 
么 1 to 满足 上 述 条 件 (i)， 同 时 也 满足 条 件 (ii)， 这 是 因为 了 是 满 
足 (i) 的 .由 此 得 出 Eco€ 2, ,矛盾 ,所 以 必 满 足 (1)。 然 后 应 用 (a).) 

(15.15) 习题 (a) 设 (X.A， 4 ) 是 (10.56.b) 所 说 的 测 
度 空间 . 试 说 明 ， 就 这 个 测度 空间 而 守 ; 当 1 之 了 之 so 时 ，(15.13) 
的 结论 不 成 立 . 

(b) 设 CX,., LH ) 是 一 个 测度 空间 ， 并 且 存 在 一 个 集 DE 
JZ， 它 具有 性 质 ，/(D) 王 se， 同时 的 任意 .wz 可 测 子 集 都 不 具有 
有 限 正 测度 ， 试 证 ，X 上 有 一 个 tr 可 测 、 非 负 、 实 值 函数 了 ， 使 得 
(15。14,ii) 成 立 ， 而 了 并 不 属于 8,(0<7<% ) . 

(15.16) 习题 设 E 是 一 个 ( 实 或 复 ) 赋 范 线性 空间 ， 并 满足 


全 原文 为 “are attained (被 达到 )”， 自然 庶 八 为 4 ca 
be attained( 是 可 以 达到 的 )”。 这 指 的 是 ， 必 存在 f，g&€ Rn 


使 左 ( 右 ) 不 等 式 取 等 号 一 一 译 者 注 
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条 件 ， 对 于 任意 s >0 及 x，27eEE， 如 果 1xil=il2>1t4=1， 并 
且 1ix 一 > 外 >， 则 成 立 不 等 式 


(i) <(1—0). 


其 中 6 = 6(e) 与 x+，7 无 关 ， 并 且 0 之 5 过 1. 这 种 空间 称 为 一 
致 凸 的 (有 些 作者 则 称 之 为 一 致 圆 的 (uniformly rotund )). 

(a) 设 E 是 一 个 一 致 凸 Banach 空 间 , 工 是 EB 上 一 个 有 界线 性 泛 
函 。 试 证 ， 存 在 x EB， 使 得 由 x=1，LCx)= 二 上 工作. 【仿照 
(15,9) 的 证 明 ， 这 里 要 注意 ，(15。.9.8) 无 非 就 是 断言 ;是 一 致 凸 
的 。) | 

(b》 试 举例 说 明 , 如 果 去 掉 一 致 凸 性 的 假设 ,(a) 的 结论 可 能 不 
成 立 . . 

“(ec) 设 B 是 一 个 一 致 凸 贼 范 线性 空间 ，S 是 了 的 一 个 真 线性 子 
空间 ， 而 且 关 于 E 上 的 范 数 ，S 是 完备 的 0， 又 设 x 是 ES’ 的 任意 
一 个 元 素 ， 试 证 明 : 有 一 个 并 且 仅 有 一 个 元 素 y,€ $ ， 适 合 

lyo—x [=inf{ly—x|:yE€S}. 

(15.17) 习题 : 加 收 笋 与 Radon-Riesz 害 
收 化 与 其 他 几 种 收敛 之 间 的 关系 . 也 可 以 就 任意 的 赋 范 线性 空 间 万 
中 的 序列 (x,) 来 定义 弱 收 敛 如 下 ., 

所 谓 序 列 (x.) 绊 收敛 于 x EEE， 是 指 对 于 巨 的 共 轧 空间 E* 中 的 
任意 jj} ， 都 有 f(x,) 一 1 CxX). 

定理 (15.11) 说 明 ， 这 里 的 定义 与 (13。 41) 就 BF= Pi; (1<<co) 
的 情况 所 下 的 定义 是 一 致 的 一 一 B= 8 :的 情况 ， 见 下 文 (20.19). 


中 例如 ， 当 忆 是 Banacth 空间 时 ， 仿 可 以 是 巨 的 任意 闭 子 空间 ， 
S 也 可 以 是 任何 空间 EE 的 任意 一 个 有 限 维 子 空间 [参看 (14， 31.b) 及 
《14.377]。 
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(a) 设 E 是 (R 上 或 K 上 的 ) 一 个 赋 范 线性 空间 , 并 具有 性 质 ， 
如 果 (x,) 是 E 中 的 一 个 序列 ，x EE， 上 Xx, 上 ==1， 以 及 中 x= 
1， 那 么 当 


十 区 
2 | 1 


时 ， 就 有 
| x。 一 2 一 0., 
(这 种 空间 称 为 局 部 一 致 止 的 。 ) 设 (?,) 是 也 中 的 一 个 序列 ， ? 是 
FE 的 一 个 元 素 ， 并 满足 条 件 : 
Ci) Ty.1— ly, 


(Ww) 
(ii) ?一 > 了 3. 
试 证 ， yy, 一 了 上 一 0，( 当 上 y= 0 时， 断言 显然 成 立 .。 否则 
记 x, 一 1121 -!37。x 一 121727， 那 么 xz) x， 并且 x, = 
x =1， 同时， 如 果 上 上 x, 一 x 一 0， 由 此 可 推出 上 >, 一 > 一 
0 ， 所 以 只 要 证 x, 一 x 中 一 0 就 行 了 . 设 若 不 然 ， 则 根据 局 部 一 
致 凸 性 ， 便 有 一 个 子 序列 (xnvs ) :21， 使 


3 xn) <a<l (k=1,2,3,."), (1) 


根据 (14.13)， 有 ffEE*,， 使 f=1，f(%x) 二 1， 对 于 这 个 
了 ， 由 (1 ) 推 知 


fend) +t1l <o, 


所 以 x， 并 非 弱 收敛 于 xX. 

(b)(Radon- a), 设 p 是 一 个 实数 ,1<<p 达 2 ,CX,'Y ,4) 
是 一 个 测度 空间 ， 把 gey(X，.，A ) 写 成 R， 又 设 ( f。) 
是 中 ?中 一 个 函数 序列 ， 了 是 只 ,中 一 个 函数 ， 并 且 记 只 了 ， 让 记 ， 
一 1 了 1 试 证 | 太一 了 1 一 0.〔 利 用 Clarksoa 不 等 式 (15.5) 
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和 (15.8) 来 证 明 8 ;是 局 部 一 致 同 的 ， 然 后 应 用 (a) 小 题 . ) 

《15.18) 习题 在 (0，2w} 上 按 以 下 规则 定义 了 和 f.C《 n= 
1，2，…): f(x)= 1， f(xX) 二 1 十 sin(n x). 注意 到 对 
于 任意 n EN，f，f,.E 281((0，27)， .如 :，14)， 试 证 : 

《a) 在 名; 中 f. 咏 了 (利用 (16.35))， 

(b) 对 于 任意 n EN, 了 == 上 f= 27; 

(c) 依 测度 f, 不 收 化 于 了 ，; 

Cd) 有 f, 一 了 不 收敛 于 0; 

(e) fa.e. 不 收 化 于 了: 

《f) C1.《(0，27X)， -NM !,，4) 不 是 局 部 一 致 晤 的 


8 16 ”抽象 Hilbert 空 间 


(16.1) 内 积 空间 请 回忆 (13.16)， 所 谓 内 积 空间 ， 指 的 是 
六 上 的 线性 空间 刀 ,， 它 具有 把 吾 义 末 映 入 天 的 英 射 (xy，y) 一 (xy>: 
并 满足 以 下 条 件 : (对 于 任意 XX，y，z EH 有 及 QE K， 成 
苹 ) 
YXY 十 ?927> 一 《Xy927 十 79 27 
《ax y= aX YY; 
yxX) = LX, >; 
《xXyX>>0， Xx 0 
由 以 上 关系 式 不 难 推出 : 对 于 任意 %*，》，z 5 及 及 QE K， 成 
立 
《0,3> 一 ^ 人 yy 0 一 0; 


《xyay > 一 CX Y); 
《Yyy 十 2> 一 《YYy7y> 十 (X9 2>, 


DRadon~Riesz 定 理 的 这 一 简洁 证 明 ， 以 及 (a ) 小 题 ， 是 
1.Glicksberg 教 授 慨 然 提供 给 我 们 的 、 
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可 以 类 似 定义 R 上 的 内 积 空间 ; 这 时 有 (?，x> 一 (x，?)》。 
由 于 种 种 原因 ， 在 分 析 数 学 中 复 内 积 空间 要 比 实 内 积 空 间 更 为 有 
用 . 

(16.2) 定理 (Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz ) .对 于 x， 
yyEH，,， 有 | - 

(i) Kx, y) :CxX, XKy, >>. 
(让) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 x 与 >》 线性 相关 . 

证 当 》== 0 时 ，(i) 中 等 号 成 立 ， 这 时 有 0x=1》 . 因此 
假定 > 关 0， 设 ?E kK， 则 有 四 
0 雪人 xz 一 ?yx 一 ?9 一 (YX 一 ?人 yx 一 ?《x， 人 十 Ny,y). 

(1) 


《XX,y> 4 
在 (1 ) 中 命 ?= Cy yy 便 得 到 


CX YI VX 


< -一 


Cx 39> xs) Kx yy>. 
《y, > 《3 93>” 


|xy ?2 
《yy937 
显而易见 ， 在 以 上 计算 过 程 中 ， 除 x 一 ?> = 二 0 时 之 外 ， 严 格 不 等 
式 成 立 ， 
如 果 a x 二 By》， 这 里 la| 十 IBl < 0， 则 不 难看 出 (i) 式 两 边 相 
等 。 了 口 
(16. 纹 ”定理 命 上 | x 二 《x ,x》 记 ， 则 按照 这 样 规定 的 范 
数 ， 内 积 空间 瑟 成 为 赋 范 线性 空间 . z 
证 ”我们 只 验证 | lL 满足 三 角 不 等 式 ， 因 为 由 让 是 互 上 范 
数 的 其 他 条 件 显 然 满足 ， 容 易 看 出 
jx 十 ?上 2 一 (xz 十 2， YX 十 7》 


-一 《YY > 一 - 
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= 《X,Y CX yx) + yy) 
= 上 x|:+2Relx,y)+ yi? 
应 用 (16.2)， 得 到 : 

2Relx,y<2 x,y 和 21x .byl. 

因此 1 x 十 ?1 入 (xx 十 371 >?， 从 而 x 十 >》 有声 
1xil+ily>1l 口 

《16.4) 习题 试 求 等 式 x 十 7》 革 = 上 x* 上 十 上 > 成 立 的 
《16.5) 习题 ， 极 化 恒等式 ” 试 证 ， 如果 吉 是 一 个 复 内 积 空 
间 ， 则 对 于 任意 x*，y EH， 恒 有 z 

dxoy)= Ext+yl 2— x—yl 2+ilx+iyl? 
—ilx~—iyl?. 

(16.6) 习题 设 E 是 一 个 复 赋 范 线性 空间 ， 试 证 : 为 使 E 上 
存在 一 个 导出 (16.3) 所 述 已 知 范 数 的 内 积 ， 其 充 要 条 件 是 这 一 已 知 
范 数 满足 平行 四 边 形 定律 ， 即 对 于 任意 xX，2》E€EB， 成 立 

CD) xtyl?+ xyl:=2C1xt:+ |y |:). 

[ 当 (i 式 成 立时 ， 规 定 4xX， 3 》 为 


Recxy2 一 去 人 I x+y 2 一 上 zx 一目 7， 


ImCxsy) = ztiyl*— lx1:— 1yl?). 


那么 (16.1) 是 不 难 验证 的 ， 读 者 应 画图 说 明 : (i ) 正 是 熟知 的 初等 
事实 ， 即 平行 四 边 形 两 对 角 线 与 四 边 所 具有 的 基本 数量 关系 。 本 习 
题 说 明 、 内 积 空间 乃 是 这 样 的 赋 范 线性 空间 ， 即 其 中 所 有 二 维 子 至 
间 “ 看 来 象 ” 欧 几 里 得 空间 的 样子 . 

“(16.7)〉 定义 一 个 内 积 空间 ， 当 按照 (16.3) 所 规定 的 范 数 成 
为 Banach 空 间 时 ， 则 叫做 Hilbert 空 间 ， 不 完备 的 内 积 空间 有 时 叫 
做 准 Hiibert 空 间 . z 


834. 


(16.8) 例 Ca) 如 果 (X，.w， 避 是 任意 一 个 测度 空间 ， 
那么 B。(X，.，R) 就 是 一 个 Hilbert 空间 ((13.11 ) 种 
(13.15)). z 

(b) 具有 内 积 


¢f, 8)= | a0 dt 


的 空间 GCw(R) 是 一 个 不 完备 的 内 积 空间 ， 为 了 看 出 这 一 点 ， 可 以 用 
如 下 所 定义 的 连续 函数 序列 (g,)*. ,来 逼近 5 。， 1]: 当 一 oo xX 二 


> 9 1 十 一 - 委 x<<co 时 ， gsKxX) 一 0; 当 0 和 xx 和 1 时， 


gx x) 一 1; 在 | 一下-，0 | 和 | 1，1 十 -| 上 ，g; 则 是 线性 


nn 
的 . 序列 (Cg) 收敛 于 8; 中 的 ro, 1 1， 从 而 是 Cauchy 序 列 . 但 是 ， 
显而易见 ，(g.) 却 不 收敛 于 Go(CR ) 中 的 函数 . 
《ec) 序列 空间 4 CN ) 是 由 满足 条 件 


> xl :< oo 


Le 


的 复 序列 x = (x,) 全 体 所 组 成 的 ， 其 中 规定 


x), (ys) 一 > xy 


让 本 荆 


则 1 (CN ) 是 一 个 Hilbert 空 间 . (正如 在 (13,13) 所 看 到 的 那 样 ， 
1,(N ) 其 实 就 是 空间 & (X,.og 4) ， 其 中 多 是 集 N .A 是 XX 的 子 
集 全 体 ，4 是 计数 测度 ，) 

(d) Xx, 终归 是 零 的 序列 x 二 (x,) 全 体 所 组 成 的 空间 是 一 个 不 完 
备 的 内 积 空间 (内 积 是 指 1* 所 导出 的 内 积 ) .例如 ， 设 


n 1 1 
| =(1 F009 ) 多 


则 序列 〈 xc”p)2。, 在 1 中 收 化 ， 但 是 其 极限 却 没有 堆 项 ， 读 者 应 注 
| +» 385°* 


意 这 个 空间 与 CwnC 尺 ) 之 间 的 类 似 性 其实， 如 果 正 整数 集 N 赋 以 
离散 拓扑 ， 那么 所 考虑 的 空 间 就 是 GC CN). 

现在 引进 一 个 概念 ， 眼 前 它 是 就 任意 内 积 空 间 提出 来 的 ， 后 面 
还 要 用 来 把 全 体 Hilbert 空 间 进 行 分 类 ， 

(16.9) 定义 设 有 是 一 个 内 积 空间 。， 对 于 日 的 两 个 元 素 x， 
y》， 当 《x，、》) 二 0 时， 就 说 x 与 加 相 正 交 ， 记 作 x_| >》. 设 E 
是 互 的 一 个 子 集 ， 如 果 对 于 任意 X,Y E88， 只 要 XxX 寺 yy》， 就 有 
《xx， ?7 一 0， 就 说 巨 是 正 交 的 ， 此外， 如 果 对 于 任意 xE 瑟 ， 又 
有 上 x 上 = 1， 则 称 E 是 正规 正 交 的 . 设 E 和 FF 是 及 的 两 个 子 集 ， 
假如 对 于 任意 xE 了 B， 及 任意 yE F， 都 有 x .Ly, 这 时 我 们 说 EB 与 F 正 
交 ， 记 作 E_LFQ. 

对 于 任意 x EE 五 ， 集 名 与 {x} 正 交 ， 向 量 0 与 有 H 中 任意 向 量 正 
(16.10〉 定理 如 果 {z1，…，z,}) 是 互 中 的 一 个 正 交集 ， 则 
1 > 十 …-Hz, 2 一 > 十 … 十 和 >, 和. 

证 我 们 有 


Ew 


2 


-5 5)= 六 5 0, Zi2 


tei Ke j=ml kel 


一 >, 《2 217 


i=1 


= > 1zil*. 口 
(16.11) 定义 设 E 是 一 个 赋 范 线性 空间 ，(*,)*.: 是 E 的 元 
素 所 成 的 一 个 序列 ， 如 果 存 在 x EE， 使 


PEE 


Q@ 特 别 当 巨 = {z} 时 ， 我 们 说 z 与 F 正 交 ， 记 作 zLF， 一 译 者 


mep 


一 0， 


lim 
中 一 0 


. 336 ， 


ee 


就 说 级 数 > x, 收 化， 记 作 > zs= x. 


十 和 全 地 加 上 


《16。 12) 定理 设 H 是 一 个 Hilbert 空 s 间 ， {2,} -1 是 匡 中 的 
一 个 正 交集 ， 就 是 说 ， 当 雍 专 贡 时 ，zs | zm， 则 -kr 甸 的 区 要 


条 件 是 了 leh:<o. 因果 立 zx 则 1 一 
之 lz 
证 当 ?2 二 时 ， 显然 
| > z1 — > z, | = z; I = > i zl* 
k=t ' Em+ i 下 二 再 
-了 | z 1 :一 > EE 
因此 ， (5 | 是 如 中 的 Cauchy 序 列 的 充 机 条件 是 


(> lal 了 是 R 中 的 Cauchy 上 序列。 这 就 证 明了 定理 的 第 
一 人 断言 i 


和 记 ,一 p> Zi9 则 有 


bet | 


asl I al 
于 是 (| z 十 ‖ ss ) ?1 是 一 个 有 界 数列 ， 同 时 还 有 
1z1 一 Ts 和 1z 一 0， 


。38?7 。 


te 


从 而 本 
ol :一 BD a 
人 | pr 

: -Cl+tls DiIlal— ls lie, 
lim Sal tal 0 


《16.18) 定理 。 设 有 是 一 个 内 积 空间 ， 5 是 有 的 不 全， 的 正 
交 子 集 ， 则 E 线 性 无 关 ， 
证 假设 {x 1， “9 *,} CE, Ci 9 部 是 二， 并 且 


| > aixs= 0. 
则 对 于 每 个 jE 41 . 得 到 


/SN 
=《0 ,Xi) = >, QsXrs Xi 

~ 了 

= py 《YX 。 2 一 0 名 


A 


但 wy 守 0， 从 而 xj 上 :到 0。 因此 所 有 Qj 必 等 于 0. 癌 
. 《16.14》: .定义 设 是 内 积 空间 万 中 的 一 个 便 间 的 正 交 第、 
对 于 x 忆 惠 及 2 EE， 定 义 xX 关 于 zz 的 Fourier 系 数 为 数 (x， z > 
在 实 Hilbert 空 间 Rs ( 即 三 维 Euclid 空 间 ) 中 , 向量。 
(C1,0,0), (0,1,.0), (0,0,1). 
组 成 一 个 正规 正 交 集 ， 而 向 量 x 关 于 这 各 个 单位 向 量 的 Foitier 系 
数 ， 无 非 就 是 # 分 别 在 各 个 单位 向 量 所 确定 的 方向 上 的 委 直 射影 


长 度 . 
下 例 说 明 ， 为 什 么 在 (16， 14) 中 要 采用 “ Fourier 系数 ] 文 一 
术语 . : 
(16.15) 例 、 试 考虑 空间 @ 1K (一 -并 ， 人 :二 在 这 
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一 空间 中 ， 内 积 为 
《f= 元 二 | {EC dt 0 SEC RP, ). 


对 于 nn € Z, X,: texp int) 是 定义 在 R 上 的 连续 击 数 ， 因而 
属于 ,( (一 +，x) ) ， 我 们 要 证 这 些 函 数组 成 一 个 正规 正 交集 ， 
对 于 每 个 n € Z， 有 | | 

| x := 上 | lx .C2)) dt = { 1a= 1 可 
如果 工 中 居所 半 ， 则 有 ， 


ur po z 
| ‘cosCCm— mi di 


/ + | sinccm— Ddi= 0. : 


( 利用 初等 微 积分 方法 可 求 出 这 些 积分 值 。 ) 所 以 {X。}%--。 确 是 
一 个 正规 正 交 集 ， 在 经 典 Fourier 级 数理 论 中 ， 当 了 村 & ， ‘~, 7)) 
时 ， 了 的 第 nFourier 系 数 访 是 数值 


站 Ca) 一 到 Dr fore-in ar de 


就 一 个 内 积 空间 及 和 一 个 正规 正 交集 {x;，，z,} CH 而 言 ， 
人 们 往往 想 知 道 ， 怎 样 用 各 个 zi 的 线性 组 合 按照 万 的 度量 来 精确 通 
近 一 个 元 素 x EH. 以 下 证 吾 则 图 满 回答 了 这 个 问题 
(16。 16) 定理 设 互 是 一 个 内 积 空 间 ， {zi * "9 Za } 是 如 中 的 
一 个 正规 正 交 集 ，x 是 互 的 任意 一 个 元 素 . 则 K* 上 由 
: 839 


总 
x 一 之 aaa 


站 | 


所 定义 的 函数 了 在 有 K' 的 一 点 且 唯 一 的 一 点 ， 即 @;=《x，z4》 《上 =1， 
oo 4 ) 取 绝 对 极 小 伪 。 此外， 还 成 立 不 等 式 


(Gil > (xz，zl2<lxls 


(i) fCQ .9 Cu) 一 


el 
证 我 们 有 : 
名 
XC— >, QE 
直到 
二 3 看 
mx :一 >, QAXS 217 一 > QZ xX7 十 > la,l® 
t=1 t=1 = 
= | X “十 >, 人 [xz 2 CXS28) — CLXS ZL 十 [cj 2 ] 
EF=1 
一 > kx, 2z87| > 
Esl1 


= x+ > xa -ol’— >, lx, 
k= 


所 以 ， 当 且 仅 当 @=《x,20)C4= 1 ，… sn ) 时 ， (41,…,04) 为 极 
小 值 ; 这 时 ， 我 们 看 出 


0Silx1:- 之 Kx,zd*. 口 


《16.17》 定理 ( Bessel 不 等 式 ) 设 F 是 内 积 室 闻 万 中 的 一 个 
非 空 正规 正 交集 ，xE 五， 则 成 立 不 等 式 
(人 > xa: trl, 


从 而 { > EE 《XY。 2Z.》 去 04 可 数 ，! 
340 


证 二 不 等 式 (16.16,ii) 推 绍 ， 对 于 每 个 非 空 有 限 集 记 记忆， 
PAO AEAL 


RF 


成 谤 


因此 
Fx, gj := af (Kx, 2 *, F¥9, 天 有限， 


A 

rcal<ls lz 

08.18) 宅 堵 ” 设 {2)9- ,是 Hilbert 空 间 瑟 中 的 一 个 正规 正 
交 乐 ， 则 对 于 任 党 x 忆 李 ， 在 #9 中 必 闪 在 商量 < SS Co， ay 2 

而 且 X 一 》 正 交 于 每 个 z,. ™ : 


证 由 (16. 12) 及 Bessel 不 等 式 可 知 ， y 的 存在 性 是 没 问题 的 ， 
设 mE NN， 须 证 xz 一 》， xm2 = 0 ， 对 于 餐 个 # EN, 命 


= Dy xs zz 


二 和 和 


ke ys < 1](%—yaszmM 十 :|Lys yz 


< 《Xn>— 之 CX 29 sa zn] 


十 二 ve 一人 下 
二 0 十 1 一 > . 

这 里 利用 了 {zs} 是 正规 正 交 的 这 一 事实 由 于 ys 一 扩 1- 一 0， 可 

思 一 ，z 必 和 
我 们 二 部 名 渡 究 想 内 台 富 癌 的 任 间 夺 过 写 也 正规 正六 元 素 - 
其 线性 组 合 之 极限 这 一 问题 ， 先 引进 一 个 定义 , i 

《16.19)》 定义 设 E 是 内 积 空间 态 的 一 个 征 规 正 交 集 ， 如 果肉 

有 等 向 量 才 与 着 的 所 有 欧 索 正 交 。 就 说 冯 是 完全 的 . 

334， 


we 于 he a , | 
~" A Shape SE ahbth th Fsbosiairio i da 4 smi 


《16.20)“ 定 理 几 不 是 {0 } 的 肉 积 空间 互 必 含 有 -一 个 完全 焉 
规 正 交集 ， 其 实 ， 5 的 每 个 正规 正 交 子 集 都 全 在 一 个 完全 正规 正 交 
集 之 中 ， 

证 我 们 利用 Tukey 引 理 (3。 8 ) 进行 证 本 设 4 是 互 的 任意 一 . 
个 非 窄 正规 正 交 子 集 ， 比 如 说 ，4= (el tx}, 其 中 x 0， x€ 
BH. 再 设 

.5 多 一 (了 :BC A UB 是 正规 正 交 集 }. 
由 于 要 检验 正 规 正 交 三 ， 只 是 是 一 次 检验 两 个 向 量 而 已 ， 因此 很 清 
楚 ， 沁 是 具有 有 限 特征 的 ， 同 时 因为 4E 多。 所 以 多 又 非 空 , 这 
样 ， 和 根据 Tukey 引 理 ，. 天 必 有 一 个 极 大 元 BE， 显而易见 5 汪 4. 
: 我 们 断言 B 是 完 金 的 .假定 y 丰 0 ,而 y1LBE. 会 z= 人 "7 
风 上 

EUWEZF, EsEU {2). 

这 与 的 极 大 性 相 矛 后. 于 是 当 ? LE 时 ， 必 有 ?= 0:， 中 

于 述 证 明 是 非 构造 性 的 它 并 没有 提供 任何 线索 一 一 在 任意 的 
已 知 内 积 空间 中 ， 究 竟 怎 样 来 构造 一 个 完全 正规 正 交 集 ， 实 用 上 有 
一 些 方法 ， 其 计算 量 并 不 大 ， 可 以 用 来 构造 完全 正规 下 交集 我 们 
现在 就 来 研究 这 种 构造 方法 . | 

《16.21) 引 理 设 $ 是 内 积 空间 妃 的 一 个 和 密 子 集 如 果 *.L 
S， 则 X= 二 0. 

证 在 S 中 取 一 序列 Cy。)，" 使 上 x 一 ~y. ll—0. 那么 


lx 下 2 一 (各 9 1) 一 《X 一 ‘*, x 一 ys) 
委 人 xx 人， | a X — 和 >0.: 3? 
民 此 x 有 =0: ， 口 : i 


(16.22) Gram-Sehmidt 正 规 正 交 化 方法 朗 酉 是- 全 内 积 
空间 ys yi yy “是 的 一 个 有 限 中 可 数 无 限 的 线性 元 关于 子 
集 ， 又 设 z:= 一 1 命 2 . 

下 放 汪 时 和 一 Tz.4- gi 
AY Cys OU, 
+ 842 


这 里 zz: 不 是 零 问 量 ， 因 为 ys 不 是 :的 倍数 ， 规定 .， - 

us= zo lz 站 

则 有 
《ls21> 一 zz gasu1) = 0. i 

于 是 集 {ui1，。zs} 是 正规 正 交 的 ， 而 自 {1 {yy 卫衣 

二 维 子 空间 . 

我 们 轨 纳 定义 一 个 正规 正 交集 {ay ‘og May hy 使 对 于 每 个 
正 整 数 k， 集 {1 2 与 人 7 张 成 相同 的 子 空间 这样; 
假设 已 构造 好 了 {wi,… 2.)， 并 上 月 span{ui ss} 二 spantyis 
yb CF=1 ,1 ). 如 果 《yi …y7s}》 是 全 体 yy 那么 就 终止 
构造 过 程 ， 如果 存 在 y,,;， 则 合 | . z 


Za 1 yt > rr, 


这 里 z,; :不 是 有 去向 量 ， 原因 在 于 Vat+!l ¢ span 《 yr 人 yn) = span 
‘un, ** ', to 再 规定 四 “1: ” 
Wat 1 一 | Zn+!1 ~ lz +41。 
z 当 1 委 jj 和 1 时 ， 得 到 
《091717 一 | Zn+i i Cy DB uri > 
一 | 之 # 1 | CC 1922 一 《yn+19277 二 Cus 91D) 
一 0， - 

于 是 集 {u1，…，w。+1) 是 正规 正 交 的 ， 尚 需 证 明 {w1，…，unt1} 与 
{y1s "9 ys+1} 张 成 相同 的 子 空间 ， 由 z+ 1 和 z,+ 1 的 定义 ， 显 而 胡 
见 ,， ya+!l 是 i， "**y ua+1 的 线性 组 合 . 因此 

{ynri} UCspantyiyys DCspanfziy starlg ,~ 
从 而 


QDspan 的 意思 是 “ 张 成 ”。 这 里 用 span{urt， …，us} 宕 示 由 
{v9 9) 张 成 的 子 室 间 ， 一 一 译 者 注 
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span{yir sya+i} Cspas us Mari}. 
同样 ，x 1! 是 向 量 y,; ;和 zi，…，w, 的 线性 组 合 ， 根 据 归纳 假设 ， 
可 见 wr1 Espantyis…，ya+1}， 因 此 又 有 
span{lis sus + i} Cspanlyies yari}, 
宇 是 这 两 个 子 空间 是 相同 的 ，( 本 来 由 论证 维 数 ， 也 可 以 把 第 一 个 
包含 关系 反 过 来 ， ) 四 
Gré&im-Sehmidt 方 法 所 得 出 的 正规 下 交集 是 本 许 唯 一 和 的, 更 
确 雪 地 说 ， 如果 对 于 和 父 个 ， {Hts "eg LA “9 yx} 张 成 相 
回 的 子 空 也 ， 那 么 必定 有 %: 一 Tiyt 这 里 I = 1， 所 以 ， 队 
类 一 个 绝对 值 为 的 常数 因子 不 计 外 ，tti 是 歇 一 确定 的 。 定义 好 了 
《zz 后 ,必须 取 xyiEspanfe ,tsya+1)， 这 样 ， 对 守业 
些 复数 B，,…. ,PP.，Q， 便 有 z 
tw 一 Cysy1i 十 0U 十 … 十 有 
数 & 不 可 能 等 于 零 ， 这 是 因为 ， 如 果 w 等 于 零 * 那 么 WartE spantti， 
span{yi9… Yn)， 由 此 会 得 到 yrs Esgan 人 aytari) 
一 span{yss ;ya } . 这 与 各 个 yy 的 线性 无 关 性 相 予 朱 了 .所 
以 


ey 二 
从 而 又 得 
0=Bue oy P= ytd) to 
井 紫 - 


6 一 一 《yesy1581》， (1<i<n), 
于 是 有 i: i : 


1 - : 
ti Yeti™ >, 《7 41987849 
tt . 


这 正 是 我 们 所 定义 过 的 x,+;， 现 在 由 最 后 这 个 等 式 ， 通 过 放 范 数 ， 
.B44 


并 注意 到 1 us 站 = 1 ， 便 确定 了 数 4， 很 明显 ，4 从 而 w+ 1 都 是 礁 
一 的 ， 至 多 相差 一 个 绝对 值 为 1 的 常数 因子 . 

(16.23〉 定理 设 互 是 一 个 非 1{ 0 》 内 积 空间 ， 并 含有 一 个 可 
数 稠密 子 集 D， 则 豆 必 包含 一 个 可 数 的 完全 正规 正 交集 ， 它 是 由 也 
根据 Gram-Schmidt 方 法 所 得 到 的 ， | z 

“证 不 妨 假 设 6 入 也， 把 刀 核 举 成 (zx。)。21. 规定 y: 一 xnrl， 其 
牛 心 一 1 . 假设 已 规定 好 了 y= 二 xm4,… ,ys= 二 Xn; 它们 线性 无 关 ， 并 
号 mg 过 如 果 没 有 j 之 n, 9 能 使 {y1，… ,yt，X1}) 线性 无 
关 ， 就 终止 这 一 过 程 ， 和 否则 ,可 设 n, 1, 是 这 种 ji 里 最 小 的 一 个 ， 并 
规定 y,, ;二 xn，,， 这 样 我 们 就 确定 了 一 个 有 限 或 可 数 无 限 的 线性 无 
关 集 {yi,ys,…} CD 命 $ 是 含有 {7iyyz 的 吾 中 最 小 线性 子 空 
间 ， 很 清楚 ，DC 8 . 这 是 因为 如 果 x ED，, 那么 2 应 是 21 的 
线性 次 合 ， 其 中 可 以 这 样 选取 ， 使 zs 委 <mws 否则 ，ys 必 是 
所 选取 的 最 末 昨 的 > ， 并 且 x; 三 j) ,所 以 S 在 五 中 稠密 、 

设 人 ai yz -} 是 由 集 人 1:y2:，… .} 根 据 Gram-Schmidt 方 法 所 得 
到 的 正规 正 交 集 ， 我 们 要 证 实 {uiyvxs ,…} 是 完全 的 ， 设 xE 吾 ， 敌 
且 对 于 任意 nn， 都 有 《x ,wu,》 二 0， 那么 对 于 各 个 xs 的 一 切线 性 组 
合 ， 必 有 | 


Cx, > Ci >= 9， 


从 而 对 于 任意 》 ES，《x，》) 二 0， 由 (16。.21) 知 道 ，x 一 0. 
z 
(16.24) 推论 设 n EN， 则 一 个 内 积 空间 HH (作为 一 个 内 
积 空 间 ) 不 能 与 玉 * 区 别 开 的 充 要 条 件 是 五 的 代数 维 数 等 于 #2 . 【在 
K' 中 我 们 规定 


《Cgis “9 Za), (wis :* = 立 坟 ] 


了 


证 入 入 好， 当 万 只 有 给 雪 时 ， 上 法 证 办 中 各 个 的 池 过 
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程 到 {y,,…，y,} 就 终止 了 ， 这 样 便 得 到 了 一 个 完全 正规 正 交 和 集 
419 EE 出 . 四 i 可 


S a a1 a.) 


i=i 


所 给 定 的 把 瑟 映 满 K。 的 映射 保持 所 有 内 积 空间 结构 不 变 ， 多 名 话 
说 ， 这 个 映射 是 1-1 的 、 映 满 的 、 线性 的 ， 乃至 保 内 积 《 从 而 也 保 
范 数 ) ， 必 要 性 显然 ， 口 

(16.25) 例 为 了 举例 说 明 ， 我 们 来 作出 基 个 经 典 的 正规 正 
交集 ， 对 于 每 个 整数 之 0， 在 R 上 规定 f 为 


f.CX)=x% -二 


因为 对 于 任意 x* 之 0， 都 有 六 人 s<c ， 所 以 每 个 显然 必 


于 Hilbert 空 间 2， CR, M1). 既然 每 个 多 项 式 公有 有 限 多 个 
根 ， 集 { }*-。 在 K 上 便 是 线性 无 关 的 . 对 于 每 个 整数 之 0， 规 
Har)= 1)"exptri)exp "EC—x), 
其 中 上 标 ‘"’ 表 示 函 数 xX 一 exp( 一 *?) 的 n 阶 导数 ， 函 数 (五 ,)?.。 
分 明 都 是 多 项 式 ， 互 ,叫做 Hermite 多 项 式 ， 前 三 个 Hermite 多 项 式 
为 。 。 
。 Hx)=1,. 
. | - Hi.(xX)=27, 
和 HC 2 | 
有 耐心 ， 就 可 以 继续 算 下 去 ， 得 命 


9。 Co (x); 


这 此 函数 叫做 Hermite 备 数 它们 都 属于 & ， ( R, A 4 ) ， 而 
且 下 面 就 要 证 明 ， 它 们 还 组 成 正 交 集 ， 首 先 ， 我 们 得 到 
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fx ) 


了 


OTD ter - 


+2xexp| 广 xp nC— x2) 


2 
十 exp |exp' Cx2)}. 加 C1) 


. 利用 求 乘 积 导数 的 Leibniz 法 则 ， 得 出 . 


exp "+ x2)={—2xexp(— x "+ : 
全 十 时 /十 1 
-> }- QAX) texp ti) xX?) 


=(—2Xx)exp "+ x2) 
二 (n+1)(— 2exp (一 
把 上 陈 入 ( 开 ) 式 ， 得 到 


V(x)=(—1)"exp [ert 1 Doxpe 2) 


Faxexp + x2] 十 (一 arexpe et x3) | 
一 2(2 十 1)exp'0 (一 和 “7 


(一 切 ， hee 


z i x? -2 二 DCO 
这 样 ， 短 个 9， 都 满足 微分 方程 
PelX)= (XL—2n—1)P, CX ,| 
所 以 ， 对 于 任意 一 对 非 负 整 数 m， nr， 有 、 
Po PPn= CXLIN 1 PP CHE m1) Ppa 
= 2 (mn) 0 Pe. | 加 
当 m 关 天时 ， 则 有 


| ppad% 


i | ， ， 
li po pe | Ppads P,P。 


和 2(1m— 1) 上 
4 
十 | 9 Pandx }= 
ny 


《 计算 中 和 需 用 到 Lebesgue 挖 制 收 伊 定理 ，) 于 是 {9,) ,% 是 应 交 


为 了 正规 化 各 个 gp。y 现在 计算 | “pax。 先 证 明 以 下 等 式 


H:=2nH,.; (n=1»2,3,°")., (2) 
我 们 有 .+ 
H,(x)=(—1)"{(2xexp(x*)exp " (—x*) 
explx’*:Jexp' "i [一 * 小 
exp tn #4) 2xexp x2) nexp "(x2), 
因而 | z 
Hs(x)=(—1)"{2xexp(X’)exp'"’(—%?) 
+explx*)(— erp [一 3%2] 一 2hextc (— x:))} 
一 《一 —1)" 21exp(X jexzp (人 一 %2 一 21 瓦 。- 1 
这 就 证 明了 等 式 ( 2 )， 为 了 求 出 上 述 积分 信 ， 首先 注意 到 以 下 熟知 
-aeoae- | exp( 一 4 一 zx 二 ) 
(参见 下 文 (21.607,) 其 次 ， 我 们 有 、， | 
| -eicozx= | TexpC—%®IH Cx dx 加 本 


一 | exp(-x9ECeDexptz5( 一 Drexzpe 一 xds 


“人 


szK 一 1)。， | >。 (sz)ezp' [一 2]dx 


| 

=lim {( 一 1)" 百 。Cz)exp 1(—%?) 
是 -的 -ad 
+C—D": | Herexp™ (zs)dr)} 
-= 2 | DGoOezp -Cx dx 


一 27 | 9 1CX)dxX. 


这 就 建立 了 递 推 公式 
| p92) dx=2 | “91-10 dx, 
由 此 可 见 z 
| rscpaz = 《1 一 0 1，2，…)， 
所 以 ， 由 


px Rtn gx) 


a 


xp 一 %2)] 


所 给 出 的 函数 人 y,) ,=, 组 成 一 个 正视 正 交 乐 。 这 些 函 数 {。}?。。 是 由 
{f zezp|- 妆 ] 根据 Gram-Sehmidt 方 法 所 得 出 的 这 不 


加 ee 
=(r2"n!1) 1) exp| 地 


2 *=0 
难 从 对 于 任意 nn， 五 的 次 数 为 n 这 一 事实 ， 以 及 (16。22) 所 指出 的 
本 质 唯一 性 推出 ， | 四 


(16.26) 定理 ” 设 妃 是 一 个 Hilbert 空 间 ， 瑟 是 吾 的 一 个 正 规 
正 交 子 集 ， 列 8 的 流下 五 个 性 质 是 等 价 的 ， 
(i) 集 E 是 完全 的 , 


"$849 


ee orate Deo 把 HcEgaSER | I 


(ii) 对 于 每 个 xEH, 成 立 x= 人 > Cx ,b> 2 CFourier 
级 数 ) @ . 

Ciii) 对 于 任意 zxE 豆 ,成 立 | X= >, Kx ， |: 2( Par- 
seval 恒 等 式 ) . 

Giv》 对 于 任意 %*，》 EE 各 ,成 立 (x ,2 ?= Dx ,2 


了 重大 


<y, zy» ( Parseval 恒 等 式 ) ， 

(vy) HH 的 含有 E 的 最 小 子 空间 在 五 中 称 密 . 

证 假设 (i 让) 成立， 并 设 xE€H. 按照 Bessel 不 等 式 (16。 17), 
仅 有 可 数 多 个 x EBP 使 得 C(x%， z > 半 (0 | 把 这 些 * 玫 举 成 (z,) ， 
根据 (16.18)， 存 在 向 量 本 

2 一 > (Xs Xe Ze 一 > CX 2 

并 且 x 一 y 正 交 于 E， 既 然 B 完 全 ,可见 x 一 = 0; 因此 (ii) 成 
为 了 证 明 (ii) 蕴 涵 (iY)， 设 给 定 x， y€H, 并 设 (zi) 是 适合 
《X， + > 二 0 或 (?， z > 于 0 的 所 有 z € 5 的 一 个 枚 举 ， 命 


Xs Xa S 4 间 


k=1 


Sy oo 


tasl | 


则 得 出 


0 一 > CX Ys ZY 


=il 


”四 等 式 (ii) 的 涵义 是 ，- 有 边 仅 有 可 数 多 个 非 零 项 ， 而 且 用 这 些 
顶 的 任意 枚 举 记 产 生 的 级 数控 (16,11) 的 意义 收 敏 于 =， 等 式 (iii， 
(ivy) 有 关 似 涵义 、 
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= |x， y>— Xn, yw)| 

委 |(xyy> 一 人 (Yaoyy2| + xs sy — CX ys) | 

和 |x 一 xs - jyl+lx dl .Hy,—yl—0, 
这 是 因为 和 x 一 x*, 上 一 0，]iy, 一 > 1 一 0，j| xi 一 ix 于 
是 -3 


一 到: ra > 《xz 2 
由 此 证 实 了 Civ)， 
. 显而易见， 《iv) 纵 涵 (iii)7. 如 果 (iii) 成 立 , 而 且 对 于 任意 ze 
EB, Xe z= 0; 那么 自然 得 到 1 x I 三 0.. 因此 (iii> 又 列 涵 
(i). 这 就 完成 了 Gi)， (ii), (Ciii), 以 及 (iv) 彼此 等 价 的 证 明 . 
”很 清楚 ， (ii) 蕴 涵 (v). 最 后 证 明 (v) 还 蕴涵 (i). 设 x EH, 
而 且 对 于 任意 z CE, 《x，z》 一 0 .那么 不 难 明白 ,对 于 E 的 线 
性 张 成 中 的 一 切 y，《x，y)=0， 由 (vy 和 (16， 21) 知 道 x 一 0. 
016， 27) 定理 Hilbert 委 间 丰 中 的 任意 两 个 守 全 正规 正 交 
集 ， 都 具有 相同 基数， 

证 “不 考虑 平凡 情况 ， 假 定 五 闪 {10 》 设 4 是 各 中 任 意 丙 
个 完全 正规 正 交 集 ， 当 4 有 限时 ， 由 (16.26.ii) 及 (16.13) 可 知 4 是 
天 上 HH 的 一 个 Hamel 基 ， 由 寺 B 是 线性 无 关 的 ,C3,.26) 则 表明 B 含 
在 某 个 Hamel 基 C 中 ， 因 此 B< C ， 又 根据 (4,58)，C 一 4， 这 样 
B 也 是 有 限 的 ， 而 且 还 是 一 个 Hamel 基 ; 再 由 (4.58), - 便 得 到 8 
=4.- i z 
沿 需 研究 4 3 都 是 无 限 集 的 情况 对 于 每 个 a Ed 命 z 
| B。 一 人 5EB:(ayb 于 0} 四 
那么 对 于 所 有 a E 4，B。 可 数 . 当 b EB 时 ， 则 得 

1=1bl?= D> Koa? 
4 


C16, 26。 iii) ， 从 而 存在 某 个 如 € 4; 使 <a， b> 0, 也 就 是 


“ i ? 851， 


起 EB,。 这 样 


B 一 js、 


eaa 


由 此 可 见 
B <(cardN ) A=A 


在 上 述 论证 中 互 换 4 和 B， 又 得 出 4 A<B. MSchrader_Ber nstein 
定理 知道 4= B。 口 

(16.28) 定义 设 H 是 一 个 Hilbert 空 闪 ， 当 于 10} 时 ， 
虽 定 义 及 的 正 交 锥 数 为 上 中 任意 一 个 完全 正章 正 交 集 的 芭 数 《 它 是 
唯一 和 的: ) 。 当政 = 王 {( 0 时， 就 说 五 具有 正 交 维 数 零 . 

(16.29) 定理 设 有 是 一 个 非 零 Hilbert 空 间 。， 则 存在 一 个 集 
万 拟 及 把 五 喘 满 1.《) 并 保 内 积 (从 而 也 保 范 数 ) 的 一 个 线性 变 
换 了 他， 同时 ， 刀 还 是 瓦 的 正 交 维 数 . 

证 设 D 是 中 的 一 个 任意 的 完全 正规 正 交 集 ， 那 么 品 便 是 HH 
的 正 交 维 数 .， 对 于 XEH, 设 TCx ?是 D 二 的 国 丈 > 它 满足 : 于 于 
任意 > EC D， 成 六 

(TCx)) C2) = x32). : 


那么 工 就 把 厅 映 入 1,CD)。 这 是 因为 根据 Bessei 不 等 式 ， 之 lt， 


z)| ?之 co, 此 外 , 设 x*,y EH, 则 对 于 任意 z ED, 得 到 ( TCx 十 y)) 
(z=Lxty,2) =r, 2+ by 2 = TC HCTCYINC Ez 7) ; 
即 TCx 十 》)= T(x) 寺 TC(y)。 类 似 地 ， 对 于 任意 Ek， 
又 有 TCax)=aT(a)。 这样 7 便 是 线性 的 ,利用 Parseval 恒等式 
《16,26.iv)， 得 到 

CT CX),TO)) = DS, (TC C2 TO CD 


DD 


一 之 《Xs2> 人 0 


DD 
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所 以 了 保 内 积 ， 最 后 ， 我 们 证 实 了 还 是 映 满 [CD ) 的 ， 如 果 了 6 
CD)， 那 么 之 11(z)*<co， 由 (16.12) 可 知 x 一 之 了 27 


[二 js SD 


属于 吾 ， 设 (2 ) 是 适合 f(z )) 寺 0 或 《x*,*》 安 9 的 所 有 z ED 
的 一 个 枚 举 。 对 于 一 个 固定 的 9 以 及 任意 m> ps 有 有 
lx, 27)— f(z;) | | 


si| Ts Fs> 5 fg) 《Zeg Rey 


[| 


< 


x 一 之 | fz)z, 


ml 


* | Zp | 0 《1 一 co)。 


因此 对 于 一 切 z ED， f(z) 一 (xz ?一 T(X)(z)， 所 以 了 一 
T(x). 口 

(16.30) 评注 从 (16。 29) 知道 ， 每 个 @， (CX, fs Au ) 作 
为 Hilbert 空 间 ， 都 由 一 个 单一 的 基数 完全 确定 ， 实际 上 是 不 能 与 
某 个 1,CD) 区 别 开 的 . 就 ,(X，.o，4)，p 关 2 而 言 著者 沿 
不 知道 它 也 具有 此 类 特征 ， 同 时 我 们 还 看 到 ， 相 应 于 每 个 基数 ， 人 恰 
好 存在 一 个 〈( 复 ) Hilbert 空间 ， 就 是 说 ， Hilbert 空间 由 其 正 交 
维 数 完全 确定 . 

《16.31) 定理 @ 设 互 是 一 个 Hilibert 空 间 ， 手 是 下 上 的 一 个 
有 界线 性 泛 函 ， 则 存在 唯一 的 ? E 妃 ， 和 使 对 于 任 亿 xc 1， 都 成 
CX)=C Cx, Y>. 
而 且 

f= yl, 

证 既然 可 以 认为 五 与 某 个 1 (CD) 是 等 同 的 ， 由 (15.12) 便 推出 
本 定理 ，“ 口 

(16.32) 定理 函数 YXs:t 一 exp (int)(n€2Z) 组 成 


外 本 定理 即 Riesz ( 泛 范 表示 ) 定理 .一 一 译 者 注 
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CC 人 


证 我 们 曾 证 明 过 ( 见 (16.15))，{X,)} 是 8+ 中 的 
规 正 交 集 , :现在 证 明 它 还 是 完全 的 , : 命 ， 7 i 
T= {rE Kr =1} {erp -sh 
对 于 任意 整数 n ， 函 数 A 
z expCit) mxpCint) 
在 T 上 连续 . 设 所 类 示 具 有 以 下 形状 的 画 数 全 体 扩 成 的 集 ， 


explit) > 办 党 wsexpGitD， 


下 一 


其 中 EK. 这 些 函 数 ( 由 于 显而易见 的 道 理 》 叫 散 三 角 多 项 
式 ,，(7.35， b) 已 证 明了 人 护 在 CLT) 中 一 致 稠密 ， 不 难 明白 , 由 此 推 
出 适合 f (一 z)=- 了 (z) 的 任意 函数 了 ECCC 一 zm) ) 可 以 用 史 
中 的 函数 ~ 一 看 作 t E( 一 rz) 的 函数 一 一 来 (任意 精确 地 ) 一 
致 带 近 ， 现 设 PE€ 8 2 ( (一 ,7) ) ， e 是 一 个 正 实数 ， 利用 Ga， 
217 亲 选取 函 教 8 EC ‘(~ 7 7] )， 使 


然后 ( 如 有 必要 ) ， 对 于 一 个 适当 的 6 之 0， 通过 改变 8 在 区 间 
(z+ 36， 上 的 值 、 不 难 找 到 一 个 函数 了 E © 《一 :7】) .使 


{(—7)=f(7), lg—fl ;< 
wi 
了 一 pl 


opls<lo-glitlemflt hf-pls 
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. < +( 计 上 上 一 a wa) 


<(#)..(3 a) ta 


三 6 + 
于 是 信 在 82( [一 和 根据 C18。 26， 和 {Xe 
是 完全 的 . 口 
《16,33) 定义 设 fEe， 《C A 4)， 命 


f fow- 去 上 1CDexpg 一 24 (nE€Z). 


数 了 Cn 叫做 f 的 第 项 Fourier 系 数 、 三 上 的 函数 7 四 做 f 的 Fou- 
ie! 袍 接 i 

16.34) 定理 设 f€8， C= ~—x, x)). 如 时 等 式 ?一 
全 成 立 ， 则 在 8 ,中 了 二 08， 
和 .证 设 入 是 E16 .325 证 明 中 所 定义 的 } T 上 三 角 多 项 式 全体 
所 成 的 集 。 当 f= 0 时 ， 对 于 任意 ?了 E XT， 显然 得 到 


设 x 是 ] 一 7， 了 中 一 个 定数 . 不 蕉 构造 一 个 非 碱 的 非 负 连 续 函 数 序 
列 8 ts=ly 满 足 
im g.(CD= gs x 0 z Er 


1 由 < 1 


@ 原 文 如 此 ,这 虹 <j = 0 应 改 为 “f=0 a.e,” .一 译 者 注 
-5 , 


于 是 得 到 
f(Dé1 -ra 一 1im 帮 tbs(t7 (GEL[ 一 fo9T]) 


显然 
WoDp CO < YI (Nee FH) <2 a 
‘Lebesg gue 控 制 收 伍 定 理 (12,30) 表 明 


{fea (“KDE dt 


=lim | fp dim 0, 


由 (12.54) 便 得 出 结论 ， 在 (一 +，x] 上 a.e. 成 立 f 二 0，- 好 
(16. 35) Riemann~Lebesgue 引 理 设 f€E8,( 一 x, x))， 
仙 lim 了 (于 ?一 0 


让 任 给 e > 0， 利用 kt3。 212， 到 gEE Cs x}),， 使 


1 一 | ,< 
显然 g E:，(([( 一 x，z] ) . 可 所 Desel 下 寺内 


3 1g (| :< lel. 


这 样 便 存在 正 整 数 P， 使 得 只 要 1#| 之 P， 就 有 18Cn)l < -2 . 
所 以 当 1n| 之 P 时 ， 有 | 
oN < F000- Bo!+ Ie 
< 


去 - | fCx) 一 gCX))expl— in%) dx 十 本 


1 f: 
< 去 | ee cz 二 


1 |» 350 。 


_é 8 _ 
<< 本 十 本 = 2. OQ 


(16.36) 评注 就 空间 8 1( R，.p,，17 一 KR 3 面 交 ， 
也 有 一 套 类 似 的 Fourier 变 换 理 论 ， 这 时 ， 薪 于 每 个 ER， 人们 
规定 


下 (=(2x ) | fCx)expC—iyxIAdx. 


等 式 了 = 0 仍然 蕴涵 f= 0 ae， 同样 也 有 lim 了 Cy)==0. 在 分 
析 数 学 的 若干 领域 里 这 些 变 换 是 很 重要 网， 借助 于 它们 ， 可 以 证 
明 Hermite 函 数组 刻 @8 ,C 及 ) 中 一 个 诗 全 下 规 正 交集 ， 其 简略 证 明 ， 
请 参看 下 文 (21.64.b).。 | 

(16.37)” 定 弄 (Parseval 性 等 式 ) 设 1ER8:(( 一 mr)]y) 
则 成 立 等 式 

GD 去 | ola= S| 他 oh. 


证 这 乃 是 (16.26)， Ge 28) 以 及 Cn) 的 十 义 Ge 的 
直接 枞 论 . 口 - 

(16.58) 评注 可 以 把 (16。37) 推 广 到 8y(( 一 ， z) ) ， 
1 之 了 之 2 ， 这 时 ， 如 果 不 是 对 于 某 个 a€ K 及 mE Z ， 了 (xz) 一 
Cexpf i mh : 则 瞩 儿 不 等 式 | : z 


(> IF nl "六 <( 去 2 | fa a ) 


这 并 非 皇 然 的 事实 ， 其 证 明 相当 复杂 ， 请 参看， 钢 如 Hewitt 等 @ » 
(16.39) ) 定理 Riesz~Fischer 定 更 设 (a,),-。 在 1， (ZzZ) 


DE, low itt .3 .T: 才 LHirsebmen ja, “Amt lMath, :2 
639—852 C1954)。 ee 
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nin pe he i ote Fi rE 


i 


中 ， 也 就 是 > le :之 oo， 则 必 有 一 个 函数 JE 1 (一 7 》， 


全 于 任 六 WEZ， 有 i 
=a 
证 这 是 * 的 完备 性 (13， 11) 的 简单 推论 ， 全 


hO= TerniDae 2 


| . =- | 

则 等 式 

i pi | 

FE 六 ， a + lwla : 
了 f = 大 十 | 


表明 (天) 万 是 Caughy 序 列 .。 最 是 ( 户 ? 在 8 中欧 要 要 ， 虽然 有 
FD= limfi (= a. 口 


(16.40〉 “ 定 迁 : 发放 是 一 个 Hilbeit 和 下 则 ， BCH ) 表 示 坟 到 H 
内 的 有 界线 性 算 子 ( 变 痪 ) 全 体 所 成 的 空间 . 则 BCH) 是 具有 单位 元 
的 一 个 Baiach 代 数 ， 这 里 把 合成 供 为 莱 法 此外、 对 于 每 个 TE 
BH), 存在 唯一 的 T*€ 8 (H)， 使 对 于 任 宫 %*， 了 EH 都 有 
"| (9 0 四 ~ 
渍 且 Txx 一 下 ， 1Lrei 一 上代 二， 算 子 Feal 租 衬 的 体 随 _ 

证 〈14。 人 已 证 明了 虽 ( 友 是 一 个 Benach 宰 间 ， 六 mu Ts€ 


BH), x En, 册 有 : . A - , 
IT,.T,Cx > <rT,1. Ti2) 1 < 7 1 [a [ 1 
因此 TiT:E BCA), 并 |: 生生 和 


Ts 人 ra 


处 难 闭 出 BLH) 是 天目 的 一 个 代数 , .所 议 8 CH) 是 Baaaob 代 妆 
设 TEBCH)， 对 于 每 个 》EH， 在 HI 上 定义 有 为 
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fx) = TX) syy>， . 
则 对 了 于 任意 x EH， 都 有 i 
z fCx) = (KTC) ,< rp -1xi pyl. 
显然 是 线性 的 ， 所 以 已 是 如 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 并 且 1 
< 入 人 Ti yl 由 (16。 31) 知 道 ， 存在 唯一 的 元 素 T*( y》) EH， 
使 对 于 任意 x EH, 都 成 立 
CT Cy SK) = tT)), 
而 且 
Te 二 下方 <1r1l . yl. ~ (1). 
这 就 在 互 上 定义 了 T”. 通过 简单 计算 可 知 ， T# 是 线性 的 ， 和 而 (17 起 
蕴 活 T* 是 有 界 的 ， 并且 加 加 
rs<lrl (2).. 
让 二 述 结果 应 用 于 Te 则 对 于 任意 x，? E 如 ， 得 到 
TEIN = CT = (TOD 二 人 (>。 
既然 伴随 是 唯一 的 ， 由 此 推出 一 (TT 然后 应 用 不 等 式 
C 2 )， 其 中 T 换 成 7*， 又 得 到 
| 471= len. 四 

于 是 NTN= 17*i. z 
” “(16.41》 定理 de 40) 所 设 . 齐 把 多 CD) 映 入 
3 (五) 的 映射 T 了 县 有 下 列 性 质 , 

Ci) (T+T, =—7*, 十 Te ; 

(ii (aT)*=aT* | 《CaEK)， 

(iii) 《下 Ts)# 一 T#2TXi 

(iv) T=—T; 

Cv) HT*TH= TELE. z ~ 

证 (16。 40) 已 确立 了 等 式 (iv)， 和 CD 一 GiD 可 由 华 隐 的 
唯一 性 以 及 下 列 计算 得 出 : . 

了 ,xX) yo 一 <T， (Cx), y+ co sy) 

TT 


[Lj 359 地 


= x, (TH TT*,) (Cy)), 
(aT) C(x) y= T(x) ,y= Ax Ty) 
= CX a TCy)>; 
(CCTTY CX y=T (TX YY 
T(x), TE (CY) 
=《X, T*,T* (Cy))>. 
以 下 证 明 (Cv7， 首 先 有 
TeT Tr* 了 一 工人。 

其 次 ， 对 于 任意 x 各 太 ， 得 到 z 
PTCxINi=CTCX), TCx)=Cx, T*TCX) 
<lxl: 本 x ‖ 3. 放下 下 

所 以 iTCx) 1< Te 这 ~ x 因此 上 TT*T 了 有 

从 而 时 TT 上 :志和 7T* 人 有 口 

(16.42) 习题 设 玉 是 一 个 Hilbert 空间 ，M 是 皇 的 一 个 闭 线 

性子 空间 ， 试 证 ， 存 在 塘 的 一 个 闭 线性 学 空间 M+:， 它 满足 ， 基 二 

M+: 及 电 二 MOM:， 就 是 说 M+ M+:=H, 莉 MN M':=10}. 《( 提 

示 . 考虑 M 中 的 一 个 完全 正规 正 交 和 集 ， 把 它 开 拓 成 五 中 的 一 个 完全 

正规 正 交集 然后 设 MM!+ 是 由 增加 而 成 的 正规 应 交 向 量 所 张 成 的 赔 

线性 子 空间 ，) 

(16.43) 习题 设 H 是 一 个 内 积 空 间 ， 又 设 A4 是 太 的 一 个 非 

守 子 集 ， 并 且 按照 万 的 范 数 度量 是 完备 的 ， 此 外 还 具有 人 性质， 当 


x*，y€ A 时 ， 汪 (x 十》) 人 试 证 下 列 断 言 
(a) 4 是 互 中 的 闭 集 . | 
Cb) 对 于 Xs ,xs€ A 及 适合 之 04 一 1 的 正 实数 61， 。。。 


iei1 


cs 元 素 立 居于 人 (此 即 凸 性 属性 ) 


t=el 


(c) 瑟 的 每 个 有 限 维 线性 子 空间 按照 其 范 数 度量 是 完备 的 , 迟 
. 3680 。 


ed 


就 是 说 ，，、， 它 是 Hilbert 空 间 . 

(16.44) 习题 妃 ，4 如 (16.43) 所 设 ， 又 恋 2 是正 的 尾 意 一 
个 元 素 ， 试 证 ,存在 唯一 的 元 素 y>o A 和 A， 使 得 

《i) yz =inf( Ey—zl :y€ A}. 
【(i) 式 左边 就 是 (6。 87) 所 定义 的 {zx} 到 4 的 距离 }” {提示 、， 注 意 到 
且 是 一 致 串 的 ， 因 此 可 考 虚 用 (15.16.c)， 也 梧 以 直接 应 用 平行 四 
边 形 定律 。 取 4 的 元 素 所 成 的 一 个 序列 ( ys) ， 潢 足 

lim Ey.—zl =inf | y—zl +:yE 4}. 


应 用 一 致 凸 性 于 y, 一 z 及 》。 十 z ， 可 推 知 《 ye》 是 Cauchy 序 天 ， 国 
而 在 4 中 有 极限 yo。 洁 样机 证 唯一 性 ，】 

(16.45) 习题 设 廊 是 一 个 内 积 空 间 ， (zs .是 各 中 向 量 讨 
成 的 一 个 靠 ， 又 设 $ 是 由 tx zi) 所 张 成 的 线性 空间 ， 俐 定 %。 
是 9。 的 最 媒 近 于 xs 史上 1, 2， 3，……)》 的 元 素 ， [根据 《46。 
43ee ) 及 (16.44)， 这 个 元 素 是 存在 钨 ，) 集 (xs 电 禾 一 企 广 
义 靳 (martingale ia the wide senase) 记 ?71zNi5 于 下 加 
《nn 二 1 )， 试 证 : 

《a) 诸 向 量 y, 两 两 正 交 ， 若 上 且 XxX, 二 yi 十 … 呈 加， 

(b ) 成 立 不 等 式 ‖xis 和 委 让 xs 攻 安 灾 委 并 办 和 攻 生 …. 

Cc) 如 果 {zs}2-: 是 一 个 下 交集 ， 弟 么 {zi 十 二 24 1 一 
个 广义 款 . 加 

(16,46) 习题 设 万 是 一 个 Hilbert 空 间 ， rE® (Hy EE 
证 ， 

(Ca) 如 果 对 于 任意 xX， y€EH,CT(X), ym 那么 人 T= 0， 

《) 如 果 对 于 任意 xX EH,《CT(%);%)=0,. 那么 守 吉 1 、 

(c ) T*T=TT* 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 x EH， 

TCXD R= TY 

(16.47) 习题 ” 设 刀 是 一 个 Hilbert 密 间 ，M 是 五 的 一 个 隙 线 

性 子 空间 .正如 (16,42)， 我 们 有 日 = MQ@M+， 试 证 ， 


* $061. 


(a) ”对 于 每 个 x €H， 存在 唯一 的 (yz ) EMXM", 使 
XX 二 3) 十 2; 规定 PCOX)=2? 

(b) PESBLH); 

(¢c) P=P, .. 

dd) P=P*i 
~ {ey :PCOH)SM; 

(f) P-i(D)=M.. 
算 子 忆 称 为 H 到 M 上 的 射影 . 

试 证 :; 如 果 工 E 8( 玉 ) 满 足 T? 二 7 及 7- Te 天 了 就 是 且 到 
有 的 某 个 闭 子 空间 上 的 射影 ; 

《16.48〉 习题 某 个 特殊 射 彩 笑 子 的 构造 CD) 设 CX， WA) 
是 二 个 测度 空间 . 0 过 pCX) 达 ,把 8,《(X，.wAY，4h) 记 作 
28:， 又 设 了 是 2 ;的 一 个 秽 密 线性 子 空间 ， 它 对 于 复 共 轿 运 算是 
封闭 的 ， 并 且 伐 包括 有 界 浮 数 . 再 设 WM 是 © ;的 一 个 闭 线性 子 空间 ， 
它 具 有 性 质 ,. fE€ 8M 及 8 € 3 蕴涵 8g FE 哄 ( 也 就 是 说 ， 嘱 对 于 要 以 
中 函数 是 不 变 的 ).， 命 已 是 (16.477 所 定义 的 8 到 STM 上 的 射影 
试 证 ， 

(i) 对 于 任意 EGR:， P(9)= P(1).:9; 

(ii) .对 于 某 个 集 BE€ sxx1，P(1)=65. , 
这 样 ， 叫 正 是 & ,在 了 上 等 于 零 的 函数 全 体 记 成 的 集 : 注意 ， 凡是 
这 样 的 案 显 然 是 只 :的 闭 子 空间 ， 而 且 对 于 乘 以 和 中 函数 是 不 变 
的 ，( 提 示 ， 考 次 任意 有 ER+, ffEM，gE E33,` 则 有 


上 fehdh= | (fg Pd 一 0 
从 而 Wt 对 于 条 以 中 画 数 也 是 不 变 的 、 由 于 1 —P(1 Em 可 
见 
PsgCl_Pi)))=0 
从 而 对 于 任意 8 ES， 便 有 
PCg)=P(8 PC(1))= 8 PC1). 


+ 362 ， 


因为 3 在 8 ,中 稠密 ， 所 以 得 出 结论 ， 对 于 任意 VE 6 ,PP(P) > 
pP(1)， 由 于 P(1)=P(1):， 便 有 PC1)=8 ] 
(b》 设 ( 义 ,.wy ,41) 是 一 个 go 有限 测度 空间 MR 和 守 是 正如 (Ca) 
小 题 所 设 的 8 ，( 多,.x ,4 ) 的 子 空间 ， 试 证 8， (XX, .2， 人) 到 名 
芋 的 射影 四 子 P， 对 于 某 个 FE.ox， 具 有 形状 * 
PO Szf. ® 


( 记 文 = -U F,, 其 中 各 个 忆 是 过 市 具有 有 限 测度 的 两 不 相交 


的 集 ， 把 (a) 应 用 于 每 个 子 空间 fy, es(X， .sy 中， 然后 加 起 来 ，) 
“(18.49) 习题 ” 设 二 为 实 Hilbert 空 间 [=1:CN》. 规定 


C ={ He 到 :对 于 任意 n EN， on) < 计 


试 证 C 是 入 的 一 个 紧 的 、 无 处 稠密 子 集 ， 诺 量 安 间 C 移 为 Hilbgrb 
超 平 行 体 . 
(16.50〉 习题 机， 。 :和 和 风 风 天 并 上 
xl=lyl=lzl. 
(i) \Kx,XxXlz ,YC— ee ye XxX)|? 
(LX, X>:— 发 >， x Lx, * 5:— Kz, x 可 
(提示. 显然 不 妨 设 x= ly = | z. l=1.. 利用 Gram- 
Schmidt 方法 ， 这 时 用 :代替 H,. 《1 ”0 2 0 代替 x， (a, bs, 0). 
代替 ?3 ，(?,5,s ) 代替 z， 其 中 |al :十 Bl ?= lyl :+ 161? 起 
tel2 一 1。 那么 (Ci ) 式 几 笠 成 为 平凡 的 了 
(16.51) 习题 x， 2?， 和 及 五 如 (16。 .507 唐 设 ， 试 证 ， 
和 Ci) Cs 2 1 | :十 让 | :十 [Cz 加 
Sty) xs ICsy) ys 4) x32) 二 《和 4 Cys EN Ry) Ce xy / 
(18.52) 习题- 试 证 : 要 使 Hilbert 空 间 玉 是 可 分 的 ， 其 充 更 
条 件 是 刀 的 正 交 维 圾 二 cardiV( 疹 大 (16， 299)), 7 


OD 更 为 ~- 般 的 结 时， 请 参看 (19476) A 
/ ,B68 


(16.55) 习题 设 (X,w ,4) 是 一 个 测度 空间 ， 并且 5 
<ACX)<<co， 又 设 ( 巡 ,Oo) 是 〈10.45》 所 定义 的 产量 空间 ， 命 
包 是 《2 2 ) 的 最 小 的 称 密 子 集 基 数 ， 又 命 放 是 末 i 计 bert 空 间 吕 ， 
Yb 2，A) 的 正 交 维 数 ， 坛 证 下 裂 斯 言 ， 当 有 和 银 人 时， 青 二 

. 当 $ 元 限时， 吉之 5.、 【提示 。 首 沈 考 典 & 仅 取 有 限 几 个 伪 的 
傅 沁 利用 (10.56.a) 及 (12.60) 证 明 m =2”， 如 果 4 取 无 限 多 个 
值 ，(10.。56。c) 就 表明 是 无 限 的 ， 这 时 ， 通 过 简单 论证 可 知 ， 不 
等 或 tn 志和 守信 笛 迁 闫 并，】 

(16.54》 习题 设 HH 为 实 Hilbert 空 间 1;CR)， 对 于 每 个 1+€ 
丸 ， 设 w 是 及 上 由 z (8s ) 一 6 (Kronscker 6 ) 定 义 的 和 的 元 
素 ， 规 定 

久 二 {ff 七 霸 ， 对 手 某 个 te R, f=dn, 0 a1}. 
邦 么 按照 H 的 度量 ，X 就 成 为 一 个 度量 空间 ， 试 证 ;存在 一 个 把 式 
揣 清 法 园 铁 露 涪 合 (D，p)[( 兄 (6.13.e ) ) 的 1 -1 有 映射， 使 得 
多 和 9 :都 是 一 致 连续 的 。 

(16.55》 习 是 ” 设 记 是 一 个 Hilbert 空间 ， 7T € B(H). 

记 
a(T)= sup{ Tx,%)| :YXE 万 2 一 1 
(a) 试 证 : 当 关 =T#% 时 ，c(7T) 一 站 Ti。 [利用 醒 等 式 
4 才 轩 元 首 2 《人 Cl Txlx+Tx), ITx | x+ 人 Tx)— 
ce 1x 机 x 一 个 x )， Tx 凡 x 一 Tx》 以 及 平行 四 边 形 定 
律 ，) 

Cb》 试 求 出 一 个 T， 使 2CTD) 守 吓人 . 

《16.56》 汶 逆 ” 试 物 骨 (16.42) 给 出 (16.31) 的 证 明 ， 面 不 引 
用 $ 15 的 结果 .和 对 于 FE *， 命 M 富 ! 《 {0} 》， 当 M~ 有 时 ， 
命 y* 0. 当天 全 H 时 , 设 是 M 的 一 个 非 过 元 来 ,使 2 一代 全 


| 2 上 -+ 注意， 对 于 惨 写 起， (人 )em. ] 


(16.57) 习题 议 甩 师 一 个 Filbett 室 入 TE BHY. 
.st * 


试 证 ， 
(a (TO1C{0))) 1 (TX*OH)), 
Cb) H=(T- (0D) HTT, 
【参见 (16,42). 证 明 T*CH)!+ = 二 T"!1《{0}).) : 
《16.58) 对 贱 设 有 是 一 个 Hiibert 空 闻 ， 状 设 TE 名 (H) 满 
足 T 二 了 T*， 假 定 存在 正常 数 c， 使 对 平 生意 #E 五 ， 糙 有 
z TOGO Peixy 
试 证 ， 
(a) 了 于是 1-1 的 ， 
(cc) TI:E®B(CH). 
[利用 (16,57) 及 (14,.17)，) 
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第 五 章 微分 


| 
Ei 本 齐 首 先 论述 定义 在 直线 区 间 上 的 复 入 函数 的 微分 理论 ， 这 一 
论述 虽然 很 简短 ， 但 还 是 相当 完整 的 ，$17 收 入 了 有 关 有 限 变 差 函 
数 微分 的 一 些 实例 ， 以 及 Lebesgue 的 著名 定理 ， 因 而 这 一 一 节 内 容 
是 非常 经 典 的 . Y 18 中 我 们 探讨 了 经 典 公 式 


fC) — ro= | fC dt 


成 立 的 条 件 ， 这 种 探讨 导致 一 些 饼 有 兴味 、 或 许 是 出 人 章 表 的 测度 
论 概念 一 一 它们 与 微分 没有 多 大 关系 ， 而 在 截然 不 同 的 领域 内 获得 
了 应 用 ， 这 方面 的 主要 结果 是 Lebesgue-Radon-~Nikodym 定 理 ， 
8 19 详 细 研 究 这 一 定理 ， 并 应 用 于 RR 上 测度 的 分解 ， $20 人 介绍 了 
Lebesgue-~Radon~Nikodym 定 理 对 于 抽象 分 析 问 题 的 若干 其 他 
应 用 . 

第 17，18 两 节 很 重要 ， 读者 都 要 学 习 这 两 节 ， $ 19 直 到 (19.24) 
(包括 (19.24)}@ 同 样 应 加 以 研究 ， 时 间 紧 的 读者 可 以 略 去 3 19 其 
余部 分 ， 至 于 $20@，(20.1) 一 (20.5) 及 (20,41) 一 (20.52) 对 于 每 
个 学 生来 说 都 是 重要 课题 ，§ 20 的 其 余部 分 ， 四 我们 的 看 法 尽管 很 
有 意思 ， 但 并 非 必 不 可 少 的 ， 因 之 时 间 紧 的 读者 也 可 以 略 去 . 


$ 17 可 微 函 数 与 不 可 微 国 数 


本 节 限 于 讨论 定义 在 R 的 区 间 上 的 函数 ， 尽 管内 容 是 很 初等 
的 ， 但 就 §$ 18，19 所 论述 的 更 高 深 的 内 容 而 言 ， 本 节 却 是 必 不 可 
少 的 引 论 ， 整 个 这 一 节 ，“ 几 乎 处 处 ” 指 的 是 “4 几乎 处处” ， 而 

申 @@ 参 考 初 版 序言 中 的 建议 .一 一 译 者 注 

,366 - 


:可 测 的 ” 则 指 “., 可 测 的 ”照例 ， 先 引进 一 些 定义 ， 
(17.1) 定义 设 aSR， G>>0， 各 果 2 是 定 信 在 0 “to 
lim Posuptinf (gc) gh iat<atd), 


[时 村 | 


im 一 inf {supt po) a<h<t}: “tat ol 


这 两 个 广义 实数 分 别 叫 做 在 a 的 下 右 极限 和 上 右 极限 . 如果 9 是 
定义 在 ]c 一 6，ak 上 的 一 个 实 值 函 数 ，92 在 a 的 下 存 机 要 和 上 下 入 
限 则 分 别 规定 为 以 下 两 个 广义 实数 

-lim 一 Spin th<a}: ns<t<a), 


HmoCh) =i inf4 sp 人 (人 1<h<a) “a8<t<a). 


(17,2〉 定义 设 ccR， 6> 0. 各 果 /是 定义 在 Co oa 
的 一 个 实 值 函 数 ， 则 规定 
D+:f Ca)= lim 上 


n§0 . 
D+f (0) = im fat fo 
在)e- 外 上 的 一 个 类 


D-_fCa) He 


hk4O 


是 上 右 导 数 ， D- KD) 是 下 左 导数 万 fc) 是 上 在 各 数 ， 四 
(17.5) 评注 自然 成 立 不 等 式 ， 


» S07 。 


(Df ED! Ca), 
{DSED Ha). 

同时 不 难 明 和 白 ，CD?* 有 (Ca) (CD,f) (90)) 力 是 序列 
的 最 大 (最小) 极限 ， 其 中 名 >> 0， limis= 0. 关于 (Df) Ca) 和 
(D.Ce) 成 赤 业 科 斯 育 , 

(47. 允 定义 当 ( 力 + 站 (ao)=(D:PD(c) 时 ,就 称 了 在 ao 具有 右 
导数 ， 把 公共 值 CD+P(e)=(D+fPD(o)2 记 作 上 Ce2。 数 着 (7 融 做 f 在 o 
的 右 导 数 0, 可 完全 类 似 地 定义 在 a 前 左 导数 , 记 作 蕊 (az) . 当 f; (a)， 
f(a) 都 存在 并 且 相 等 时 ,就 称 了 在 4 可 微 , 或 称 f 在 4 具有 导数 ,把 
公共 值 f (a) 二 fCq) 记 作 f C2)， 数 fo) 叫做 f 在 a 的 导数 。 必须 指 
出 ， 我 们 的 定义 并 不 排除 f(a) 的 值 为 或 一 2o。 例 如 ， 设 帮 xz) 一 
x 证 (zxE R)， 那 么 fC0) 奏 在 ， 并 且 f’ (0)= co. 

(17.5) 定义 设 了 是 定义 在 l(a， a 十 以上 的 一 个 复 值 岁数 ， 
当 

im f+)—f(0) 
‘0 h 
存在 ， 并 且 为 复数 时 ,就 称 在 < 右 可 泗 , 或 称 f 在 a 具有 右 导 数 
可 完全 类 似 地 定义 左 导数 及 双 侧 导数 ( 双 侧 导数 简称 为 导数 )， 是 而 
”和 易 见 ， 了 在 a 具有 导数 的 充 要 条 件 是 Ref 和 Imf 在 a 都 具有 有 限 导 
数 。 这 时 
f(a)= (Ref)’' (a) +i(lImf)’ (a). 

(17.6) 评注 (a) 定义 (17.4) 和 (17.5) 中 有 点 欠 肥 之 处 .这 
是 因为 实 值 函数 当然 也 是 复 信 函数 ， 但 当 了 是 实 什 函数 时 ,了 的 值 
就 可 以 是 ce 或 一 ce 了 .不 过 ， 这 一 次 误 并 不 余 招 来 麻生， 我 们 不 必 
为 需要 消除 异议 移 这 一 专门 术语 用 法 伤 脑 第 。 


QO 最 后 一 名 话 是 译 者 加 的 ， 一 一 译 者 福 


Wii ve 


Cb) 如果 f+ C4) 存在 有 有 限 , 那 么 limf(a 十 有)=fa). 同样 ,如 
果 广 (c) 存 在 且 有 限 ， 那么 ]im 帮 ce 士 妨 一 蕊 47. 所 以 当 了 于 在 a 具有 
有 限 导数 时 ， 了 必 在 a 连续 . 【试问 : 当 刀 (7 一 co 或 一 co 时 ， 这 一 
结论 是 否 成 立 呢 ? ) 下 面 两 个 定理 则 表明 ， 这 一 断言 的 逆 命题 不 成 


(17.7) 定理 设 a 是 一 正 奇数 ，b 是 一 个 实数 ， 并 且 0 < 
<<1 .还 假设 cb> 1 十 虹 , 设 f 是 R 上 由 / 


f(x*) 一 S ptcos(atmrx) 
定义 的 函数 ， 则 f 在 RR 上 连续 并 且 有 界 ， 而 f 处 处 没有 有 限 导 数 
®, : 
证 对 于 每 个 k 以 及 任意 XER， 成 立 bicoslatxx)】| 才 b:， 于 
是 定义 函数 二 并 县 对 于 任意 x€RR， 都 有 


f(x)| < > 六 = (2X) 一 S 人 cosla rr， 
k=0D t= 人 0 


那么 当 及 一， 以 


Ti ee 


QD 关于 连续 性 3 可 微 性 之 辣 的 关系 ， 其 研究 源远流长 。 这 里 所 
定义 的 函数 /是 由 Weierstrass( 约 于 1875 年 ) 所 构 闭 的 (1872 年 
他 构造 出 了 这 一 连续 但 在 任意 一 点 都 不 可 微 的 郊 数 ，1874 年 他 把 这 
一 经 典 例子 告诉 了 Du Bois~Reymond， 后 者 于 1875 年 发 表 了 此 
例 。 一 一 译 者 注 ) 。1916 年 经 Hardy 细 致 入 微 地 检查 了 这 个 函数 
CTrans.Amer.Math.Soc.17，301 一 325( 1916 ) ]。 除 了 别 的 结 
论 以 外 ， Hardy 还 能 证 明 ， 当 o65 之 1 时 ，f 便 具有 所 说 的 性 质 ， 在 
同一 篇 文章 里 ， 他 证 明了 连续 函数 


< sintn2xr) 
办 二 1 


也 是 处 处 不 可 微 的 ， 证 明 这 一 结论 要 比 证 明 关 于 f 的 相应 结 论 难得 
多 了 。Riemann 多 年 前 就 猜想 过 g 是 处 处 不 可 微 的 . 


369 ， 


< pb 
Hf 之 = 0. 


正如 (7.9) 那 样 ， 由 此 推 知 1 在 R 上 连续 . 
我 们 要 证 盟 f 在 R 上 是 处 处 处 可 微 的 , 设 取 定 XE€R, 对 于 n€N， 
f(x+h)—fCx) 
h 


= S p+ osle n(x+)) eos(o rx) 
k=0 h 
+ 之 1 人 
=S。 十 R, 
利用 中 信 定 理 ， 写 成 


Ek N11 上 
_cosla r(xX+D)I—costa xx) 一 一 CtrsifmtfatzKY 十 1 )), 


(1) 

其 中 0 < 六 < (1 ) 式 右边 的 绝对 值 小 于 或 等 于 a*X， 从 而 
< kk a'b'— 1 TD 
SS 之 om OCT < pi (2) 


狐 记 


C YX 一 Ca 十 


其 中 是 台数 ， 一 亏 福 8.< 方 ， 合 


hs = lobe z 
各 


,870. 


3 os 1 3 > 0 1 
由 于 7 之 1 b> 便 有 DA 一 a” > 多 从 而 
_20" 1 。 
3 < <2a 


现在 估计 |R,| 的 大 小 ， 对 于 k 之 x， 考 二 
atx(x+h)=a "ar(x+h,)=a' "zoext+1—p)=a'™ "nr(li+a,). 
既然 a 是 奇数 ， 便 成 立 等 式 
cos[aEr(X 十 js)] 一 cosfok TI 十 Co)) 一 (一 1)1+ Cs 
同时 又 有 
一 cos(zracy] 一 一 cosfra a’'xX)=—cos(Xxa!' (十 站) 
一 一 cos[ra" "Qa,)Jcos(xa' "0 
一 (一 1)7 Cacos[Tra 加. 


如 果 命 = 有 h,， 我 们 看 出 |R,| 便 适合 


~ pt (— Drast(—1)!raneos( zat*p,) 
IR, | 本 Ld 及 
直 = 是 
| 1)!lta,. ~ z 
一 | 一 一 一 ， > 2(1 十 cos[7a pb,)) 
1 人 
> 六 > 2 ， 


原因 在 于 cosrp, 之 0. 把 |R,| 的 这 个 估计 式 与 (2 ) 式 结合 起 来 ， 
便 得 到 


fx 十 所 ) 一 Fx) | 
hs 


2a’b"” xa'b’ 
.3 “ab—li 


-C's -a 


皮 然 cb> 1 十 了 x，| 之 一 一 开 二 | 草 是 一 个 正常 数 ， 由 此 可见 


之 IR,| 1S,l > 


ab— 


> 
274 


jo | fx) x) 。 


由 于 1imjs 一 0 ， 很 清楚 ， 至 少 了 在 x 的 一 个 右 导 数 是 等 于 无 穷 大 
的 . 口 

以 下 定理 间接 证 实 了 连续 而 处 处 不 可 微 的 函数 是 存在 的 ， 它 其 
实 表明 了 ， 从 某 种 意义 上 来 说 ， 大 多 数 连 续 函 数 乃 是 处 处 不 可 微 
的 . 

(17.8) 定理 游 虑 实 Banach 空 间 @ "一 G@7C00,1))， 傅 

D9={fE GC'， 对 于 菜 个 xEC0,1(， D*fCx) 和 Df(X) 

都 是 有 限 的 ). 

则 多 是 :完备 度量 空间 EC ' 中 的 第 一 范畴 集 ， 于 是 在 [0,1( 的 任意 点 都 
至 少 有 一 个 无 穷 右 导 数 的 (0, 1] 上 连续 函数 全 体 所 成 的 集 在 
G“《f0,1)]) 中 稠密 ， 

证 对 于 每 个 整数 及 汪 1 ， 命 


G.==[fE 6": 存 在 xE| 0，1 一 元 | 使 对 于 一 切 h€ 上 ,二 - 


一 <z 


先 证 明 9 一 LUj €,. 显 然 【ECC9. 设 1€E ,那么 必 存 在 xE 


冯 号 加 . 存 雪 人 生 


(0,1( 及 常数 cy 0 ， 使 对 于 某 个 6，0 <6<1 一 x， 具 要 hE )0,6[， 
就 成 立 不 等 式 


| f+ HH | < 


到 下 使 n>maz 3 | \! 饭 见 EE, 所 以 名 忆 Uy CE, 


+ 8720 


其 次 证 明 各 个 @ "都 是 G6" 中 的 闭 集 .为 此 , 固定 nn 并 设 f€ 各 5， 
然后 在 € ,中 取 一 函数 序列 (f,)&， ， 满足 

| 7 一 六 | 下 .一 0 
对 于 每 个 bp 象 @ 的 定义 中 那样 ,相应 于 刀 取 xxc| 0,1 一 六 |] ， 因 


刘 o1-- 志 | 是 紧 集 ， 所 以 序列 (z) 必 有 一 个 收敛 子 序列 ， 其 相应 
的 (fi) 的 子 序列 按照 范 数 收 敛 于 f ; 这 应 个 子 序 列 仍 分 别 记 作 (x,) 
和 (fi)， 命 * 二 limx; 自然 xE| 0， 1 一 二 |， 现在 固定 n€ ,二 | 
并 任 给 se 盖 0 . 可 选取 充分 天 的 如 使 得 


Hf x) FO) < 


jz: 十 及 一 FGz 二 DIE < 如 


那么 _ 
f(x 二 DD f(x)| 
< 1fGx 十 及 一 上 2 十 内 | 十 fri +) 一 十 让 | 
十 \f Cx, 十 她 一 大 (xD 十 \f, C(x) — f(x)| 
+ f(x,)— fCx)| 


h h . 
一 机 十 二 nn. é 1e 


=h(nte), 


e 乒 然 是 任意 的 ,可 见 对 于 一 切 hE |0, 直 下 


jt iC -| <, 
所 以 1E€ 多,。 由 此 推 知 @ ,是 闭 集 . : 
接 下 去 证 明 每 个 ,都 有 空 内 部 。 如果 不 然 ， 就 是 说 如 果 存在 
n,， 1€3, 及 e>>0， 佳 
BAPEC 7 一 2 ,< CE,, 


有 .和 | 


那么 根据 Weierstrass 逼 近 定 理 (7.31)， 必 存在 一 个 多 项 式 P， 使 

lp 一 由 ,<es， 命 Se=e 一 由 Pp 一 帮 |, 则 有 
BPCB A CE,, 

然后 可 以 构造 一 个 函数 8€ 6 ,满足 ，1g ,<<6,g+(*) 存 在 ， 而 对 


于 一 切 xEL0,1([， 都 有 |g;(x)| >n 十 上 了 P' 外。 【这 样 的 g 无 疑 是 
存在 的 ， 例 如， 可 以 设 g 是 (0,1) 上 一 个 非 负 的 “ 锅 齿 形 ”函数 ， 


其 极 大 值 为 5， 斜 率 的 绝对 值 大 于 常数 十 | Pi ) 那 么 


8 十 力 人 Bp), 
而 在 (0,1[ 的 一 切 点 ， 又 有 z 
\(g+p)+ = les+p | le lp legs — 1p’ ,>n. 
于 是 8 十 bp @ ,， 这 个 矛盾 证 明了 ， 对 于 任意 x，E!? 一 B、 
我 们 得 出 结论 ， 每 个 集 & ,在 &' 中 元 处 稠密 .因而 9 【】&， 


便 是 G6' 中 的 第 一 范畴 集 ， 由 于 C6 "是 完备 度量 空 间 ， 从 Baire 范 畴 
定理 (6.54) 知 道 ，6 "由 9 在 C6 "中 稠密 .2 口 

(17.8) 证 明 中 所 用 到 的 方法 很 重要 .整个 分 析 学 和 集 论 拓扑 学 
中 许多 存在 性 问题 ， 正 是 按照 这 种 方法 来 进行 证 明 的 . 

下 面 仔细 考察 一 下 ， 一 个 函数 能 在 什么 范围 内 具有 不 同 的 左 、 
右 导 数 . 

(17.9) 定理 设 ja，b[ 是 R 的 任何 一 个 开 区 间 ，f 是 定义 在 
jasb[ 内 的 一 个 任意 的 实 值 函 数 ， 则 仅 存 在 可 数 多 :个 点 x € )a,b[， 
使 f.(x) 与 (x) 都 存在 《可 以 是 无 穷 大 )， 但 不 相等 . 

证 命 

A={xE€ asbl:f (x) 存 在 ,ff (x) 存在 ,f, (x) 之 fCx)》， 

B=‘xXE Jasbl:f’ _《x) 存 在 ， 让 (x) 存 在 ,f, (x) >f.’ (xX)}. 
”@ 不 少 作者 建立 过 此 类 构造 。 这 里 的 构造 取 自 5.Banach,， 

Studia Math .3，174 一 179《 1931 ) 。 还 可 参见 K .Kuratowski,， 


«< Topologie 1 ， ,第 二 版 ,Monografie Matematyczne， 第 20 
郑 ，Warszawa=Wroclaw, 1948, pp.326-—328 ~ 
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对 于 每 个 zxE 4， 取 一 个 有 理 数 7:， 使 
f+ (Xr x 
再 取 两 个 有 理 数 ;及 t。， 使 


a<ss<X<t,<b, 
E> Gy), C1) 
ORD oc) (2) 
结合 (1 ) 和 ( 2 )， 那 么 只 要 ys 近 xY，s:<y<t， 就 有 
fo 一 KGz)<rsC 一 2 C3) 


这 样 便 得 到 了 一 个 函数 P， 它 定义 为 p(x) 二 (r,，s:，t:)， 并 把 4 映 
入 可 数 集 02. 
正面 我 们 通过 证 明 9 是 1-1 的 来 证 实 4 是 可 数 的 .倘若 4 有 不 同 
的 xX， y 使 得 9 (XxX) 二 9(y)， 那么 ) sy，i( 二 )s:，t(» 而 x*， ?都 属于 
这 一 区 间 ， 由 (3 ) 式 可 知 

f(y)— fx)<r yx), 
同时 

fx)— {yr (xy ). 
由 于 7, 二 7y， 这 两 个 不 等 式 相 加 便 得 出 0 二 0. 此 为 矛盾， 由 此 是 
1-1 的 ， 从 而 A 可 数 . 和 辣 理 可 证 B 也 可 数 . 口 

我 们 下 一 个 目标 ,是 证 明 H.Lebesgue 的 著名 定理 ， 即 单调 国 数 
几乎 处 处 具有 有 限 导 数 ， 证 明 中 所 采用 的 主要 工具 是 Vitali 的 一 个 
很 出 色 的 定 理 一 一 我 们 接 下 去 就 要 介绍 .Vitali 定 理 在 经 典 分 析 ， 
尤其 在 微分 理论 中 有 着 众多 的 应 用 . 
(17.10) 定义 设 ECR， 禾 是 R 的 具有 正 长 度 的 闭 区 间 所 成 

的 一 个 区 间 族 ， 如 果 对 于 每 个 xE 了 E 及 每 个 e 盖 0 ， 必 窗 在 一 个 区 亲 
TE YY， 使 

XEI, AC(I)<es 
则 称 是 RE 的 Vitali 材 瘟 ， 这 就 是 说 ， 如 果 五 的 每 个 点 都 属于 入 的 
. 3875 . 


任意 短 的 一 些 区 间 ， 则 六 便 是 巨 的 一 个 Vitali 履 盖 ， 
(17.11) Vitali 覆 六 定理 设 E 是 RR 的 一 个 任意 子 集 ， 是 EE 


的 任何 -- 个 〈 非 空 ) Vitali 覆 盖 . 则 存在 一 个 两 两 不 相交 的 可 数 族 
{IT,}C 福 半 ， 使 


A(EN( U r.) )= 0 
此 外 ， 如 果 ACE)< 之 o%， 则 对 于 每 个 a> 0， 存 在 一 个 两 两 不 相交 的 
有 限 族 {I,， "sy I CY,, 使 


ian(Ur) )< 


证 0 第 一 种 情况 ，4(E)<ce。 取 一 个 开 集 了 Y， 使 BCT,4(7) 
<” 命 
Yo= {IE YICV}, 
很 明显 ，Yo 也 是 E 的 一 个 Vitali 履 盖 。， 设 I1€ Xo， 如果 ECIi， 
构造 便 完 成 了 . 设 若 不 然 ， 我 们 就 用 归纳 法 继续 构造 如下. 假设 


T:,7T:，… 7, 已 经 选 好 了 ,并 且 是 两 两 不 相交 的 ， 如 果 EC | j ru 
构造 便 完 成 了 ， 设 若 不 然 ， 则 记 
4 一 U is Us=V( A;,. | 1 


Eel 


显然 4, 是 闭 集 ,， UU, 是 开 集 ，U, 门 EB 二 名， 命 

6 一 sup{4(TD:TEZYoTCUT (1) 
取 7T.+ GE PAY 满足 : 1 CD， ACIT,+ 1) >56. 如 果 这 一 过 程 
不 在 有 限 步 后 终止 ( 当 有 限 个 I, 满足 定理 要 求 时 ， 就 无 须 证 明了 )， 
那么 便 得 到 7 的 两 两 不 相交 的 元 所 成 的 一 个 无 限 序列 (7 )*3,。 命 


中 我 们 所 提供 的 本 定理 这 一 富有 创造 才智 的 证 明 , 是 由 S,Banach 
作出 的 [Fund.Math.,6，170 一 188 ( 1924 ) ]。 
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A 二 上 【J 1,， 须 证 4CEN 4')= 0， 对 于 每 个 *， 设 7, 是 和 I, 有 相同 


和 姑 卉 1 


中 点 的 闭 区 间 ， 并 适合 
4(7。) 一 54(7T。). 


则 有 
( U /< S410)=5 3 4.) 
攻 刘 全 年 mel 
=5A(AEBAV) LS,. (2) 
定理 (10.15) 表 时 


lim ( (J 71.)=0. 


时 


这 样 一 来 ， 为 了 证 明 4CE 由 4’)= 0 ,只 要 证 明 Bn4C 人 7 对 于 


任意 ;EN 都 成 立 就 行 了 ， 固 定 pEN， 并 设 xEEN 4 ，' 则 有 xEE 
们 4sCU;,， 从 而 存在 一 个 TIE Yo， 使 XY EICUs， 容 易 有 明白 ， 6.< 
24CI,41)， 而 (2 ) 式 表明 4(1,) 一 0 (nn 一 0) ， 所 以 有 一 个 整数 9 
使 6, 之 4(1). 于 是 根据 (1 ) 式 ， 存 在 一 个 整数 zx， 使 I 伟 U,;， 设 g 是 
这 种 整数 中 最 小 者 ， 显 而 易 见 ，5 之 gq， 由 此 推 知 
7 站 40 三思 ， IN Ai=G. 
可 见 
7 站 As, - C3) 

由 于 ICUo- !， 便 得 到 

ATIDD<E O01 <24(1). 《4 ) 
既然 4CJ0) 二 54(I1s),。( 3 ) 和 (4 7) 就 表明 


ICJC (J 7 


二 到 办 


因此 xE 上 【7,. 所 以 有 EN 4 己 上 【7 了, 由 比 扒 出 4EN4') =0. 
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Mi 
as isaiaegighidpneapuiaaitaF5riaiiiAR 和 和 


现 给 定 e 0 ， 取 充分 大 的 整数 ?， 使 成 立 


六 1(0)<e 
那么 半 
EN4;cEn 4a) Ul( U r.) 
py 


ACEN 4;<o+ U r,]< 0, 


这 样 ，14(E)<ce 时 定理 证 毕 ， 
第 二 种 情况 : 4(E) = co， 对 于 每 个 %E2Z， 命 
E,=Ef jn,nt1(, 
Y={TEY:IC)n, nt 1(}. 
很 清楚 ， 2 ,万 是 已, 的 一 个 Vitali 覆 盖 ， 应 用 第 一 种 情况 ， 可 以 求 
出 一 个 两 两 不 相交 的 可 数 族 .4 , 己 Y,， 使 对 于 每 个 %€2， 


, ACE, MN CU = 0. 
命 4 = 【 」.x ,。 那 么 .和 是 %- 的 两 两 不 相交 的 可 数 子 族 ， 而 且 


zncuzyczl U neuxo| 


nm 


我 们 看 出 


1CEn(CU.a) YEA)+ D> 0=0. 0 


(17.12) 定理 (Lebesgue) 设 (a; 中 是 R 中 一 个 闭 区 间 ， # 
是 (a,5) 上 一 个 实 值 单调 函数 . 则 了 在 (a;5Y 上 几乎 处 处 具有 有 限 导 
数 . 

证 假定 了 非 减 〈 了 非 增 时 考 屹 一 就行 了 ) 。 命 


“ 378. 


F 一 (xz:as<xY<pb DGz)<D+FCGr)y》， 
我 们 先 来 证 明 4(B) 王 0， 对 于 适合 &< uv 的 任意 一 对 正 有 理 数 &， 
v， 命 
Ev= {XE E:Df(x) uv DD f(x)}. 
显然 z 
E= Ui{BE,v :uy EO,0<u< vy, 

因为 这 是 一 个 可 数 并 ， 所 以 只 要 证 明 对 于 @ 中 一 切 &，2，0 扫 1 
之 v， 都 有 4(CE,,,) 二 0 就 可 以 了 . 设 若 不 然 ， 就 是 说 假设 存在 两 
个 正 有 理 数 4 和 v，u<v， 而 41(E。,,) 一 a> 0，. 设 e 满 足 

0<e < 
取 一 个 开 集 U 一 BE,， 使 4(U)<c 十 es。 对 于 每 个 xEB。。， 必 存在 
充分 @ 小 的 诺 正 数 k， 使 (Xx，x 十 hjCUfN(a， 四 ， 而 且 

f(x+ A —f x) uh. (1) 
这 种 闭 区 间 全 体 所 成 的 区 间 族 六 是 BE 的 一 个 Vitatli 履 盖 ， 从 而 根 
据 (17.11)， 便 存在 罗 的 一 个 有 限 的、 两 两 不 相交 的 子 族 {4xi za 十 
ji 和 -1 它 上 具有 性 质 : 


(Bf ( 【| Crstst hs)) |< 


命 了 = 【】)x;，xi 十 h(. 便 有 


-1 
ACE,s, NV’ )<e, 《2) 
由 包含 关系 了 CT 推 知 


Dh= AT) SAV LA, 


in=1 


四 原文 为 “arbitrarily (任意 ) ”译文 改 为 “充分 ”。 参 见 
(6.84) 译 注 D。 一 一 译 者 注 


rr ey rap 


从 而 根据 C1 ) 式 便 得 出 不 等 式 


> frith) fx Lu hulate). (3) 


另 一 方面 ， 对 于 任意 y€ E,,, 站 7， 必 存 在 充分 @ 小 的 诸 正 数 ， 
使 (y, ycCYV, 而 且 


fy 十 有 一 了 Gy) vk. (4 ) 
这 种 闭 区 间 全 体 亡 成 的 族 是 Bf iT 的 一 个 Vitali 覆 盖 ， 从 而 就 有 


这 种 区 间 所 成 的 一 个 有 限 的 、 两 两 不 相交 的 族 {(yj， yj ky)}iis 


io VN ( U (9, ,Yj+ kj;) )}<.. : 
由 这 一 不 等 式 以 及 (2 ) 式 推 知 : 
Q= (Es) ENE NV )+ACE,, (NV) 
<et(e+ SD) (5) 
然后 利用 (4 )，( 5 ) 式 ， 便 得 出 
v0—2e)<v S kj < 六 Co 十 K7 一 大 25)7 ， 《6) 


f=i i=1 


由 于 (C9453; 十 ) 己 【xs，xi 十 h)， 而 了 是 非 碱 的 ， 所 以 又 


， je 和 $=1 


得 出 


> FOFFED HN < > Frith) fd), C7) 


ini f > 
合 (6 )， 《7) 及 (3)， 就 推出 不 等 式 
@ 同 上 页 脚注 @ .一 一 译 者 注 
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”7(c 一 28)<<xCc 十 e)， | 

这 与 假设 所 满足 的 条 件 相 矛盾 ， 于 是 41(E)= 0 ， 从 而 在 (a, 妃 上 

a.€。 存 在 f(x). 同 理 可 证 在 (a,b] 上 a.e. 存 在 f(x)， 应 用 (17.9) 

就 知道 在 (a,5) 上 a、 e. 存 在 六 (4%). 

剩 下 的 问题 只 要 证 明 )a，b{ 中 使 f(x) 二 的 点 所 成 的 党 F 具 有 

零 测 度 ， 设 有 8 是 一 个 任意 的 正 数 。 对 于 每 个 zxE F， 必 存在 充分 小 的 

请 正 数 思 使 (*，xY 士 站 CC]cyi， 而 且 

f(x+)—f1(x)>Bh. 《8) 

根据 Vitali 覆 盖 定 理 (17.11)， 便 存在 这 些 区 闻 所 成 的 一 个 两 两 不 

相交 的 可 数 族 {{*,,X*s 十 1)}， 使 


MPn( LU Gx,rstha) ) )= 
根据 这 一 事实 以 及 ( 8 ) 式 ， 便 得 到 z 
PATEB > h, 


< > Fs th ) ox) EH) — fa). 


于 是 ， 对 于 一 切 BE R， 就 都 成 立 
BACF)<HD) — fCa), 
由 此 推 知 1CF) 一 0. 口 
(17.13) 问题 假设 1(4)= 0，ACLasb). 在 [a,b， J 上 能 雁 
求 出 一 个 单调 函数 1 ， 使 得 在 4' 几 | }abL 上 天 确实 存在 ? 这 一 问题 
看 来 尚未 得 到 圆满 解决 . 
(17.14) 定义 设 f 是 定义 在 ta,5) 忆 R 上 的 复 值 函数 ， 规定 


Vsf=sup{ > fx) fx 1)) XA =b}. 


E=1 


广义 实数 Vsf 叫做 在 (a，5) 上 的 全 颖 差 。 当 
7sf< ce 
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时 ， 就 称 f 在 (a ,b) 上 是 有 限 变 准 的 ( 或 有 界 变 痊 的 ) ,或 称 了 在 (c， 
6b) 上 具有 有 限 变 整 ( 有 界 变 状 ) .9 

《17.15〉 评注 〈a) 函数 了 具有 有 限 变 差 的 充 要 条 件 是 函数 
Ref 和 Imf 都 具有 有 限 变 差 ， z 

(b) 设 a<b 之 ce， 则 成 立 等 式 VEf 二 Vif==V:f 

(c) 图 数 x 一 81 是非 减 的 . 

《17.16) 定理 (Jordan 分 解 定 理 ) 几 实 值 有 限 变 差 通 数 都 
可 以 表示 为 两 个 非 减 琢 数 之 差 . 

证 记 

f(x)=Vef—(V;—f(x)), 
其 中 规定 V;f= 0 . 显然， 函数 x 一 zf 是 非 减 的 ， 函数 
X 一 :一 fxD) 

也 是 非 减 的 ，。， 这 是 因为 ， 如 果 2: >x， 和 那么 


Vi f—fCx 9— Vif—f x) =V: (f(x)— f(xX)) 之 0. 口 

(17.17) 定理 (Lebesgue ) ”任意 复 值 有 限 变 差 函 数 几 乎 处 
处 具有 有 限 导 数 . 

证 这 是 (17.16)，(17.15.a)，(17.12)， 以 及 (17.5) 的 直接 
推论 ， 口 
“(17.18〉 定理 (Fubini) 四 设 (f,)?., 是 区 间 [asb) 上 一 个 


非 减 〈 或 非 增 ) 实 值 函数 序列 ， 并 且 > f(x)==s(x) 在 [a,b) 上 存 


从 


在 且 为 有 限 ， 则 在 ja， 以 肉 ae. 成立 


(i) s(x)= > f(x). 


性 二 和 


证 不 妨 假定 所 有 的 f, 都 是 非 减 的 ， 此 外 ,还 不 妨 假定 f, 之 0， 


@ 最 后 一 句 话 是 译 者 加 的 。 一 一 译 者 注 
图 本 定理 并 非 通常 所 说 的 “Fubini 定 理 ”， 后 者 论述 乘积 油 度 
与 积分 ， 第 六 章 要 提出 来 讨论 . 
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因为 倘 非 如 此 ， 则 可 考虑 刀 一 #(e )， 这 样 ，8 = > f, 既 非 负 叉 


非 碱 ， 如 (17,12) 所 说 ， 导 数 s(x) 对 于 几乎 所 有 ?a,b 存在 且 
为 有 限 ， 
后 考 膨 部 分 和 s, 二 fi 十 fi 十 … 十 1 及 余 项 r, 二 s 一 5s，. 各 个 方 几 
乎 处 处 具有 有 限 导 数 ， 所 以 有 一 个 集 4S)c， 红 ， 它 满足 以 下 三 个 
条 件 ， 

(i) A(4’ [Ja, b= 0, 

(ii) 当 x*€ 4 时 ， 对 于 任意 ?都 成 立 

ACE IMECIhCP 

(iii) 当 x€ A 时 ，s'(x) 存 在 且 为 有 限 ， 

对 于 一 切 xE Ja，b( 以 及 适合 x 十 hE Ja，b( 的 任意 >> 0 ， 根 据 等 式 


s(x 二 hm— s(x) sn(X 十 站 一 s(xX) yo(X 十 有 一 7 (xX) 
9 
得 出 
SKYX 十 1 一 SCXD 一 SCX 十 有 一 SCZ2 
Ta h 
进而 由 这 一 不 等 式 扒 其， 对 对 于 一 切 X€ A，ss,(xX) 寺 5s/ C2). 不 等 式 
Sa(X)E ss ,1(Xx) 则 是 显然 的 ， 所 以 得 到 
sa(X) Ess 1CX) RS (CX) (XE Asn=1,2,"). 
因此 a .e, 存 在 


lim s(x) = DS fj’ (x), 


和 


这 样 剩 下 的 问题 是 要 证 实 ，a.e. 成 立 
lim s(xX)=s’ (Cx), ’ 


因为 对 于 每 个 x E A4，(ss《x))?.i 是 非 减 序列 ， 所 以 只 要 证 实 
(s') 含 有 a。,e, 收 敛 于 s' 的 一 个 子 序列 就 可 以 了 . 为 此 ， 设 n1， ns» 
"pp Ny … 是 一 个 递增 整数 列 ， 并 县 
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> 56) —sn1 (<. 


对 于 每 个 由 以 及 对 于 任意 xE]o， 红 ， 都 有 
0 SX sn XESD— sn DD. 
末尾 不 等 式 左边 各 项 由 非 负 项 收敛 级 数 的 各 项 所 控制 ， 所 以 


人 > sx) — smi Cx)) 


k=1 . 


收敛 ， 因 为 这 个 级 数 的 各 项 同样 是 几乎 处 处 具有 有 限 导数 的 单调 函 
数 ， 所 以 根据 上 述 证 明 3 帮 (x)ase。 收 敛 所 用 到 的 方法 ， 还 可 


四 | 


证 明 (sx) 一 s(x))a.e. 收 化 ,由 此 自然 就 推出 ，a,e, 成 立 


lim s/ni(X)—=s’ (C(x), DD 
本 节 最 后 ， 我 们 布置 一 大 批 习 题 ， 其 中 若干 题目 无 非 是 例证 ， 
有 几 个 习题 是 一 些 次 要 定理 , 峭 附 以 简要 证 明 [(17.24)，(17.25)， 
(17.26)，(17.27)，(17.31)，(《17.36)，17.37)); 后 面 一 些 重要 
定理 要 用 到 (17.33) 及 (17,34)， 读 者 做 习题 时 应 记 住 这 些 结论 . 
(17.19) 习题 设 y 是 (8.28) 所 定义 的 Lebesgue 奇 异 函数 ， 

. 试 计 算 9% 在 (0,1) 的 各 点 的 所 有 导数 . 


(17.20) 习题 在 R 上 规定 函数 9 为 _ 
| 0<<x < 
p(X) = 


1 人 ~， F<x<l, 


P(X+k) = PCX), 上 GZ 


f(x) = >, 2-"9(2"%), 


下 
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试 证 f 在 及 上 连续 ， 计 算 f 在 各 个 二 进 有 理 点 ( dyadic rational 
point) 的 四 个 导数 .并 证 明 f 人 在 各 个 非 二 进 有 理 点 都 没有 有 限 导 数 . 

(17.21) “习题 设 {os}s-: 是 区 间 (e* 扫 内 相 异 点 所 成 的 集 ， 
又 设 (xs- (os)3。: 是 两 个 实数 序列 ， 并 且 之 lu <oo， 


六 | 之 coo， 定义 


是 要 二 


0， Xasg 
fa(%) = ng X Cey 


. 
\! ys X >as, 


试 证 ，s《x) 二 > 1,(x)a,e, 具 有 有 限 导数 ， 并 且 a.e. 成 立 s' (xX) = 


0 . 【提示 .函数 * 具有 有 限 变 差 ， 利 用 数 lu,| 和 ju 求 出 每 个 yz， 
然后 应 用 (17.18)、】 . 
”017.22》 习题 试 在 R 上 求 出 一 个 实 值 严格 递增 函数 了 ， 使 
得 a ,e .成 立 f/ (x)== 0. : : : 
(17.23) 习题 设 1€ 6 "((a,5)). 并 假设 存在 两 个 实数 a<p， 
使 对 于 一 切 XE fasb(， : 
cD) EA. 
斌 证， 当 a 志 Xx 之 x 十 hb 时 ， 
ha<ftx th — fxXIERB, 
(提示 .假定 
fCxotho)—f x0) <rho ah, : 
并 记 有 二 sup{h: 0 之 之 ho，f(xXo 十 有 DD 一 f(xo) 之 7 有 ， 然 后 证 明 
D’'f(xoth)<a,. ) 
(17.24) 习题 设 函 数 f 了 属于 CG"'((a,b)), 数 c 属 于 (a,b).， 假 
设 D!f(c) 有 限 ，D'!f 在 ec 连续 . 试 证 f (0c) 必 存 在 ，[ 利 用 (17.23).，)】 
(17.25) 习题 设 f 是 (a,5b) 上 一 个 实 值 非 闷 画 数 ， 假 设 w 宇 0 
及 EC(lasb) 适 合 条 件 ， 对 于 每 个 x EE， 都 存在 f 在 x 的 荣 个 导数 ， 
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它 不 超过 w.， 试 证 ，AC1(E))<uA(E)，( 考 虚 f(4) 的 某 个 适当 的 
44 二 (xXE€B: 对 于 一 切 y€E[asb) [人 }*，f(X) 二 f(D}. 
注意 f(E 4 ) 可 数 .，】 

《17.26》 习 显 f 如 (17.25) 所 设 ， 假 设 v 之 0 及 FC[e,5) 适 合 
条 件 ， 对 于 每 个 xEF， 了 在 % 的 某 个 导数 大 于 或 等 于 vv， 试 评 . 
4(fF))z204(F)，[ 考 彤 了 3 的 某 个 适当 的 Vitali 覆 靖 ， 这 里 B= 
4XE€F，f 人 在 x 连续 }， 注 意 F 门 B' 可 数 ，) 

(17.27) 习题 设 了 是 定义 在 (a,b) 上 前 一 个 实 什 六 数 ， 假 设 
c 之 0 及 EC(lasb) 适 合 象 件 ， 对 于 一 切 xEF，f (x*) 存 在 ， 并 且 
i Cx) 寺 c， 试 证 ，ACfCE)) 才 cA(E),( 可 考 虞 {CE) 的 一 个 Vitali 
禾 ， 它 是 由 造 合 f(x，X* 十 和)C 己 (fCxX)，fCx 十 让) 的 区 间 [fCx)， 
f(x 十 有 )) 组 成 的 ，) 

(17.28) 习题 设 E 是 尺 的 一 个 子 集 ， 它 是 完全 任 意 的 区 间 
《 各 个 区 间 可 以 是 开 的 、 闭 的 或 半 开 半 闭 的 ) 族 之 并 . 试 证 EE 是 
Lebesgue 可 测 的 ，( 利 用 Vitali 定 理 . )} 

(17 29〉 习题 设 c，8 是 两 个 正 实数 .在 (0,1)] 上 定 义 f 为 : 
f(x) 一 zesin(xz-5) (0<x 魏 1)，10)=0. 试 证 : 为 了 使 了 在 
(0,1) 上 为 有 限 变 差 的 ， 其 充 要 条 件 是 C>p 

(17.50) 习题 ” 试 证 明 以 下 语句 是 正确 的 或 错误 的 如 采 函 
数 了 属于 GC (C0,1))， 那 么 必 存 在 a,bER，0 二 a<b 人 1， 而 在 
(a,，b) 上 是 有 限 变 差 的 . 

(17.51) 习题 设 了 是 定义 在 实数 区 间 I 上 的 一 个 函数 ， 如 
果 存 在 常数 路 之 0，a 0 ， 使 对 于 一 切 x,yE€ TI， 成 立 

fx)—1 C9) MIx—y "“， 
就 说 了 满足 C 次 Lipschitz 条 件 ， 记 为 FE 2ip .(7?)， 试 证 ， 

(a) 当 CP1，fERiy a (1D) 时 ，f 必 为 常数 . 

(b) 当 0<c<1 时 ， 则 存在 一 个 函数 FE 8iy 。((0;1))， 它 
在 (0,1) 上 具有 无 限 变 差 . 
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(c) 在 (0,1) 上 存在 一 个 连续 有 限 变 差 函数 ， 它 不 满足 
Lipschitz 条 件 . 

(d) 当 j ECC"(asb)j) 时 ，fE€ 8ip 1,((a,5)) 的 充 要 条 件 是 
D*f 在 (a，bL 上 有 界 . (提示 .利用 (17.23). ) 

《17.32) 习题 设 了 是 (c， 妇 上 一 个 复 值 有 限 变 差 函数 . 假 
定 了 在 cE(e;D)] 连 续 ， 试 证 ， 函 数 g:Y 一 了 3F (这 里 g(Ca) 一 0 ) 在 c 

《17.33) 习题 设 f 是 6 (ta,，5)) 中 的 一 个 函数 ， 对 于 [a， 
0 的 每 个 细 分 < ={1a 一 xo<xi<…<x 一 D)， 规 定 

| =max{trs— Xi 1 :ln), 
i=maxtf(X) :Xr 1SXEX,} 
—min{f (x) :X11SXEX 
(k=1, ', n). 
试 证 : 
Vef=lim > OL. 
k=1 

(17.34) 习题 设 f 是 C6'(ta，5)) 中 的 一 个 函数 ， 对 于 每 个 
ER， 合 4, 二 XE€ (a，b):f(x)==y}， 在 R 上 定义 ?为 
EE 4, 有 限 ， 
(3) 一 | 

co，4, 无 限 . 

试 证 ， 函 数 > 是 Lebesgue 可 测 的 ， 并 且 
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(提示 ， 利 用 (17.33)， 设 JJ CLJC… 是 (ay 幻 的 一 个 细 分 序列 ,并 
是 更 民 一 0， 比如 设 
N={a=x 0 0}, 
对 于 每 个 hn， 规 定 
.387: 


fi 
《1 ?= >, Bo 
=1i 


式 中 8B，,， :=fC (Xi XY ). 证 明 对 于 几乎 所 有 y€ RR， vy)— 
”(y)， 并 应 用 B。Levi 单 调 收 倒 定 理 ，)] 函 数 > 称 为 的 Banach 指 标 
(Banach indicatrix ) 

《17.55) 习题 设 区 间 (c， 轧 CR /是 ro 已 上 前 复 信 画 数 ， 
满足 ,Vf<<co，f(a)= 0 ， 命 这 种 了 全 体 所 成 的 集 为 BCLa55))， 
对 于 fE WB(Ca，6))， 规 定 上 f= 二 Vif 试 证 (a) 一 (ec)， 并 解 (d) 和 
《e). 

(a) 按照 点 态 运 算 ，%W((a。 人 加) 成 为 一 个 复线 性 代数 . 

(b) 对 于 f€ %((a， 耻 )， 成 立 不 等 式 上 ,志恒 . 

(c) 按照 上 述 范 数 ，%B([a，5)) 成 为 一 个 Banach 空 间 . 

(d) 不 等 式 1fgl<lfl .gl 是 否 对 于 一 切 f,g€ BC(a, 5b)) 
都 成 立 ? 

(e) 试 求 ， 关 于 由 变 差 范 数 规 定 的 拓扑 ，W([a， 忠 ) 的 最 小 
的 稠密 子 集 基 数 . 

《17 .36) 习题 设 X 为 一 实数 ，f 是 定义 在 x 的 某 个 邻 域 内 的 一 
个 实 值 函数 .了 在 x 的 上 (下 ) 第 一 对 称 导 数 (wpper (lower)first 
symmetric derivatives) 和 上 (下 ) 第 二 对 称 导数 (upper(lower) 
second symmetrie derivativesj 分 别 定 义 为 表达 式 


fCX 十 i | C1) 


| [Cet tT) 2fx) 《2) 


当 刀 上 0 时 的 上 极限 (下 极限 ) 。 这 两 个 导 数 分 别 记 作 D1f (x) 和 
D2(f) (D1f(Cx) 和 DsfC(x))。 如果 D1f C(x)=D11(x) (CD f(x%) 一 
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Ti 


为 ,fxz) ) ， 就 称 这 个 公共 值 为 了 在 > 的 第 一 〈 第 二 ) 对 称 导数 ， 
记 作 Difx) (Df(x)). 试 证 : 

《a》 当 f (x) 存 在 时 ，D1f(x) 也 存在 ， 并 生 二 者 相等 . 

(b) (a) 的 逆 命 题 不 成 立 ，” 

(c) 如 果 Fr 在 x 的 某 个 分 域内 存在 且 有 限 ,又 f"(x) 有 限 ,那么 
DfCx) 必 存在 ， Wi (对 (2 ) 式 - 作为 天 的 函数 一 一 
应 用 中 值 定理 . 

(d) eh f 仅 在 x 连续 时 ， Dsf(x) 仍 可 能 存在 . 

《17.37) 习题 凸 函 数 补充 习题 设 1 是 尺 内 一 个 开 区 间 ， 
了 是 定义 在 工 上 的 一 个 凸 函 数 [ 人 参看 (13.347 ). 

(a) 试 证 ; 对 于 一 切 x EI,f,《x) 和 fCx) 都 存在 且 有 限 , 此 外 ， 
在 了 上 f ,和 还 是 非 汇 画 数 ,并 且 f"<f+， 于 是 在 了 上 广 几 和 处 处 存 


在 且 有 限 . (提示 . 设 x< ?<<z， 则 有 ?一 to z， 
从 而 f(y) < 二 yj) 4 Y= fC 由 此 
f(y)— f(x) 一 2)—f(x) f(z)— f(y) (1) 


y—X ZX < ZY 
从 (1 ) 式 就 容易 证 明 我 们 的 断言 。 ] 
(b) 试 证 : 对 于 I 的 任意 的 有 界 闭 子 区 间 (a,5), f 恒 属于 
Sip: Ca，b))，[ 当 a<x 之 y<b 时 ，(1 ) 式 获 洒 
f(x)—fla) < ff fb) fy) 
Xa y—X . b—y 


由 此 并 根据 (a)， 不 难看 出 
| 2H | Smaxt fe Cos BO, 


少 一 多 


多 


Ce) 设 g 为 实数 开 区 间 了 上 一 个 实 值 函数 . 试 证 , 8 是 凸 函数 的 
充 要 条 件 是 在 7 上 FE 连续 ， 并 且 万 ,gz 0 (参见 (17.36)]| 先 设 在 1 
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上 D:g>> 0， 并 假定 g 在 上 不 是 西 函 数 ， 然 后 求 出 一 点 x， 货 
Dg(x) 过 0 . 其 次 考察 函数 8,(x) 二 g(x) 十 二 x?，n 一 1，2，… 


$18 绝对 连续 函数 
本 节 ， 我 们 要 划分 出 形 如 


FCx)= [xas, fE © 1CCab)) 


的 函数 FE 所 成 的 一 类 函数 ， 而 且 也 要 识别 实数 区 间 上 这 样 的 函数 ， 
即 它们 是 其 导数 的 积分 ， 这 项 研究 将 直接 导致 Fourier 级 数理 论 中 
某 些 经 典 结果 本 节 也 要 提出 来 讨论 一 番 . 象 817 一样 ，“ 几 和 手 
处 处 ” 指 的 是 “4 几乎 处 处 ”， 而 “可 测 ” 则 指 “. 妈 :可 测 . 我 
们 首先 证 明 几 个 较为 简单 的 定理 . 

《18.1) 定理 设 1€ 8 1([a,65))， 在 [a，b] 上 定义 F 为 


F(X)= 人 fed. 


〈 函数 FE 叫做 了 的 不 定 积 分 ， ) 则 F 一 致 连续 ， 并 具有 有 限 变 差 ， 
而 


ViF= | fC dt. 


对 于 了 E81CR) 及 FCx)= | “fC + di 成 立 类 似 断 言 ， (如果? 是 


R 上 的 复 值 函数 ， 则 定义 
V-2(9)=1imV-49; 


可 类 似 定 义 V"。(9 ) 及 Vs(9), ) 
证 设 x xx。 则 成 立 等 式 


IFCGx )— FCx)| -| 全 foopa | 
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因而 由 (12.34 )， F 一 致 连续 则 是 显 然 的 、 当 4 二 YX9<XIS < 
¥: 一 b 时 ， 则 得 到 


> IFCxD)— FO 


bz1 
= > | | | fi) dt < > 全 [FDC 
上] 1 f=-1 YX- 


= | lf (| dt, 
所 以 成 立 不 等 式 


[ 
vsr< | llas 


从 而 FF 具有 有 限 变 差 . / 
现在 证 明 反 向 不 等 式 ， 我 们 记得 ， 阶 梯 孙 数 


5 一 > QE [Xr XEL (a=X0o<X x, 二 b) (1) 
在 8 1( [a,b) ) 中 稠密 ( 13.23 ) . 试 考 察 函数 sga 了;， 对 于 任意 
正 整 数 m， 了 到 形 如 ( 1 ) 的 一 个 阶梯 函数 cm， 使 

lo。 一 sgarf | ,之 广 . (2) 
既然 对 于 任意 Xx， lsgn 了 Cx )| = 1 或 0 ,那么 不 难看 出 ， 在 ( 2 ) 式 
中 把 适合 la:| 之 1 的 每 个 ci 都 换 上 数 cs [oj “1 就 只 会 加 强 不 等 式 . 
这 样 ,就 不 妨 假定 对 于 一 切 x E (ea,b， 丸 EN 都 成 立 lo,《X)| 委 1. 
很 清楚 ， 依 测度 om 一 sgn ff， 从 而 根据 (1l.26)， 便 有 (cam ) 的 
一 个 子 序列 (om; ) ， 使 在 (a,5) 内 a。.e. 成 立 


limomj(i)=sgnf (i), 


”91 ， 


et ie re ie ev ae ” 


于 是 由 Lebesgue 控 制 妆 人 敏 定 理 (12.30 ) ， 便 得 出 
| iFi dt = | .fpsan f (dt= 1im | fedorat. 
(3) 
既然 omy 具 有 C1 ) 的 形状 ， 所 以 ( 3 ) 式 中 来 尾 积分 的 绝对 值 便 有 形 


站 


% 
XB-} 


jn 


>, QCF(X.)— FCX,. 1)) ] 


k=i 


< > lol .IFGD 一 Fl 
k=i 


<> FECx 一 EX 1) VF, C4) 


k=l 


结合 ( 3 ) 和 (4 )， 就 得 到 
| fl dV RF. 口 


上 述 定理 表明 ， 不 定 积分 是 连续 的 ， 并 具有 有 限 变 差 。 我们 现 
在 要 证 明 ， 不 定 积分 的 导数 等 于 被 积 函 数 〈(a.e, 等于! ). 为 了 证 
明 这 一 事实 ， 需 要 一 项 预备 知识 一 一 其 本 身 也 是 挺 有 趣 的 . 

” (18.2) .定理 设 A4 是 R 的 一 个 任意 子 集 ， 则 对 于 几乎 所 有 x 
E 4， 成 立 : 


(ji lim - ACAN ]x,% 十 Kk[》 
下 0 
。 ACAN ]x—h,x() 
一 1im Ep 
EE | 
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im ACAfI YX—h, r+ kt) 1 

hok40 h+k 

如 果 A 是 4 可 测 的 ， 则 对 于 几乎 所 有 x € 4 ，( i ) 中 的 极 限 都 等 于 

零 @. 

证 不 妨 假 定 和 4 有 界 。 那么 存在 有 界 开 集 U,，。7 二 1 ，2，…， 
使 
UiDUs DDOUVDDh, 

并 且 4CU) 一 2-"< 之 4(4)， 命 a 二 infU1， 并 考察 函数 
PX)=ACU, (| jas x(), 
PX)=ACAN Ja, Xl). 

对 于 XEDU, 以 及 充分 小 的 正 数 h， 显 然 有 
PX+H)— Px) PX)— PCX—h) 
”ih hn 

所 以 对 于 所 有 x EU,，9，(x) 存 在 ， 并 且 

yx)=1.  . 
我 们 想 把 Fubini 定 理 《 17.18 ) 应 用 于 函数 和 
(9 一 90) 十 (03 一 9) 于 … 十 (9 一 0) 十 

先 证 各 个 p .一 2 是 单调 的 ， 设 x >>xy 则 有 
VAX I— PX I)— PX)— PCX)) z 
=ACU MN xsx’ ()— MAN a x (+ACAN as x() 
AU, [| (XsX’ DD)—4(AN [xx (OP 0 ， 

这 是 因为 | 

ACAN Jasx’ EACAN J)as xt)+ACAN (x, x’ [ID 
AN xsx’ (CCU, (x,x’ 
于 是 9, 一 9 单调， 现在 命 b 二 supU1; 那么 
GAD EDDSAU0) AML 
从 而 当 a 委 x 委 8 时 ， 售 有 
全 使 4D 式 成 立 的 点 z 叫 做 4 的 密集 点 。 


内 


Ca 
= 一 |; 
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, 
Ye (xz) 一 pV Fb Pb)) < >, 2-<cc. 


人 二 1 LL 


SCz) 一 >, (Fix)— Px)). 


名 二 4 


根据 (17.18 ) 及 (17.12 )， 对 于 )a，6b[ 中 几乎 所 有 x， 下 式 成 立 


s(x)= >) (P(X)— Px), 


骨 二 1 


从 而 在 Jja，bE 中 又 a,e, 成 立 


lim9,’ (x)=9’ (x*), 


这 样 在 门 0。 上 ，9 x) 二 1 ， 只 有 在 一 个 4 测度 为 零 的 集 上 是 例 


出 于 生 


外 ， 由 此 得 到 定理 第 一 个 渐 言 ,人 

如 果 A 是 4 可 测 的 ， 那 么 对 于 所 有 hk， 

1 = ACAN)x—hsxt+h) ACA’ nx 一 2X 十 区 ) 

1 二 天 1 十 
一 幼 4(X) + pa C7). 

当 h 和 k 趋 于 0 时 ， 对 于 几乎 所 有 xz*E4'，y%4x) 趋 于 1 〈 把 定 理 
前 半 部 分 应 用 于 4' ) 。 由 此 在 4 上 %4(xz)a.e. 趋 于 零 ， 口 

(18.3) ”定理 设 J€ 8 1 (0,5) ) F 如 (18.1) 所 设 . 则 对 于 
几乎 所 有 xE jab(， 成 立 ,等 式 


其 实 我 们 所 证 得 的 ， 要 比 本 定理 所 需要 的 多 一 些 ， 我 们 知 道 ， 在 


-A 


集 [ |】 UE 上 ace. 成 立 9'Cz) = 1; 当 A 不 可 测 时 ,不 可 测 集 


和 亚太 


he 


( 站 D6) 4 不 具有 堆 机 度 


如 至 全 
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(i) F’(x)=f(x). 

证 如 果 了 了 =: 上， 这 里 4 是 ] a,b ( 的 可 测 子 集 ， 那 么 F(X) 二 
4(ja ,Xx[【(14); (18.2) 表明 ， 在] a,b (内 a.e, 成 立 F (Xx)= 
EX%), - 


其 次 ， 设 s 一 了 a,&4w 是 一 个 非 负 简单 可 测 务 数 ， 因 此 


t=i 


S (xX)= [sa = 之 CQ [sa 


由 定理 (18.2) 可 推 其 ， 在 ja，b( 内 a.e. 成 立 
S’ (xX)= s(x), C1) 
对 于 8 1 中 的 非 负 函 数 了 ， 设 (5.)?.1 是 一 个 非 碱 的 简单 可 测 卫 
数 序列 ， 满 足 ， 对 于 所 有 x €[a,b),，lims.(*) 二 f(x) (11.35). 


设 nEN， 记 S.C2)= | :td B。Levi 定理 (12,.22) 表明 ， 对 
于 所 有 x €[a， b), 


F(X)= [far=lim | sar= limS.(x) 


一 Si(z) 十 > (Sir1(x)— S.Cx)). (2) 


| 


各 个 S,: :一 9, 是 非 负 函 数 的 积分 ， 从 而 是 非 减 的 ， 应 用 Fubini 定 理 
《17 。 187 了 了 2 ) 式 ， 则 在 ja，4( 内 a.e。, 成 立 等 式 


全 


F’' (x)=Si(x)+ S (Ssr1CX)—S,CX)) 


人 二 


一 ]im S,(X), : 《3) 


由 (1 ) 知 道 ， 在 ja， 区 内 ae 成 立 
limS.(x)= lims.(x), : 《47? 


5 tH rtant mm er 
re ge eb ite PE tt atta er 


结合 (3 ) 及 (4 )， 便 得 到 (i). 

最 后 ， 当 ff 是 81(la， 中 ) 中 任意 函数 时 ， 记 
f=(f.~—f,)+i(fs—f,), 

其 中 fj;€ 2 1， 然后 把 (i) 应 用 于 非 负 函数 ， 口 
0 
(18.4) 引 理 (Lebesgue) 设 f 是 8 1((a, 耻 ) 中 一 

数 ， 则 必 有 一 个 集 EC )a， b[， 使 ACE’ le, b})=0， 计生 对 于 所 

有 aE€ 及 所 有 XE 也 


1 1 1 
(i) lim n | \f(1)—al di =—lim 天 | If(1)— al dt 


= |f(x)—al. 
证 设 10.}-: 是 玉 的 任意 一 个 可 数 稠密 子 集 ， 由 
galt)= |f()—B,l (n€N) 
所 规定 的 通 数 g, 在 人 1C(e,5)) 中 ,根据 (18,3), 必 有 和 集 E, 忆 ja,bl， 
使 1(E; 作 (a, 了 = 0 ， 而 对 于 所 有 x EF,， 


. 1 和 二 1 x 
lim 7 | gD dT imp | gr aimga(x). 
设 交集 [ 】E. 为 8; 显然 4CE’ 由 [a,b))= 0， 对 于 s> 0， cxER， 
| 
取 n， 使 |b, 一 al < 二 则 有 


ND-al— -BE I -a < 1€ Ca,b). 
由 此 可 见 


于 全 fC —al di 二 | fC —B,l at | 


1 +he _€ 
< | 4 一 3， 


“。 3896， 


进而 当 ” EE，0 之 i 之 ho〈( 这 里 ho 与 2， ?有 大 ) 时 ， 


| fc al dt— If(x)—al 


| 训 二 为 | 
< 加 | 1fGt) 一 Cl 二 一直 \fC2) — Bl 4 


十 \B,.—al 


+ | ag) 


< + 一 2， 
而 半 只 与 ，c 有 关 ， 由 此 得 出 结论 : 对 于 所 有 %* E E 及 所 有 ce 
K, 


lim | fal dt= f(x)—al. 


[要 对 


同样 可 证 ， 对 于 所 有 x €B 及 所 有 a€ KK， 
lim 二 | iFi 一 cl di= IfCx)—al. 吕 


(18.5) 定理 (Lebesgue) 设 fE 8 1《[a,b)). 则 对 于 几乎 
所 有 x € Ja pku 成 江 


im et tf -2 d= 0. 
证 对 于 固定 的 x€ Ja，b(， 可 写 出 
Ef ett) + —t) -2 a 


< 二 (Dod at | D-H 


应 用 (18.4)， 这 时 a 二 人 %)， 便 看 出 对 于 儿 乎 所 有 x.E ] a,b(，(i) 
99， 


a i : . 


式 成 立 ， D 

(18.6) 定义 假设 fE 8 1((a,6))，xXE€jasb(。 当 (18。5.i) 成 
立时 ,就 称 x 是 j 的 Lebesgue 点 .了 的 Lebesgue 点 全 体 所 成 的 集 
称 为 f 的 Lebesgue 集 . 

在 )a,b( 内 凡是 1 的 连续 点 必 是 的 Lebesgue 点 ， 这 是 显然 的 事 
实 ， 不 过 ， 了 却 未 必 在 任何 点 都 连续 ,然而 几乎 所 有 点 是 Lebesgue 
点 ， 我 们 在 (18.297) 和 (21.43) 会 看 到 ，Lebesgue 集 在 Fourier 级 
数 与 Fourietr 积 分 理论 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . “ 

我 们 现在 来 探讨 定理 (18.3 ) 的 “倒转 ”问题 (并非 真 的 是 北 
命题 ) .已 知 一 个 ae 可 微 的 连续 函数 pp， 试问 : 是 否 成 立 


PX)— Hla)= | (t)dt? 


这 就 是 问 ， 如 果 Riemann 积 分 换 成 Lebesgue 积 分 ， 而 可 微 性 换 成 
aue。 可 微 性 ， 那 么 微 积分 学 基本 定理 还 成 立 吗 9? 以 下 几 例 对 此 问题 
作 了 断然 的 否定 回答 . 

(18.7) 例 如 (8.28), 设 少 是 Lebesgue 奇 异 函数 ,那么 9 在 
(0 ,1 上 连续 ， 而 且 显 而 易 见 ， 对 于 [0 ,1] 中 不 属于 PC Cantor 二 
分 点 集 ) 的 所 有 xz， 内 (xz) 一 0， 于 是 ae 成 立 办 (0)= 0 .由 此 得 
出 


J(1)— $0)==1 关 0 二 | Cx) dx 


下 例 虽 不 象 ( 18.7) 从 几何 上 和 看 来 那样 明显 ， 但 十 分 引 人 注 
目 . 

(18.8) 例 (取材 自 Riesz-Nagy， 但 经 改写 ). 史 我 们 来 看 
(0, 1 J 上 一 个 实 值 函 数 F。 它 满足 条 件 : F(0)=0,F(1)=1,F 


Se eb EE re 


四 参看 下 .Riesz， B.Sz.~Nagy, Lesons D’Analyse Fonc™ 
tionnelle, Akademiai Kiade .Budapest，1955。 一 一 译 者 
注 ， 


4 9% 


连续 并 严格 递增 ， 而 a.e. 成 立 FY Cx)= 0 . 
我 们 如 下 归纳 定义 连续 函数 F.，x 一 0 ，1 ，2，…， 首 先 ， 
设 (f)s。-: 是 )0 ,1 内 的 任意 一 个 数列 ， 命 Po(Cxz) 一 x， 定 义 
Fi(0)= 0, Fi(1)=1,， 


Fi 于)=- 0+ a1 
而 在 | 0， 十 二 | 志 ，1 ] 上 则 把 FP, 定义 成 线性 画 数 ， 假 定 Fo，F;， 
…，F, 已 经 定义 好 了 ， 然 后 定义 


Fri( oe )=.( 冯 ) =0, 1, …, 2") 


For (si)= 人 


1 二 tri k+l1 
十 一 | 2 


(k=0, 1 ， 2"— 1 ); 


而 对 于 大 一 0 ,1 221 一 1， 在 区 闻 二 和 的 则 把 Fi 
定义 成 线性 函数 ， 函 数 F, 显然 是 连续 的 。 它 们 又 是 严 格 递增 的 
实际 上 ， 对 于 0 过 t+ 之 1 及 任意 0 ,B86， 只 要 4 < 刀 ， 碗 成 立 不 等 
式 . 


1—t 1+t 1-—t 
p-(23 ats hp)= 2 (1 一 0 全 0， 


1 一 :; 1+t 1+t 
5 a 十 2 Bp— a= 2 (Bb—a)>0. 


这 两 个 不 等 式 表明 ， 当 ,严格 递增 时 ， / 
pun) ) < ), 


(k=0,1,,2"—1)., 


。399 ， 


- mn ep re ee 


hb isd 


测 F。 ,的 分 段 线性 说 明 它 也 是 严格 递增 的 ， 此 外 ， 当 a 之 有 时， 还 

有 z 
lt oat Ht p— 234 于 (6 一 oO>0， 

由 这 一 不 等 式 推出 | 


(入 汉 | )< P+! 2 ) (KE 一 0，1，…2 一 TI)， 


所 以 ， 还 是 根据 线性 ， 对 于 所 有 xE(00,1)， 便 成 立 不 等 式 
F(X)S<F,r1CX), 
于 是 ， 序列 (F， (Xx))?。 1 对 于 所 有 XE€(0 ,1 都 收敛 ; 命 
F(X)= limF,(x). 


很 清楚 ， 下 是 非 减 的 ， 其 实 它 是 严格 递增 的 ， 这 是 因为 ， 如 果 x 必 
x/， 而 k,n 满足 : x< 训 人， 便 有 


POY SFB )= 7 (3 ) SF SF’). 


我 们 接 下 去 考虑 满足 下 列 条 件 的 数 偶 所 成 的 任意 序列 (a，， 
Pe: 


CCs+19 0 和 C， (n= 0, 1 ,2，…); (1) 
和 ] 
La 一 2 9 pb, = ， (2) 


其 中 Kk, {0,1,. ,2 一 1 } (n=0,1,2,." )， 于 是 有 a， =0,+y 及 
Pri 一 B, 一 zt， 或 者 有 有 一 有 ,及 aori= a 二 FixT， 第 一 种 
情况 下 ， 从 (a,， J ES B+ 中 过 程 中 ， 我 们 归于 左边 ， 第 二 
神情 况 则 归于 右边 ， 


设 是 一 个 固定 的 非 俩 整数 ， 假定 从 Cs,BD 到 (cp 和 进 ， 
行 中 归于 右边 ， 则 有 
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天 (Cp) 一 二 airl) 
一 Ri(BD) 一 FICasr1) 


p80- {pod td) ) 


Lt FCB) FC)). (3) 
假如 从 (Cai,Bi) 到 (Qi41,Bi+ 1!) 的 进行 中 归于 左边 ， 则 同样 的 计算 表 
明 z 


1 i 


FC(B.41)— FQi+1)= CFCB)—F(G)). (4) 


通过 简单 归纳 ， 便 推出 
FC(B)—FCa)= [|| (一 一， 


i=»1 


其 中 e; 等 于 1 或 一 1， 于 是 
IFC8J) 一 FCcJ 和 二 ( 于 


因此 ， 当 所 有 4 都 小 于 一 个 比 1 小 的 数 时 ，F 显 然 是 连续 的 . 《我 们 
不 准备 费力 探讨 FF 成 为 连续 的 必要 条 件 。 ) 
我 们 现在 考虑 的 导数 ， 设 有 适合 0<z5<1 的 任意 一 个 二 进 有 


理 数 2 规定 序列 (c.* 6。 ) 满 足 (172 和 (27， 并 且 w 一 wz: 一 
而 不 管 a1,81… ,Qz-19B1-1! 是 什么 值 . 因此 势必 有 


加 
pi: 


pi=- 士 -十 -起 一， 3 一 0 1 2 


”应用 (4 ) 式 便 得 出 


FBr1) —F (2) 
Pet 一 25 


4 - 
一 27 [3 1 tr FC — Fas)) 
1=1 


一 27(F(B) 一 FCa)) | | (1 十 fr ， 


f=1 


当 级 数 沁 发表 时 ， 可 知 DF( 右 )=o| logG1+D> 二 ,0<t<11 


nel 


完全 类 似 地 ， 当 0 < 右 <1，]] (1 一!)= 0 时 ， 则 有 D-F (5 


= 0 ， 就 这 两 个 结果 而 言 ， 只 要 i 芭 1. 为 正 就 够 了 . 


其 次 考虑 一 点 xX = pt 其 中 x ;= 0 或 x 二 1， 而 且 对 于 无 
限 多 个 大 来 说 ， 每 个 值 都 击 以 出 现 ， 这 就 是 说 ，x 不 是 二 进 有 理 


数 ， 对 于 每 个 4， 有 唯一 的 1 ， : 命 0,= 二， 
,一 革 本 其实， 这 些 数 由 下 式 给 出 
! — _ — 2 
a 2 -< 十 … 二 二 十 


我 们 来 计算 -EC 一 EC ， 如 果 思 一 0， 那么 cu= as-i， 并 且 
2 
as 十 O ] 
2 


| 


1 
P=0s- :十 -5 一 


如 果 X, 二 1， 那么 p= 二 B,-1， 并 且 


cc 一 cs- 十 去 = tt, 1 
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FC(P.)— F(a,) 
1 
WA 


1 —t, 
=2"{— F.C0,. 1) 


十 一 TF 1B 1)— Pos-1)) 
=2"{ " CF, 1B. 1) F101)) ' 


在 第 二 种 情况 下 ， 把 上 式 中 因子 二 二 所 换 成 二 于 所 ， 由 此 对 于 所 有 
nn, 便 成 立 | 


FC(P,.)— F(a.) 
1 
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| 
2 (PF, 1(B,)— Fi(0,.1)) 


=…= [| (+1"). (5) 


k=1 


我 们 知道 函数 FP 是 几乎 处 处 具有 有 限 导 数 的 ， 因 此 C5 ) 式 中 乘积 对 

于 几乎 所 有 xx， 其 极限 存在 、 有 限 ， 并 等 于 F’(xX). 考察 比值 
TI C+— 1 
2 =—1+ t+19 

TT G+—D*,) 


当 且 仅 当 lim 1,= 0 时 ， 它 收敛 到 1 ， 这 样 ， 当 ix> 0 时 ， 村 
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积 | | (1 十 (一 1) 二 ) 就 不 会 收敛 到 一 个 有 限 正 数 ， 从 而 对 于 几 
乎 所 有 x，F (x)= 0. 

我 们 把 上 面 所 说 的 总 结 一 下 ， 已 知 一 个 序列 (1,)?.,， 其 值 在 
10 ,1 (中 。 我 们 构造 了 (0 , 1) 上 的 一 个 实 值 函 数 F， 它 具有 下 列 
性 质 : 


(i) FC(0)= 0，F(1)= 1，F 严 格 递增 ; 
(ii) 如果 limt, 之 1， 那 么 连续， 


(iii)》 如 果 jimt> 0 ，Y 是 ] 0 , 1 [中 的 一 个 二 进 制 有 理 数 ， 
那么 D+F(x)=co，D_FCx) 一 0 ， 机 

(iv) 如 果 lim tf 0， 那 么 对 于 几乎 所 有 XE10,1[(,F’ (Xx) 
= 0 ， 

这 样 一 来 ， 假 如 0 <lim ts 之 1， 则 FE 必 连续 、 严 格 递 增 ， 而 
有 昌 a.4 ,成 证 F' (xX) 二 0， 

读者 应 该 就 某 个 特定 数列 (1,) 比如 对 于 所 有 及， 均 取 i,= 
志 一 一 简 路 写 出 并 草 绘 的 前 几 个 带 近 式 ,， 观 察 其 结果 . : 

《18.9) 注意 (18,8) 中 的 构造 同时 证 明了 测度 论 上 一 项 奇特 
事实 ， 如 果 (1.)s- 1 是 ] 0 ,1[ 中 没有 极限 0 的 数列 ,那么 对 于 几乎 


所 有 的 数 x = >) 从 ， 成 立 


t=1 


HGa+cDxp=o 


我 们 现在 所 要 划分 出 的 一 类 函数 ， 乃 是 8 :中 函数 的 不 定 积 
分 . 
《18,10) 定义 设 了 是 定义 在 R 的 子 区 间 J 了 上 的 一 个 复 值 画 


404， 


数 .@ 假如 对 了 于 任意 z >0， 总 有 6 盖 0， 使 对 于 了 的 任意 有 限 个 
了 琐 丙 不 相交 的 开 子 区 间 所 成 的 区 间 族 {)]cs，ds(jtrei， 只 要 


Ci) > di-e)<o, 
k= 3- 
束 有 


聊 


ai) 5S ay-fedl <e 


则 称 f 在 7 上 是 绝对 连续 的 . 

《18.11) 例 (a) 定理 (12,34) 说 明了 fj(te, 中 ) 中 通 数 
的 不 定 积分 是 绝对 连续 的 ， 我 们 还 打算 证 明 ， 凡 绝对 连续 函数 都 是 
Cb) 世 ebesgue 奇 异 函 数 % 并 非 绝 对 连续 的 .我 们 可 以 把 Cantor 


三 分 点 集 也 置 于 一 个 两 两 不 相交 的 而 > (5, 一 2,) 为 任意 小 的 开 


区 间 并 【aisbi( 之 中 ， 开 拓 和， 使 当 x < 0 时 ，Wx)= 0 ,而 当 


FE=' 
tw 


x >> 1 时 ，WCx)== 1， 于 是 不 难看 出 ， 之 ($Cb.) 一 (41))= 1， 


¥= | 


从 而 尽管 之 , (54, 一 qs) 任 意 小 ， 但 对 于 充分 大 的 xn， 有 >》 (Yb 


= tm1 


1 
一 ， 一 
VCa;)) 2 


(Cc) (18.8) 中 的 函数 FF 不 是 绝对 连续 的 ， 这 可 以 很 容易 地 从 
下 商定 理 (18.15) 看 出 ， 
我 们 先 列 出 绝对 连续 函数 的 一 些 基本 性 质 . 


i 


re 


@ 应 该 记 住 根据 ( 6.1 ) 的 规定 ，J 可 以 是 开 的 ; 闭 的 或 半 开 的 ，. 
7 可 以 是 有 界 的 或 无 界 的 ， 
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《18.12) 定理 定义 在 (a,b】 上 的 复 值 绝对 连续 函数 了 在 
(ge,5) 上 必 具 有 有 限 变 差 . 
证 给 定 e 和 1， 取 6>>0 满 足 定义 (18.10 ) 的 条 件 . 设 n 
为 适合 二 > 的 任意 整数 ， 用 分 点 
4 一 X0o<7xYi<…<2XY: 一 记 
细 分 [a，5)， 使 
b—a 


Xe Xi 玫 < (=1,2,. ,1), 


由 6 的 选取 可 知 ， 对 于 所 有 kk，V 台 << 1， 于 是 


Vif = > VE ,fen 0 


(18.13) .定理 (4,5) 上 的 绝对 连续 函数 了 必 连 续 ， 并 可 写成 
Gi) f=f1—fs+il(fs—f,), 
其 中 ;在 (a,。5) 上 是 实 值 的 、 非 碱 的 和 绝对 连续 的 . 
证 如 果 了 绝对 连续 ， 那 么 f 的 连续 性 以 及 Imj 与 Ref 的 绝对 
连续 性 都 是 显然 的 事实 .对 于 一 个 实 值 绝 对 连续 函数 8 ， 记 
gS1(X)=Vs8., 


那么 
8=81~—(81— 2g), 
而 只 要 证 实 &i 绝对 连续 便 完 成 了 证 明 . 【注意 8 与 8: 一 8 都 是 非 
减 的 (17.16)， ] 
任 给 >>0， 设 6> 0 如 此 之 小 ， 使 当 责 两 不 相交 的 诸 区 间 
]ci di[ 适 合 
> (一 cD< 6 0) 


下 mm 


时 ， 就 有 
四 > lgCd,)— gCc,)| < 二 . 


让 mL1 


06，: 


设 1)co， 必 (}-: 是 满足 条 件 ( 1) 的 一 组 固定 的 两 两 不 相交 的 区 间 . 
由 于 & 具有 有 限 变 差 ， 对 于 每 个 C41 » 2 ，…， n}, 便 有 细 分 
C=a0" ai af t=d,, 它 满足 


lg—1 
vge<> |g(Ce 和 一 SCa 
j=0 
由 此 得 到 
>, lgi1Cd,)— giCc)! 
Ea1 
过 sa ls—1 
一 之 VE< 之 之 18(o 有 一 ee 人 十 三 
kel t=l j=0 
£ € 
< 了 十 了 一 


(18.14) 定理 如 果 了 是 【cyb) 上 的 一 个 实 值 非 减 函数， 则 f 
是 Lebesgue 可 测 的 ， 而 且 


(i) Jr (x)dx 人 f(b) — f(a). 


如 果 g 是 [a,b) 上 的 一 个 复 值 有 限 变 差 函数 ， 则 g' € 2 ,((a,5))，。 
证 当 x* 这 bb 时 ， 命 f(x%) 二 人 Hb) 对 于 n= 二 1，2， "及 a<X 
忒 b， 命 


fi(x 二 元) 一 Ke 
并 


nn 


闭 么 《f,) ) 是 一 个 非 负 可 济 函 数 序列 ， 并 且 对 于 几乎 所 有 *€ Yo,tt, 
limfa(X)= fo | 


.CX) 
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[参看 (17.12)]， 所 以 尹 是 可 测 的 ， 根 据 Fatou 引 理 ( 12.23 ) 以 及 
《12。.44)， 得 到 


[fr ar = 人 imyfscoaxslim | fd 


四。 + 和 -ro 


5 + 工 e+ 上 


-ln[” | fxdx—n | fxydx | 


下 


b+ 


<lim| n | BO)dx 一 天 人 Your 


是 一 0 mm 


=f(b)— f(a). 


这 就 证 明了 定理 的 第 一 个 断言 ， 由 第 一 个 断言 以 及 8 可 以 表 成 四 个 
非 减 函数 的 线性 组 合 这 一 事实 ， 显 然 就 得 出 第 二 个 断言 ， 口 

(18.15) 定理 设 了 是 (c， 刀 上 一 个 绝对 连续 复 值 函数 ， 并 
假定 在 ])c， 红 内 ave。 成 立 f CX) 二 0 。， 则 f 必 为 常数 . 

证 不 失 一 般 福 ， 我 们 假定 了 是 实 值 的 .因为 如 果 不 是 这 样 ， 
那么 分 别 考察 Ref 及 Imf 就 行 了 .要 证 ， 对 于 任意 c € Ja,6)， 都 有 
f(c) 二 f(a )， 因 此 设 cE€)a,b) ， 并 任 给 e060. 相应 于 给 定 的 
aa， 取 6G>>0， 满 足 绝对 连续 性 定义 (18。10) 的 和 条件. 命 

E={X€ aclt:f (Xx)= 0}. 
显然 14(E) 一 c 一 c。 对 于 每 个 zxEE， 存 在 充分 小 的 j>> 0 ,使 (zyx 十 站 
Cascls 并 县 
eh 


Ca " 


} fx 十 太一 Fe 之 (1) 


这 样 的 区 间 [zx，x 十 门 全 体 所 成 的 区 间 族 是 已 的 一 个 Vitali 覆盖 ， 
从 而 根据 Vitali 定 理 (17.1I1)， 便 存在 这 些 区 间 所 成 的 两 两 不 相交 
的 有 限 族 {[X,， Xi 二 hil}ieis 使 


“4 和 8 ， 


i n (Cx,s x 器 ) j<s. 


Fsti 


ACQascO) = AE LE 之 hi (2) 


Ewi 


不 妨 假定 * 1 之 X34: 之 xX 由 (2) 式 知道 ， 与 LU (Xi Xi 十 有 五 余 


的 开 区 间 ta 
Jasxils Xi 二 ThisXo Cys XT hrscls | 
其 长 度 之 和 小 于 5， 从 而 ， 鉴 于 5 的 选取 ， 便 有 


划一 】 


life) 一 fx 十 > KGxze 二 iD 一 feet 


k=l1 ， 
十 1fCx。 十 1) 一 帮 c <e. (3) 
结合 不 等 式 ( 1 ) 和 ( 3 ) 便 得 出 


ja) 一 eol < fe) — fx + 5 fx hi) —f Crir i) 


下 


十 |fCx,+h) 一 Xe) 十 六 1fCxs 十 和 ?一 大 za 
< 十 > 2 <2e. 
既然 < 是 任意 的 ， 可 见 作 ec) 二 fa). 口 
(18.16) 定理 (关于 Lebos sue 积 分 的 微 积分 学 基本 定理 ) : 3 
设 f 是 (a ,b) 上 一 个 复 信 绝 对 连续 函数 。 则 f’ € 8 .Ca,b))， 并 且 
对 于 每 个 zxE (a，b)， 成 立 


Ci) f= + | fF Cd 


证 由 (18,12) 及 (18.14) 知 道 ，f E81. 命 
.409， 


s Cx)= | Far. 


那么 g 绝对 连续 ， 并 根据 (18.3)，a.e。 成 立 g' C(x) 二 f/ (x) 这样， 
澳 数 内 一 f 一 g 也 是 绝对 连续 的 ,并 a。e, 成 并 h’ Cx) =f (Xx)—g’ (%) 
二 9， 由 (18,15) 知 道 ，h 等 于 常数 ， 因 而 对 于 任意 x € [a，b)， 


{Cx) =) tg = ht | F Ca 


一 帮 Ca) 十 | 7 (dt OD 


(18.17) 定理 设 1 是 (a,5) 上 一 个 函数 , 则 对 于 某 个 9€ 
8 (a，5b)， 函 数 了 具有 形式 


f(x)=f(a)+ | powas 


的 充 要 条 件 是 在 (a，8) 上 绝对 连续 ， 这 时 在 J]a，b[ 内 ae 成 并 
2 (x)=f’ (xX). 

证 ”这 无 非 是 (18.3 )，(18.11.a ) 及 (18.16 ) 的 摘要 . 口 

R 上 的 不 定 积分 具有 大 体 上 相同 的 特征 ， 

(18.18) 定理 设 f 是 R 上 一 个 函数 . 则 对 于 某 个 PE & 1(R)， 
函数 了 具有 形式 


Ci) f(x)= |_ wena 


的 充 要 条 件 是 ， , 

(1) 对 于 任意 4> 0， 了 在 [一 4，4) 上 绝对 连续 ， 

《2) YY2。f 有 限 ; 

(3) lim f (xX)= 0. 

证 假设 1 具有 形式 (i)， 那 么 由 (12,34), ff 在 (一 4，4) 上 绝 
对 连续 ， 而 根据 (18,1) 得 到 
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V_ef= | lp di<co 


控制 收敛 定理 (12.307 则 蕴涵 lim fx) 二 0 . 


反 过 来 ， 如 果 对 于 任意 4 六 0 ，j 在 (一 4 4) 上 绝对 连续 ， 
《 18.17 ) 则 表明 ， 当 A 为 任意 正 实数 ，x 之 一 A 时 ， 


f= D+ | Fa 
命 A 一 吕 取 极限 ， 得 到 
f(x) =1im | “perydt. (1 ) 
4 -名 -4 | 
应 用 (12,.22)，(18.17) 及 (18.1)， 得 到 
| 1f CD dat = lim | If Cl ds 
=limV-*f<V .sf<o. 


这 样 f 便 属于 8 ,CR)， 于 是 把 控制 收 化 定 理应 用 于 ( 1 ) 式 右边 ， 就 
得 出 : 


f(x)= | Cdt. 口 


就 绝对 连续 函数 及 Lebesgue 积分 而 言 ， 成 立 分 部 积分 公式 ， 
(18.19) 定理 设 f,g 是 8 1((a,b)) 中 两 个 函数 ， 命 


PFCGxz) 一 C 十 | fas, 


Gx)=B+ | ga 
则 
3 5 
(i) | Gerevart | gd ra 


。411。 


a . 了 EE ee er ee te 


= FG — Fa)G(la). 
证 不 等 式 
IFC) G0)— FOG < FN, co) 一 GO + GH, IF) — FO) 
表明 FG 是 绝对 连续 的 .所 以 FG 是 a.e. 可 微 的 ， 通 过 初等 计算 并 
得 到 
(FG)’ =FG’ T+F’G. 
根据 《 18.3 ) 知道 ，G’ =g 与 F' 二 f 都 a,e. 成 立 ; 于 是 由 (18.16) 便 
得 出 (i)， 口 
(18.20) 推 论 设 刀 5 是 (c; 切 上 两 个 绝对 连续 函数 ， 则 


(Ci) | fe 《iD di 十 | 六 (Ci7gCtDdt 


—{(b)g(b)— 帮 caD2gCa)， 
-证 这 无 非 是 借助 于 (18.177 改 写 了 (18.19)， 口 
(18.21) 推论 设 /，5g 是 RE 两 个 函数 ， 并 满足 (18.18 ) 的 
条 件 。 出 


(1i) | Kepg' Ca 十 | fF Waa 


一 | fF wat : | (dt 
=lim f(x).: lim g(xXx), 
证 在 (18.20.i) 忠 当 co 一 一 ce，b2 一 ce 时 取 极 限 . 日 
(18.22) 注 意 另 一 个 著名 积分 公式 是 换 元 积分 法 的 基本 公式 
| 
Ci) | fay= [WC Cx) dx, 


其 中 了 是 Riemann 可 积 的 ，92 是 (2 (4)， -1C8))=(a, DE 
具有 正 连 续 导 数 的 函数 ， 其 实 ， 成 立 一 个 更 一 般 的 公式 ,，〈 i ) 只 是 
它 的 很 特殊 的 情况 ,要 证 明 这 一 公式 ， 看 来 最 方便 的 途径 是 援 用 
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Lebesgue~Radon-Nikod$m 定 理 (19.24), 所 以 我 们 延迟 到 (20,4) 
来 做 这 件 事 ， 这 里 我 们 继续 讨论 有 关 绝 对 连续 苯 数 的 某 些 细节 一 一 : 
《20.4) 和 (20.5) 要 用 到 这 些 事实 ， 

(18,23) 定理 设 9 是 [a，4b) 上 一 个 复 值 绝对 连续 图 数 ， 对 
于 {Xx，yjC(la,b)， 命 

olxX, y=sup{ IP)— PN) :az Ex 

则 对 于 任意 6 >>0， 有 6>0， 使 对 于 [o， 刀 的 任意 有 限 个 两 两 不 
相交 的 开 子 区 间 所 成 的 区 间 族 {]ce， east 只 要 


(i) NY Cd—es)<6, 


就 有 


Ew 


(ii) > orciydi) <e. © 


证 ”由 于 函数 9 连续， 区 间 [c;,，di) 又 是 紧 的 ， 因 此 不 难看 
出 ，。 (cis di) 必 含有 两 点 二 及 vi， 满足 or<<vi {Pu)— V0)| 一 
oC, de), 既然 


>, (VV,— WU) < >, (di—ci)<0, 


Lisl Enl | 


由 《18.10.ii) 便 立 即 得 出 (ii2， 日 
考虑 到 定理 (20.4)， 我 们 需要 引进 另 一 个 定义 . 
(18.24》 定义 设 8 是 一 个 肖 数 ， 有 定义 域 (a，5) 己 R 及 值 域 
[wa ,8B JCCR， 如 果 对 于 任意 Cla,， 65], 只 要 儿 E) 一 0，。， 就 有 
14(g(E))= 0 ， 就 称 5 是 一 个 NN 函数 ， 或 称 5 满足 条 件 N. 
(18.25) 定理 设 9 是 一 个 连续 的 有 限 变 差 函数 ,并 有 定义 域 


@@ 这 样 一 来 ， 在 绝对 连续 性 定义 中 ， 我 们 就 可 以 用 看 来 更 强 的 条 件 
(18.23.ii ) 来 代 趟 条 件 《18.10.ii ) 。 

全 这 个 术语 以 及 这 一 概念 本 身 ， 是 由 N.N。.Luzin(1915 年 ) 提出 
的 ， 他 曾 把 这 一 性 质 看 作 是 亡 谓 “ 零 条 件 ”. 
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[a，6)CR 和 值 域 ([a，BI]CR， 则 9 是 NN 函数 的 充 要 条 件 是 9 是 绝 
对 连续 的 .中 

证 假定 9 绝对 连续 ， 并 且 4CE)== 0 。 设 :是 任意 正 数 ，6 如 
(18.23) 所 说 ， 由 于 4C9ta,b}) 显 然 为 零 , 所 以 不 妨 假 设 EC a,bl. 
取 )a,b( 的 一 族 两 两 不 相交 的 开 子 区 间 {)cs， dil}?。1， 使 EC 


U Jcisdsl, Sao)<s. 根据 (18.23 ) ， 对 于 任意 加 


ke kml 
都 有 
S olcisdi)<e, 
E21 
从 而 
» Qolcis di) Se. 《1) 
tol 
自然 成 并 


CE)c9( U) Jcis dt )= () pc dil). (2) 


同时 ， 显 而 易 见 

ACPO crsdiC)) = AC9 (cdi))) = 0 (cr ds), 
所 以 由 (2 ) 和 (1 ) 推 知 ，4C9(E)) 过 2， 茎 然 2 是 任意 的 ,那么 
A4(9(B))= 0 ， 就 是 说 ?是 NN 函数 . : 

必要 性 不 象 充 分 性 那么 明显 。 假 设 92 是 和 函数， 而 假定 2 并 不 

是 绝对 连续 的 ， 根 据 (18.232， 有 一 个 正 数 so， 使 得 可 求 出 一 个 序 
列 

{ectsd3 ,cr 9d1 (=D, 


(cd 9]c 2 ， 本 一 
QD 本 定理 是 由 Banach 提 出 的 CFund.Math. 7 ，225 一 23641925734 
这 里 提供 了 其 原始 证 明 。 
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Ac dr Cs"* 9 ]C 9 df" "(}=B, 


具有 下 列 性 质 ， 第 一 ， 构 成 各 个 多 ,的 区 间 是 两 两 不 相交 的 ， 第 二 ， 
对 于 一 切 m， 成 立 不 等 式 
ls 


> velc sd 1 Peo 


pe 《3 ) 
] ls : 

” NA 他 ‘和 : 
>, > (Cad + 一 Ct )<co， 《4 ) 


n=] kai 


对 于 每 个 hn， 以 及 对 于 》 € {2,B)， 命 N,.(》) 等 于 多 ,中 与 p97!(1y)) 
有 非 空 交 的 区 间 }cf"”，di "(的 个 数 ， 由 于 区 间 }cf”，d{( 是 两 
两 不 相交 的 ， 所 以 显而易见 

N.Yy)<r(y); (5) 
这 里 ?是 9 的 Banach 指 标 ， 已 在 (17.34) 定 义 过 ， 不 言 而 喻 ， 


内 
一 之 <ep(] cn d "Cc). 


由 于 9 C (cf")， di" ) 是 闭 区 间 ( 其 测度 为 aoCef"， d8)]， 和 而 
(CPOet YD?，d4"70) glet"，d!) ) 又 至 多 含有 两 点， 所 以 
N .是 Borel 可 测 的 〈 各 ) ， 并 且 


人 weconozy= 六 OD > ¢6) 


kw1 


设 4 是 集 {y: yC (&,p), limN。 (y) 三 0)。 命 41 一 {?EC4:22 一 co ， 
根据 题 设 ， 九 然 9 具有 有 限 变 差 ，" 便 属于 Ri((asB))， 从 而 
:445 ， 


454) 一 0。 试 考察 任意 一 点 yoE A 4;， 在 [a，5) 中 存在 一 个 点 
序列 (Xn ;27-， 《ni 之 ns 之 …* )， 满足 
ln, 


ME 之 Jel dnD(, Pxn))=yo 


t=1 


《 1 一 1，2，*… )， 由 于 y。4 41， 那 么 仅 有 有 限 多 个 点 x"; 是 不 

同 的 ， 从 而 在 无 限 多 个 集 | ) )c652，z6 [中 存在 一 点 ze € [4s5)， 
使 p(x0)=yo， 记 

5 一 人 U 

Fel ee 了 


很 明显 xuoGE， 由 (4 ) 式 及 (10.15) 推 出 4(E)= 二 0, 既然 9 是 NN 也 : 
数 ， 便 得 到 4C9(E)) 二 0， 因为 前 面 已 证 实 了 9(C(E) 忆 4 站 41， 记 
以 


1 
U ras 。 


k=e1 


iCA)=A(AN A’)= 0. (7) 
和 4 的 定义 及 C7 ) 式 表明 ， 对 于 (a，B) 中 几乎 所 有 的 y， 有 limN,(y) 


”二 0， 既 然 N, 志 ?”，vE€ 81([a，P))， 所 以 由 Lebesgue 控制 收敛 
定理 (12.24) 便 推出 


: im { NGoez= 0. (8 ) 
因为 (6 ) 和 ( 8 ) 相 矛盾 ， 这 就 完成 了 证 明 . 口 
下 饮 说 明 ，( 18。.25 ) 中 9 具有 有 限 变 差 的 假设 是 必 不 可 少 的 . 


(18.26) 例 试 考 虚 任意 区 间 (a; 5) 以 及 [a，5) 的 含有 asb 两 
点 的 一 个 完全 的 无 处 称 密 子 集 Ff， 测度 4CF) 可 以 等 于 零 或 正 数 ， 把 


开 集 (a，Db) 站 写 或 【Ja,，5,(， 其 中 区 间 Ja,，b,( 两 两 不 相交 ， 


保本 了 


并 可 按 任意 次 序 枚 举 ， 命 ,一 云 (as 十 b)， 并 设 (4,)*.1 是 有 极限 零 
的 一 个 正 数列 ， 在 l(a，5) 上 规定 函数 8 如 下 ，; 
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g(xX)=0, EF, 

g(c)=t, (n=1,2,."); 

g 在 [csscJ 和 [cp 内 是 线性 的 
(n=1,2,.). 


不 难看 出 8 是 连续 的 。 还 不 难看 出 V3g= 2 > 有 证 明 这 两 件 事 


Ew 1 


留 给 读者 . 为 了 看 出 8 是 NN 消 数 ， 试 考 察 满足 14C(E) 二 0 的 任 意 一 
个 集 EC-[a，5)， 利 用 《2.15,i ) 得 到 


g(E)=g(ENF)U (| gEN ya,bil). 


k=-1 


既然 8 和 在 (ai， ci 上 和 [cb p 上 是 线性 的 ， 所 以 显然 有 
A(gCEf jarsbl))= 0, 
从 而 : 


4(Cg(CE)D)<400)) 十 > ACg(EN)aisbit))=0. 


k= 


但 当 > 4 二 oo 时 ， 8 肯定 不 是 绝对 连续 的 ， 因 为 它 具 有 无 限 变 


差 ， 

(18.27) 讨论 我 们 举 (18,5) 的 一 个 著名 应 用 实例 来 结束 本 
节 ( 实 际 上 正 是 考虑 到 这 一 应 用 ; 才 促 使 Lebesgue 来 定义 Lebesgue 
集 《18.6 ) )， 试 考察 函数 JE 81(( 一 TX，X]) 及 其 Fourier 系 数 
f (24)(16.33)， 唯 一 性 定理 (16,34) 告 诉 我 们 : 了 由 定义 在 Z 上 的 
冰 数 了 所 确定 [当然 指 的 是 作为 &:(( 一 mo 7] ) 的 一 个 元 素 }. 这 个 
定理 遗留 下 一 个 未 论 及 的 问题 ， 那 就 是 究竟 怎样 由 了 来 重新 构造 
了 了。 这 一 问题 是 很 重要 的 ， 不 仅 由 于 其 本 身 的 理论 需要 ， 而 且 着 眼 
于 物理 、 化 学 以 及 工程 技术 等 方面 的 应 用 亦 是 如 此 ， 因 为 诸如 从 光 
谱 学 ,多 射线 分 析 等 等 问题 所 得 到 的 数据 无 非 是 一 些 函 数 的 Fouri~ 
er 系数 ， 而 这 些 函 数 却 是 人 们 需要 确定 的 . 
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ee 


有 


设法 从 子 回 到 于 ， 其 最 简单 易 行 的 途径 ,是 借助 于 了 的 Fourier 
级 数 ， 其 部 分 和 定义 为 


(GD) ssf)= SD 于 (DexpGkx) n=0,1,2,°"). 


为 了 把 (i) 式 以 及 有 待定 义 的 其 他 一 些 表达 式 改写 得 简 短 些 ， 我 们 
在 整个 数 直 线 尺 上 根据 周期 性 来 定义 了 : 

Kx 二 2kr) 一 攻 x)，xE[ 一 moreEZ. 
(对 于 jE 8 1(( 一 5，7)) 来 说 ， 数 依 f(7) 无 关 紧 要 ，】 

于 是 得 到 z 


(Gii) sfl2)= BD | fexp(—ikt)dt explikx) 


27 
[村 和 


= | | > explikCx—1)) | 


下 二 一 关 


-去 [elY cd 


k= 一 外 


[读者 应 验证 (ii) 中 末尾 等 式 ，) 利 用 初等 方法 可 证 


EG DN 


(iii) BD expCiti)= sin(T 1) 


| 六 . 
: 2n 十 1， exp(i1t) 二 1. 
Ciii) 式 所 定义 的 函数 叫做 Dirichlet 核 , 记 作 D,( t )、 这 样 就 可 记 ， 
Gv) sft)= | fx—DDCd. 


就 不 少 函数 来 说 ， 序 列 s,f 实 际 上 确 是 收敛 于 f 的 .@ 但 对 另 一 些 函 


关于 这 一 事实 的 详尽 讨论 ， 乃 至 整个 三 角 级 数理 论 ， 最 适宜 的 入 
门 书 无 疑 是 Zyg mund 的 经 典 著作 «了 Trigonometric Series > 
[两 卷 ，Cambridge University Press,，1959]。 
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数 却 并 非 如 此 ， 为 了 由 了 重新 构造 了， 我 们 仿 效 Fejtr@ 的 做 法 ， 
来 取 部 分 和 (Ci) 的 算术 平均 ， 因 此 定义 : 


(v) ofCx)=— CgofCx) + si f(r) tt sf CY)) 
站 十 1 


= > (1 _ | ) f Chexplikx). : 


Fe 


利用 (iv)， 记 . 
sl1 pf 1 
(v1) oftx)= | for 1) | -二 了 CDo lt) 


十 DCD 十 … 士 DCD) ar. 
(vi) 中 表达 式 (…)] 册 做 Fejer 核 ， 记 为 K,( t ); 不 难 证 明 
(vi1) 
1 
| sin(FCnt+1)t ) ] 
,so 
| 1 本 
天 (1) 一 ， sin( 立 + ) 


ntri,. sin(s 1 )= 0. 


读者 容易 验证 以 下 结论 : 
(viii) K.(—t)=XK,(t); 
(ix) 0 Kt)Rn+1; 


1 [(* 
(x) 2x | KopDat= 1; 
因为 sin(9)> 才 9 (0 过 9 过节)， 所 以 
了 52 \ 
(xi) KA(DEIIN? 0 <H<r,|. 


ee 


(ODL,Fejér (1880 一 1959 ) 是 一 位 卓越 的 匈牙利 数学 家 。 
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由 (xi 显然 可 推出 i 
(xii) lim | xper= 0， GE]0,rf 


我 们 的 第 一 个 反 演 定理 是 基本 定理 . 

(18.28) 定理 设 2 为 实数 ,1I 委 DB<co, 并 设 了 是 [一 fr， 
zj 中 一 个 函数 ， 则 

LD lim | f—o,fh ,= 


证 ” 作 一 辅助 函数 g， 当 D>>1 时 , 它 是 8， 一 rz，z]) 中 授 
合 上 g1 < 委 1 的 任意 函数 ,而 当 p= 1 时 ， 则 为 恒 等 于 1 工 的 函数 。 然 
PE | -7 


下 | et) of) ear 


ee 
pr 


二- | (oo 去 - | KC dt 


1 并 
-二 -| f(x KC dt) gc dx 


< 


| | \fCx) — fx—t)| IC KC dtdx.0 


C1) 
我 们 应 用 后 文 Fubini 定 理 (21,13 ).:( 自然， 证 明 Fubini 定 理 时 并 
不 依靠 本 定理 ) 来 改变 ( 1 ) 中 末 屁 表达 式 的 积分 次 序 . 这 个 表达 式 
成 为 


i | | [fx 一 fx 一 D lgCx) dxK.(t)dt. (2) 


i 


现在 对 ( 2 ) 中 的 内 积分 应 用 HSlder 不 等 式 (13.4。ii 》: 


1x) 一 帮 x 一 切 | IgG dxs 委 f 一 大 Te 和 


Q@ § 21 取 证 明 这 一 累 次 积分 是 完 金 确定 的 . 
" 420.: 


ww 


委 | /一方 ， C3 
回 到 C1 ) 便 有 


1 “ 
Di | et) orf) gr ds 


:| yds 


,+ 去 |] 
2 二 lit 1» 


<sapfTf 一 古国 < 二 | Kd 


1 rt- 


一 1 
Ms, 
9 


三 一 


+21f1 |, Kd. 4) 


由 《13.24) ， 只 要 6 充分 小 〈4 ) 中 的 上 确 界 就 可 任 意 小 ， 而 由 
〈18.27。xii )， 不 论 6 如 何 小 ， 当 ?一 ce 时 最 后 一 个 表达 式 的 极 限 
为 零 。 这 就 是 说 ，(4 ) 中 第 一 个 表达 式 可 任意 小 ， 只 要 nn 充分 大 就 
行 。， 由 此 ， 根 据 (15,1)， 便 推出 


lim | f—o,fi ,=0 (p>1). 


当 P 二 1 时， 利用 ( 3 ) 并 进行 重复 论证 ， 其 中 作 地 显而易见 的 或 变 
就 可 以 了 ,， 口 @ 
通过 (18.28)， 引 在 逐渐 引 向 远 为 微妙 的 事实 ， 即 o,f 不 仅 “ 依 
测度 ”《 也 就 是 依 & 范 数 ) 收敛 到 f，。 而 且 还 点 访 几 乎 处 处 收敛 到 
了 
(18.29) 定理 (Lebesgue) 设 了 是 IC 一 z，7]) 中 一 个 
数 。 则 当 x 属 于 三 的 Lebesgue 集 时 ， 就 有 


人 曲 当 户 >1 时 ， 甚 至 还 得 到 | -ssf i， 一 0。 证明 这 一 事实 要 难得 多 
了 ， 这 在 Fourier 级 数理 论 所 获得 的 引人入胜 的 精致 结 果 中 是 具 
有 代表 性 的 。 参 看 Zygmund 的 上 述 引 文 ， 第 七 章 ， 定 理 (6.4). 
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。 NE 
a 


(i) limo,.f(x)= fCx). 


证 为 简便 起 见 ， 把 f(x 十 站 十 人 x 一 引 一 2 的 x) 记 作 P(X, 
还 规定 z z 


DX,t)= | I\W Cx ,0)| di 
并 把 数值 Cx， 人 D 记 作 a ， 定 理 C18.5) 表 明 , 当 t 一 0 时 ,B(x,1) 


一 0《x 属 于 ff 的 Lebesgue 集 !1 ) 任 给 EE 二 0， 取 a>0， 
使 当 1t1 委 c 时 ， [ecx,o|<。 然后 利用 (18.27。xi)，* 选 取 整数 


no> 过 ， 使 


当 和 nFn tCA 时 IKCt)) < -二 (1 ) 
注意 到 
1 
当 n 之 no 时， n D(x, 7 )<e. (2) 
不 难看 出 


of C4)—fHx)=— | GxtK dt, 
27 Jo0 


由 此 
27 |o,fCx)— f(x)| 


< | IPCx,t) KCt) dt 
了 心 
1i/% 全 
= | ipCx,i) KC dt 十 | IPCx ,2) IK,.Ct) 4d 
0 l/s 
十 | 19(CxY yt Kt dt= S++ 5,. (3) 
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现在 设 n 之 ro， 就 5 来 说 ，( 1 ) 式 蕴涵 
S< | 12(x yi)| 一 下 TU 入 一 一 -1 -一 ao<ce (4) 
根据 (18,27.ix) 及 ( 2 )， 得 到 
51 全 IOKx yt (ni+1)dt= (n+ Do(7) 
<2n9 (it)<2, (5)- 
利用 (18.27,xi)， 得 到 


Ss ac | 12Cx， i) Kt) di < |. ecD13T 一 dt, 
现在 应 用 (18。 19)， 这 时 


g(t)=—2t ", G(t)=n’ 十 | gu du= 1?, 


| Ip(Cx,t)| t di— Dx,0)0*—® ( >， L)n: : 


十 2 | Beesat 


出 此 
Tz: 
Si D(X,0) | 2 人 Dr DiTsat 
nT? 2 
< 大 7 十 1 z+ 上 | Dx, tt dt 
. <niet+S,. 
最 后 有 


_27” (” ., 
5 n 二 1 | 2 at 
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= nti | ni nt 2 
从 而 
Ss <Trye 十 2733 一 89354e. (6) 
关系 式 ( 3 )，(4 )，(5 ) 及 (6 ) 表 明 ， 当 nn 之 no 时 ， 
2r lo,f(x)— f(x) <3et+ 3x ?e333e, 口 
(18.50) 习题 设 E 是 R 的 一 个 可 测 子 集 ， 它 满足 ， 就 某 个 正 - 
实数 6 来 说 ,不 等 式 A4CE 站 1) 之 64(7) 对 于 任意 区 间 TCR 都 成 立 。 试 
证 E' 是 零 测度 集 ， 【利用 (18。2).。) 并 说 明 对 于 某 些 不 可 测 集 上 述 断 
定 不 成 立 ，[ 利 用 (10.43)。) 
(18.31〉 习题 试 求 (0,1) 上 的 一 个 实 值 绝对 连续 函数 ， 它 
在 区 间 上 不 是 单调 的 . [构造 一 个 可 测 集 4C(0,1) ， 使 对 于 任意 
区 间 TC(0,1)] ， 有 441nD>0，4C4nD>0. 这 里 可 利用 
Cantor 型 集 (6.62)、 然 后 求 所 一 上 的 积分 。 ] 
(18.32) 习题 设 有 正 实数 c， 在 (0,1) 上 定义 函数 思 为 
f.(0)= 0,， 
fa(X)=X cos(x™1) (0<x1). 
(规定 x“ 为 exp(Qlog(x))， 其 中 log(《X) 为 实数 ，】 
(a) ”a 为 何 值 时 ，f。 具 有 有 限 变 差 ? 
(b) a 为 何 什 时 ，f. 绝 对 连续 ? 
(c) a 为 何 值 时 ，f。 在 0,1( 内 具有 有 限 导 数 ， 并 在 0 具有 有 
限 右 导数 ? 
(18.33〉 习题 〈a) 设 是 (a,b) 上 一 个 连续 复 值 的 有 限 变 
差 函数 ， 假 定 对 于 任意 c<，a 达 c 过 6，f 在 (a,c】 上 绝对 连续 ， 试 证 了 
在 (a;b) 上 也 绝对 连续 
(b》 试 说 明 ， 对 于 某 些 在 (a,5) 上 连续 ， 并 在 (a,b] 上 具有 
元 限 变 差 的 函数 ，(a) 小 题 不 成 立 . ~ 
《18.34) 习题 试 证 明 以 下 断言 ，(a,5) 上 一 个 复 值 耳 数 属 
于 8ip ,((a，5)) [参看 (17,31) 中 的 定义 ] 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任 
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意 s> 0 ， 总 有 6> 0 ， 使 对 于 [a， 电 的 子 区 间 所 成 的 任意 有 限 @ 序 
列 《 (ai bi)) 1 只 要 成 立 


> (一 20D<6， 


《下 


就 成 立 不 等 式 


> fc) — fa <e. 


就 是 说 ，f- 是 “可 交 释 绝对 连续 的 ” 《absolutely continuous 
with overlap permitted ). : 

(18.55) 习题 设 f 是 G6"((a， 站 ) 中 一 个 非 碱 函数 , 命 B= {xX: 
a 夺 X<<b，D'*f(x) 二 0}， 试 证 了 绝对 连续 的 充 要 条 件 是 4 (1(E)) 
二 0 . (利用 (18.25) 及 (17.25).) 

(18.36) 习题 设 f 是 (a，b) 上 一 个 复 值 函数 . 试 证 :f 在 (4, 站 
上 绝对 连续 的 充 要 条 件 是 在 8ip1C(a，5)) 中 存在 一 个 通 数 序列 
C3.1， 使 VCf 一 fy 一 0，( 和 如果 下 绝对 连续 , 则 命 有 (x) 一 |”g， 
(D4di, 其 中 当 1f (9| 二 n 时 ，8,(01)= 二 fF G4) ,其 余 情 况 下 g,(1)= 二 0。】 

(18.37) 习题 设 g 在 (a，b) 上 绝对 连续 ，(2,，PB)=rng g,f 
在 (ag，PB} 上 绝对 连续 . : 

(a) 试 证 fo 8 在 l(a,5) 上 绝对 连续 的 充 要 条 件 是 fo g 在 [a，5) 
上 上 是 有 限 变 老 的 . 【利用 (18.257， j 

(b) 试 举例 说 明 f o 8 不 一 定 在 [a，b】) 上 是 绝对 连续 的 . 

《18.38〉 习题 设 f 是 定义 在 闭 区 间 [a,B) 上 的 复 值 冰 数 ， 试 
证 FE&Ripy:(Cc,p)I) 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 闭 区 间 (o， 纪 以 及 对 
于 dom 8 一 [ay b) 和 rng gCla, p) 的 任意 绝对 连续 函数 8， fo8 
在 (a，6b} 上 绝对 连续 . 

(18.39) 习题 〈a) 试 求 一 个 严格 递增 函数 f€ @ "CL0,1))， 
适合 条 件 ， 存 在 [0 , 1 ) 的 一 个 子 集 4, 使 14(4) 一 0， 4( 帮 4)) 


@ “有限 ” 二 字 是 译 者 加 的 .一 一 译 者 注 
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二 1 . 【利用 (18.8)， 

(b) 试 证 ，GE"([a,5)) 中 的 函数 f 把 每 个 可 测 集 映 满 一 个 可 
测 集 的 充 要 条 件 是 f 是 入 函数 .( 提 示 。. 如 果 f 是 N 函 数 .而 4 是 可 测 集 ， 
就 把 4 写成 一 个 o 紧 集 加 上 一 个 零 测度 集 ， 如 果 f 不 是 NN 函数 ， 可 应 
用 (10,28)，) 

《18.40) 习题 通过 特殊 选取 (18.26) 中 的 数 !,， 可 以 发 现 一 
些 函 数 具 有 很 特别 的 性 质 . 

(a) (Ruziewicz~Saks)，F 如 (18。.26) 所 设 ， 根 据 F 的 构造 ， 
很 明显 的 是 ， 对 于 任意 4， 区 间 族 {(a1，b1)，…，(a,，5,) 是 两 两 


不 相交 的 ， 命 o. 是 形成 集 Ca， 站 (Uas，5b4) ) 的 Ca， 中 那 
些 开 子 区 间 的 长 度 的 极 大 值 , 显而易见 1imCb。 一 a,) 二 0， 既然 无 
处 稠密 ， 通 过 简单 论证 便 知道 limP, 二 0. 在 (18.26)g 的 定义 中 ， 
命 h 二 二 《bh 一 0s ) 十 Ps， 则 g 在 F 的 任何 点 都 没有 有 限 导数 。 这 
样 ， 当 4C(F) 汪 0 时 ， 便 有 一 个 NN 函数 ， 它 在 一 个 正 测度 集 上 不 存在 


”导数 .( 提 示 . 先 证 明 如 果 g 在 XE€F 可 微 ， 那 么 g(x)== 0 ， 然 后 证 明 


当 xY 一 4 或 * 一 庆 时 ，g 的 导数 非 零 . 对 于 其 他 点 xEF 以 及 对 于 每 个 
指标 ny 在 区 间 Jais bi (，… ,Jass bs ( 中 有 一 个 区 闻 )a; ,， bicnl 
相距 x 为 极 小 中 坎 《时 然 这 笠 的 区 间 最 多 有 网 >， 一 想 便 知 
limj(n)= cc， 而 且 


"一 |x— cs 一 ojo 十 了 » 2 Cb , —ayn))s 


又 有 limciw 一 x*。 由 此 得 到 


glCicn)— SX 
jc 一 MX 


1 者 
BCbicw— GQ jn)) 十 Pj 
bi a)— Oj)) + Pjicn: 
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这 表明 或 是 D' gC(x) 之 1 ， 或 是 D_g(x) 忒 一 1 。 这样 一 来 ，g 在 F 
上 处 处 不 可 微 ，) 


(b) 假设 1CF)>0. 试 证 > ps=so. 【假如 之 Pi 有 限 ， 那 


么 g 就 会 具有 有 限 变 差 ， 并 儿 平 处 处 可 微 ，1 
(c) 考 典 Cantor 三 分 点 集 PC(l 0。 1 )， 沿 昨 (6,62) 的 记号 ， 
依次 序 


了 Ti,1， 了 2 15 72,2， 13a,is 7s,2， Ts,s, Ts,s49°"°, 了 1 9 ”9 7 2 


写 出 它们 的 余 区 间 . 计算 和 数 > pt， 这 里 2: 象 (a) 那 样 定 义 . 
试问 这 一 结果 为 什么 与 (b) 并 不 了 矛盾? 
(18.41) 习题 本 题 要 稍微 费 点 事 ， 不 过 ，(d) 小 题 的 结果 是 
太 优 美 了 ， 我 们 希望 读者 都 能 认真 完成 它 ， 本 题 中 闭 区 闻 La，b1} 是 
(a) 设 4 是 (a,5) 的 一 个 测度 为 0 的 子 集 。， 则 在 (a,5) 上 存在 -一 
个 绝对 连续 的 非 减 函数 ， 使 对 于 住 意 X€ 4，Y ‘(Xx) 二 2. (提示. 
设 (U,)"- ;是 4 的 一 个 递减 的 开 超 集 序列 ， 并 且 4(U.)<2…， 命 ?， 


一 > Eu, 9 一 lim9，- 验证 9? € © 1((a, DID)， | vowa<1. 命 


t=1 


% (xz) =| oDas px) 二 | .9.0Ddi. 如 果 x€ 4,Czsz 十 月 CD 


那么 
pa 
于 是 (x) 二 ;对 CX) 可 作 类 似 论证 ，)】 
(b) (A.Zygmund) 对 于 fE CE'([a， 四 )， 规 定 
E= {XxX:a<x<b, DIf(x)< 0}. : 
假设 人 HE) 不 包含 区 间 . 则 f 是 非 减 的 (提示 ， 倘 营 fCc)f(d)， 其 
中 a 所 c 芝 db， 则 任 取 yo € fCd)，f《e)[， 并 规定 x。 为 suptx'! ce 
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Xd，1(X) 之 yo}， 证 明 f(xo) 二 》o， 进 而 证 明 D!'f(xo) 守 0. 由 
此 推 知 1(F) 忆 )f(4d)，f(c)[(， 与 题 设 了 矛盾 .】 

(c) 设 有 任意 1 € G6"((a，5))， 假定 DD,f 在 (cy 8 上 几乎 处 处 
非 负 ， 同 时 假定 集 B 二 {Xx:xXE {a，b(，Dif1(x)== 一 吕 ) 是 可 数 的 ， 
则 f 是 非 减 缴 .， (提示 . 命 z 

A 二 {xX:XElJa，b(，D!*fC%) 或 Df(x) 为 负 并 有 有限), 
对 于 集 4 来 说 ，Y 如 (Ca) 小 题 所 设 . 命 
oxX)=Y(xX)+x, g=f+eo, “ 
这 里 e 为 下 数 ， 证明， 当 x€ 4 时 ，D+*g(xz) 一 cc， 当 xE4 们 B 时 ， 
D+*g(x) 为 正 ， 所 以 ， 集 B= {x:D'*g(X) 祈 0) 食 在 可 数 集 B 中 ， 相 
应 地 g(E) 可 以 不 包含 区 间 ， 由 (b) 小 题 知道 ，g 韭 减 ， 踊 然 e 是 任 意 
的 ， 所 以 也 必定 是 非 减 的 ，】 

(d) (主要 结果 ) 设 f 是 GC (a， 踢 ) 中 一 个 驳 数 ,假定 f/ (Xx) 
除去 在 la，5( 中 x 的 一 个 可 数 集 上 之 外 是 丰 在 的 ， 并 且 有 限 ， 又 假 
定 产 ERICc， 轨 2， 则 


f(x)— f(a) = | if a (a<x<b), 


特别 说 来 ，f 是 绝对 连续 的 ，[ 证 明 概要 如 下 ， 考 虑 f € &"((a,5))， 
因为 复 值 情 况 显然 是 这 一 情况 的 开拓 和 ， 对 于 每 个 正 整 数 x， 规 定 


gs—=max{f ,—n}, f.(X) 一 | ga 
应 用 (12.24)， 证 明 
limf (= | fr Wat. 
DCf,.—f) x)=, (xX)—f (Xx)= L(x) ¥ (x)>0. 


人 ~- f ,C(xX) > | 


CMadte mm 
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可 以 看 出 D,(f, 一 站 (x*) 大 于 一 吕 ， 只 在 可 妆 集 -一 一 在 其 上 f/ 不 是 有 
限 的 或 者 不 存在 一 一 是 例外 ， 由 (Cc) 小 题 知道 1, 一 1 非 减 ， 于 是 

f(xX) {Xf a) 1a)= fu), 
从 而 | 


{if 01= limh Cx) 2H) fey, 


用 一 / 代 赫 为 使 末尾 不 等 式 变 成 反 向 不 等 式 ，】 
(18.42) 习题 设 在 (c， 妨 上 国 数 / 定 义 为 


x2sin(x 2:), 0<x 委 1 
1(xz) 一 { 
0, X= 二 人 0. 


试 证 : j 在 0 ， i1{ 的 所 有 点 都 具有 有 限 导 数 ， 并 且 (0) = 二 0。 但 
fC1(0,1)), 试问 ，f 在 (0 ,1) 上 是 否 绝 对 连续 ? f 在 (0,1) 
土 是 否 是 有 限 变 差 的 [比较 (18.41,.d), 通过 本 例 就 产生 了 以 
下 间 题 ， 如 果 f 是 (a，05) 上 的 连 绪 了 浮 数 ， 并 且 f’ 在 ja，b[ 内 处 处 为 有 
限 ， 但 ff 并 不 属于 81({a， 中 )， 那 么 ， 究 竞 怎 样 由 /来 重新 构 造 f 
呢 这 个 问题 可 利用 Denjoy 积 分 来 解决 ， 而 后 者 正 是 为 此 目的 创造 
出 来 的 ， 读 者 如 想 了 解 这 一 积分 以 及 比 Lebesgue 积 分 更 为 一 般 的 
其 他 积分 的 细节 ， 请 参看 SaksD.。)】 

(18.43) 习题 上 是 函 数 的 积分 表示 试 证 以 下 命题 ， 设 了 是 玉 
中 一 个 开 区 间 ，f 是 I 上 一 个 实 值 函数 ，f 是 师 函 数 的 充 要 条 件 是 在 1 
上 有 一 个 非 减 函数 8 及 一 点 c< EI， 使 得 


fCc)+ | ewa ze 
f(x%)= 
le- | ca X<<e. 


DS.Saks，7Theorg of the 1niegral， 第 二 版 ，Moraografie 


Matcmatyczne, Warszawa™ tweaw, 1857. 
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(充分 性 部 分 只 要 把 (13.35) 稍 作 开 拓 就 行 ， 至 于 必要 性 部 分 ， 可 一 
并 考虑 (17。.37.b)，(18.16)， 以 及 (17.37.a)，】 

(18.44) 习题 设 / 是 定义 在 RE 以 2r 为 周期 的 复 值 函数 ， 并 
目 f€ 2 1.(( 一 x， zw))、 假 定 f 在 a, 的 各 点 都 连续 ， 试 证 (0,.1)?.， 
在 (a，b} 上 一 致 收敛 于 f. (利用 一 致 连续 性 及 Fejer 核 ， 参 看 (18. 
29 ).) 

(18.45) 习题 试 利用 一 致 有 界 性 原理 证 明 : 存在 一 个 定义 
在 R 上 的 以 2z 为 周期 的 实 值 连续 函数 ， 其 Fourier 级 数 在 0 处 发 散 
(全 

B={f€E GCC 一 zT]): 大 一 并 ) 一 用)). 
那么 按照 一 致 范 数 ， 争 成 为 一 个 实 Banach 空 间 . 对 于 每 个 zE N， 
规定 TT,， $B 一 尺 如 下 . 


Tf= s.1(0)= 


1 
7 


他 
A 


其 中 记号 与 (18,27) 一 样 ， 证 明 对 于 每 个 "，T,€ $$*， 并 且 


| _ fp 


_ 1 (i 
1T, | 一 -ff | ID,Ct)1 dt. 
然后 证 实 lim | 7, | 二 oo， 最 后 ， 由 (14.23) 推 知 ， 存 在 f€ 名, 使 
lim \s.f(0)| 一 co、 ) 


(18.46) 习题 (a) 设 X 是 定义 在 R 上 的 一 个 复 值 Lebesgue 
可 测 函 数 ,. 它 满足 ， 

(i) XX 有 界 ; 

《ii》 YX 不 恒 等 于 零 ; 

(iii) XCx+y)=XCx)+XY, X,YER, 
试 证 ， 存 在 一 个 实数 ag， 使 

Xx)=exp(liax), XE€R. 

(提示 ， 利 用 (Ci) 和 (iii) 证 明 X 处 处 不 为 堆 ， 注 意 到 (i), 在 R 上 由 
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以 下 规则 定义 f. 
fj (x)= | xepar. z 


取 aE R， 使 f(a) 志 0， 证 明 : 
X(x)f(c) 一 fx 二 e) 一 FCxz)，xER. 

并 推 证 X 绝 对 连续 ， 这 些 事 实 蕴涵 f/， 从 而 Xx， 在 R 上 具有 连续 导数 ， 

关于 > 微分 (iii) 式 ， 然 后 命 7 二 0， 得 X'(x) 二 XCx)Xx’(0)， 青 命 

X'(0 ) 二 ia， 其 中 EK， 验 明 


LX)exp(—iar))=0, xER, 


推 证 存在 BEK， 使 XCX)= 二 Bexpliax)， 并 证 实 XC0)= 二 1， 办 此 
B= 1 .最 后 ， 利 用 () 证 明 a € R， 满 足 条 件 () 一 (iii) 的 函数 XX 出 
做 的 特征 标 。) 

(b) 设 y 是 R 上 一 个 实 值 Lebesgue 可 测 函 数 ,并 满足 上 述 条 件 
(ii) 和 (iii)《 自然 指 的 是 把 % 换 成 了 少 )。 试 证 CX) 二 exp(Bx), 其 
中 有 为 一 实数 . 【 先 证 对 于 所 有 x，Y《%*)>> 0， 这 是 初等 事实 ， 利 用 
(10.43) 证 明 % 在 0 处 连续 ， 再 利用 (ii 证 明 % 处 处 连续 ， 然 后 象 
(a) 小 题 那样 完成 本 题 ，】 

(c) 设 @ 是 RR 上 一 个 复 值 L sbesgue 可 测 函 数 ， 并 满 症 条 件 (ii) 
和 (iii)， 试 证 ， 对 于 某 个 YEK，@(x)=expCYxX)，【〔 对 @% lol ”1 利 
用 (a) 小 题 ， 对 lol 利用 (b) 小 题 ，】 

(d) ” 试 举例 说 明 , 如 果 去 掉 可 测 性 假设 ， Ca) 和 0b) 两 小 题 都 不 
复 成 立 . (利用 (5。46) 所 说 的 O 上 R 的 Hamel 基 ， 并 注意 ， 象 (a) 小 
题 中 的 X， 如 果 是 间断 的 ， 就 不 可 能 是 Lebesgue 可 测 的 ，(b) 小 题 
中 的 完全 类 似 ，) 

(18.47)~ Fourier 级 数 的 Abel 可 和 性 .定理 (18。 29) 有 一 个 类 
似 命题 ， 它 涉及 另 一 个 古典 求 和 法 。 事 实 上 ， 这 一 方法 的 例外 集 可 
能 比 Lebeseuc 集 的 余 集 要 小 得 多 ， 我 们 仅 钢 述 其 构造 及 证 明 的 梗 


“431 ， 


sara ， 
一 oO 


撤 ， 而 把 许多 细节 留 给 读者 作为 练习 。 这 旦 不 加 解释 的 所 有 记号 都 
和 (18 ,27) 一 样 . 
对 于 fE 8 1C 一 4，75))， 当 0<<r<1 时 ， 命 


CD) af (x)= Sr fhexplikx). 


一 有 


( 试 与 (18.27.v) 中 o,f 的 定义 相对 照 ,] 函 数 a,f 叫 做 级 数 六 Ck) 
exp(ikx) 的 第 > Abei 和 ， 利 用 (i 中 级 数 的 -一致 收敛 性 ,可 以 证 明 


GD arfO= 寺 -| fr-d Dr expditn) jos 
k=- 


《ii 中 表达 式 [(…] 也 做 Poisson 炉 ， 记 作 PGr， 间 ， 稍 单 计算 表明 


1 一 7 
1 十 ?2 一 2fcoskCi) 。 


此 外 ， 还 不 难 验证 下 列 关 系 式 : 
(iv) Pryi) 一 PCyy 一 1!)， 


(111) P(r?,1t)= 


1 一 7 1 十 7 
(Cr 》 <P(, DS 


Cvi) | POrsDdt= 1, 
27x = 


_ 《1 一 7 -737sinkt) _ 


.8 f 了 一 
Cvit) Pp 《7 和 1 一 一 《1 十 7y2 一 27cos(Ct773 


(关于 :微分 ). 

设 有 函数 PCx ) 一 -也 -人 “fpDat， 并 考虑 满足 以 下 条 件 的 任 
意 *E 一 4,7x(: 在 x 处 对 称 导数 
lim PDF) z 
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存在 并 且 有 限 (参看 (17.36))， 我 们 要 证 

(viii) limarf(x)=D1F(x). 
鉴于 (17.36。a) 及 (18.3)， 这 就 是 要 证 : 在 [一 Xx,zT)】) 上 a.c。 成 立 
lima.f(*)= 二 J(X)，( 应 当 措 出 ， 这 个 式 子 成 立 的 点 集 ， 严 格 说 来 ， 
或 许 包含 J 的 Lebesgue 集 (18.5))， 通 过 把 f 加 上 一 个 常数 (不妨 这 
样 做 ) ， 可 以 假定 FGr)= 0. 把 (18.19) 应 用 于 (ii7， 我 们 看 出 


(ix) qf(x) = | .rcpP ex 一 pa 


1 (po ip , 
1 | _ Pex DP Cr dt 


一 C731)4dt 
1 人 PtDTPED) yer dh 
: 27 」- 2sint 
其 中 核 必 Cr+， 区 定义 为 
(x ) MT 一- 全 2sia sin CP' (rb), 
以 下 等 式 成 立 : 
P/ (r,t)= 2， +1(ik)exp(ikt). 
,全 
这 是 因为 无 级 数 关于 是 - 性 收 俩 网， 从 而 
sinGDP Gr, 一 一 5 rikl(— kexpliCkt+ 1)t) 


一 . 
-FkexpCi(k— 1 )D)), 
因此 z 


(xi) i | Me Ddt=r, / 
由 二 十 ?7 ?一 2rcos(1) 一 11 一 Yexp(it)| 2， 由 (Cx) 不 难看 出 ， 对 于 
4383. 


任意 5E ) 0 ,f， 成 立 等 式 
(xii) liml(max{M(?, D:6< <r))= 6. 


F(X 二 i) ~— F(X—t) 
2sint 
任意 小 ， 把 这 一 结论 与 (xii 》，(xi) 及 (ix) 结合 起 来 ， 便 立即 得 出 

Cviii). : 

《18.48〉 习题 : 关于 入 函数 的 补充 知识 设 (c， 幻 是 R 中 一 个 
紧 区 间 ，f 是 定义 在 ja，5b( 内 的 一 个 实 值 函 数 . 

(a) 假设 EC)a，b‘<，B 之 0， 满足， 对 于 任意 x € E, D1*f(x) 
bp，D-f(X) 之 一 PB。 试 证 ，4(f(E))<B4CE). 【提示 . 对 于 e>0， 
n€N， 规 定 


,一 {xEEB， 对 于 任意 1€ )a,，b(， 


最 后 ， 对 于 充分 小 的 1 1 |， 一 DiF(Xx) | 为 


只 要 一 4| < ， 议 有 f(D 一 fx) 之 (BD 一 x[} 


nn 


则 ” 
EliCEsC*, (J E,= EE. 


[证 


对 于 每 个 n»， 设 区 间 族 {1,1}?.1 是 E 的 一 个 覆盖 ， 其 中 诸 区 间 的 长 
度 << 一 ,而 且 也 1(TD<1CE.) 十 s， 则 对 于 任意 zxE N， 


toel . 


ACHCEDES > ACHCE, NI, 1)) 


= 


<(8+e) SAAT)D<B+HOACBE) + 


命 ? 趋 向 cc， 并 利用 (9.177， ] 

(b) 假设 在 (a,5D) 土 除去 可 数 多 个 点 外 ,f 具 有 有 限 导数 。 试 证 
f 是 NN 函数 ，([ 提 示 ， 考 察 集 4, 二 {XE J)a，b(:f(x) 存 年 , If Co 去 
n}。， 并 利用 (C&D) 小 题 。) z 
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(c) 假设 B 是 ja，b( 的 Lebesgue 可 测 子 集 ,f 在 8B 的 每 一 点 都 上 
有 有 限 导数 ， 试 证 ，f 和 尹 在 B 上 都 是 Lebesgue 可 测 的 ， 并 且 


| 1P Cl ax. 
B 


(提示 .对 于 e> 0，nEN， 命 B,={xEB:(n- 1 志 |f (0 过 
ne}y， 应 用 (a) 小 题 ， 得 到 


1(KB))< >, AHBIE > ne4CB,) 


rl sg= 1 


< > | | ij Cx)1 dx 十 s4CB。) | 


= | if (Cx) dx+eA(B), ) 


(d) 试 利用 Cc) 小 题 ( 不 用 (C18.25)) 证 月 ， 如 果 f 是 (a，5) 上 一 
个 连续 的 具有 有 限 变 差 的 N 函数 ， 则 f 在 (a， 中 上 绝对 连续 .( 提 示 、 
对 于 (c，d)CC(a，5)， 合 
B 二 {XE€c，d(:f' (x) 存 在 并 有 限 }， 
A=[(c, df B’. 
则 
fC ~ fl EA ec ad) = ACCB)) + A A)) 


=AKBDE| WON dx 


忆 及 f’ € 2 1(La, 6)). 1® 


QQ 注意， 这 里 提供 了 定理 (18,25) 的 简捷 证 法 。 
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$19 复 测 度 与 Lebesgue-Radon-Nikodyn 定 理 


本 节 进 一 步 探讨 绝对 连续 函数 和 有 限 变 差 函数 在 测度 论 上 所 只 
有 的 意义 ， 我们 先 考察 与 $17 和 § 18 中 某 些 经 典 概念 相 类 似 的 抽象 
概念 。 然后 利用 这 些 抽象 结果 获得 关于 经 典 情况 的 深 一 层 的 知识 ， 

不 定 积分 概念 最 为 有 用 的 推广 看 来 是 下 面 这 样 的 推广 , 设 (X， 
.YA，4) 是 一 个 任意 测度 空间 ，f 是 &: (X，.og，4 ) 中 任何 一 个 瑞 
数 ， 在 .A 上 规定 ?如 下 . 


vy (FE)= | far CEE. 


显然 ?是 复 值 的 ，2 人)= 王 0，? 还 是 可 数 加 性 的 (12.32)， 这 样 ，，” 
便 具 有 测度 的 两 个 基本 属性 .既然 ?可 以 取 任 何 复 值 ， 所 以 它 未 必 
是 (10.3) 意 义 下 的 测度 ， 这 就 导致 定义 并 研究 广义 测度 与 复 测度 . 
(19.1) 定义 设 (X ，.o ) 是 一 个 任意 可 测 空间 ， 又 设 > 是 
定义 在 .wz 上 的 一 个 广义 实 值 函数 ， 如 果 它 满足 下 列 条 件 : 
(1) »(@)= 0,， 
以 及 对 于 .的 元 素 所 成 的 所有 两 两 不 相交 序列 (B.)3-:， 成 立 


(ii) (Ua )- Su 
则 称 ? 是 一 个 广义 测度 或 符号 测度 ， 而 定义 在 .上 并 满足 (i 和 (ii 
的 复 值 通 数 v 则 称 为 一 个 复 测 度 . 

(19.2) 注意 不 言 而 喻 ， 在 上 述 定义 里 ， 出 现在 (19.1.ii) 
中 的 无 穷 级 数 必须 总 有 意义 ， 而 且 必 须 收 僵 ( 或 肯定 发 散 ) 到 等 式 
左 端的 值 ， 尤 其 要 注意 ， 在 < 和 一 ce 两 值 中 广义 测度 ?至 多 可 以 取 
一 个 值 ， 原 因 是 ， 倘 若 >(E) 一 cc， 又 >(PF) 一 一 co， 那 么 等 式 
vCEUF)=y(ENF’)+v(ENF)+vCE’ NF) 
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右 端 就 没有 意义 了 。 这 是 因为 在 它 的 三 项 中 ， 既 有 so， 又 有 一 co 的 
缘故 ( 见 (6,1.b)). 

我 们 第 一 个 昌 标 是 要 证 明 ， 正 象 ~- 个 有 限 变 差 函 数 可 以 表示 成 
四 个 单调 函数 的 线性 组 合 一 样 ， 一 个 复 测 度 也 可 以 表示 成 四 个 测度 
的 线性 组 合 。 显 而 易 见 ， 任 意 一 个 复 测 度 v 都 可 以 唯一 地 表示 成 以 
下 形式 ?==? 1 十 i?。， 其 中 ?1,，»v: 都 是 实 值 广义 测度 ; 就 任意 EE 
4 玉 说 ， 无 非 是 设 v1(B) 二 Rev《E)，7?s《8) 二 Imv (BE).， 因 之 ， 我 
们 先 研 究 广义 测度 . 

《19.35) 定理 设 v 是 可 测 空 间 CX, 上 一 个 广 义 测度 
则 有 ， 

(i) 如 果 EF，FEeyy jp(BEI <co，FCBE， 那 么 p(CI| <co， 

(ii) 如 果 4,E .Cr=T 223 而 且 4CdCC4C， 
那么 


limy( 4) =» (\) 4, ): 


3m1 
《iii 如 果 4,€ .CI 一 1:2,3，)， 又 4 一 4 一 … 一 4 一 …， 
pCA1)] <<co， 那么 


1imy(4.) 一 ? ( {] 4A. ) 
证 ”为 了 证 明 (i)， 注 意 到 
vCE)=v(F)+r(ENN F’) 
为 使 v(E) 成 为 有 限 的 ， 其 充 要 条 件 是 上 式 右 端 两 个 被 加 数 都 有 限 ， 
证 明 结 论 Gii7 和 (ii 时 ， 分 别 逐 字 逐 句 重复 (10， 13) 和 (10.15) 的 证 
明 就 行 了 ， 注 意 ， 在 Ciii) 的 证 明 过 程 中 ， 可 利用 i) 写成 
vCAiN A )=»CA1)—»(A4.). 0 
(19.4) 定义 设 ? 是 可 测 空间 CX，.x ) 上 一 个 广义 测度 .如 
果 集 PE .mf 具有 性 质 ， 对 于 任意 FE.o， 都 有 > ( PN E) 之 0， 就 
称 了 关于 v 是 非 负 集 ， 如 果 集 信 E.w 具 有 性 质 ， 对 于 任意 FE .of， 


» 7 ， 


都 有 "CMN 之 0， 就 称 M 关 于 v 是 非 正 集 ， 应 当 指 出 ,2 关于? 斌 
是 非 负 集 又 是 非 正 集 ， 当 P 关 于 ?是 非 负 集 ， 而 P'( 即 P 在 和 中 的 余 
集 ) 关 于 v 是 非 正 集 时 ,就 称 有 序 偶 (P,P') 是 义 关于 2»? 的 Hahn 分 解 . 
〈19.5) 引 理 ” 设 ?是 (X，.oz ) 上 一 个 广义 测度 ， 假定 五 是 
关于 "是 非 负 集 ，>(S)> 0 . ， 
证 由 (19.3.i) 可 知 ， 对 于 任意 FE ,只要 FCE, 便 有 bE)) 
co、 假定 所 要 求 的 这 种 集 8 不 存在 ， 特 别 ，E 关于» 就 不 是 非 
负 集 . 设 n1 为 适合 以 下 朵 件 的 最 小 正 整 数 ， 存在 一 个 集 F,E€.%, 满 
足 PiCE, v(Fi) < 一 一 -. 则 有 z 
v(E MNF)=»(E)—v(FI)>v(E) >0, 
从 而 根据 我 们 的 假定 ，EN Fi 关于 v 便 不 是 非 负 集 。 象 前 面 一 样 , 设 
nz 为 适合 以 下 条 件 的 最 小 正 整数 : 存在 一 个 集 F,€ .o， 满足 F;C 
EflFi, v(Fs) < 一 一 一 则 
v(EN(CFIU FPF) ) 一 (BED 一 (FLD) 一 PCFa)>>0， 
从 而 EN 站 《Fi UF,)' 关于 >" 便 不 是 非 负 集 。 继续 这 一 过 程 , 便 得 到 一 
个 极 小 正 整 数 序列 (n.)?. 1 以 及 相应 的 .zt 中 一 个 两 两 不 相交 集 序列 


: CPF)?.1 ,满足 对 于 每 个 EN,v(Fi) < 一 一 命 F 二 【上 FF. 则 有 


km 
co>y(BE ED)=>(B) 一 %(P) 一 "CBE) 一 > vCFi) 
必 1 kumi 


于 是 了 -二 -<co， 而 EN F' 关 于 "不 是 非 负 集 . 取 4E sf， 使 


ACENF，y(4)< 二 0, 然后 取 k 如 此 之 大 ， 使 ?(4) 过 
~ 一 n> 2 . 这 时 
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-i 
AUF.cEN( UU) p;),， 


Fl 
DC4UF， ) DHCP) < 1 <- 一 . 
nz ne ni:—1 
这 与 4 的 极 小 性 相 也 盾 . 可 见 所 要 求 的 这 种 集 5S 必 存在 .， 口 

(19.6) ”Hahn 分 解 定理 设 v 是 可 测 空间 (X，.oz ) 上 一 个 广 
义 测度 ， 则 存在 了 关于 ?的 一 个 Hahn 分 解 ， 此 外 ， 这 个 分 解 在 这 样 
的 意义 下 是 唯一 的 ， 即 如 果 (P:，P;!) 和 (P:，P:) 是 任意 两 个 这 样 
的 分 解 ， 那 么 对 于 每 个 EE.w， 都 有 

vCPif E)=»r(P; NN E), vCPiN E)=?(P;s (| E). 

证 ”既然 在 和 一 2 两 值 中 至 多 取 一 个 值 ， 因 此 可 以 假定 对 
于 任意 EE .or，>(E)<ce. 不 然 的 话 ， 就 考虑 广义 测度 一 ， 无 非 
是 正 、 人 负 互 换 一 下 . 

命 

a 二 sup{7(4) ;A 关于 v 是 非 负 集 }. 
取 关 于 v 的 一 个 非 负 集 序列 C4,)?-:， 使 limv( 4A) 二 a， 规 定 


P= U A;, Pp.= [【) A: (n=1,2,°). 


k=1 


通过 施 归 纳 于 可 知 每 个 P， 关于 ?是 非 负 集 ， 2 (也 ， ) > 4,), 应 用 
(19.3,.ii )， 对 于 任意 EE€ .1， 就 有 
y(P NE)= limy(P, (iE)> 0 。 


这 样 ，P 关 于 » 便 是 非 负 集 ， 而 且 »(P) 二 &. (注意 xc<<co。) 
其 次 证 四 了 关于 ?是 非 正 集 ， 设 若 不 然 ， 就 可 取 一 个 集 E€ .of ， 
使 BCP'，?>(BE)> 0 。 既 然 ?不 取 值 co， 便 有 >(E)<co .应 用 (19.5) 
可 求 出 一 个 集 SCP， 满足 SE .o0， S 关 于 ?是 非 负 集 ， ”> 0. 那 
么 SUP 关 于 ?是 非 负 集 ， 而 
»CSUP)= =»(S) + a>o; 
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这 违背 a 的 定义 ， 因 之 P' 关 于 v 是 非 正 集 . 

为 了 证 明定 理 的 唯一 性 断言 ， 假 定 (Pl，Pi1) 和 ( P。，Ps) 
是 耳 关 于 ?的 两 个 Hahn 分 解 ， 并 取 BE .of. 由 于 EN Pi 站; 既是 PP， 
的 子 集 ， 又 是 Ps 的 子 集 ， 所 以 得 出 
z vCEN PN P= 0; 
同样 得 出 

: v EN PiNP: ) =0. 

于 是 得 到 
- v CENP)=»y (EN (PUP;,))=rv(ENP,), 
vCEN Pi)=v(EN(CPi UP))=v(ENP;). OD 

(19.7) 定义 设 ? 是 CX，Y ) 上 一 个 广义 测度 ， 又 设 〈 了 P， 
PP ) 是 X 关 于 的 一 个 Habn 分 解 在 上 对 于 任意 BE .8 定 XY , 
yy bl 如下， : 

vy'(E)=»v(E flP); 

»-(E)=—»CEf P’); 

yl CE)=v*CE)+» -CE). 
集 函 数 v*+，v~， bp| 分 别称 为 > 的 正 变 差 ，” 的 负 变 头 ,，* 的 全 变 
差 . 

(19.8》 定理 ”记号 如 (19.7) 所 设 ， 则 集 函 数 盖 ，2>， 是 是 
CX, A ) 上 完全 确定 的 三 个 测度 ， 而 且 成 江 
(CD vBE)=v+(B)—r (EE) (FEED ? 

证 明 很 简单 ， 从 略 . 

(19.9) 例 设 (X， .o0; 1) 是 一 个 测度 空间 ， 是 XX 上 一 个 


可 测 的 。 广 义 实 人 函数 ， 并 且 | fd4 有 定义 ， 在 sf 上 规定 "为 


p(B)= | 7an 


类 似 于 (17.16), 表达 式 ?=2?'~y 通 当 称 为 ?的 jordan 分 
解 . 
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那么 ， 对 于 任意 EE€ .sy 便 有 


vB)= | Fd, 
py~(E)= | frau, 


ly] CE)= | fdx., 


命 P= {xEX，fCx)> 0》， 那 么 (P，P') 就 是 X 关 于 ?的 一 个 Hahn 
分 解 人 得 注意 的 是 ， 如 果 :，7 都 是 非 退化 的 ， 那 么 对 于 全 些 集 
c A ， 肯 定 出 现 非 等 式 
lv» CE 3 |7(E)|. 
(19.10) 定理 设 v 是 (XX， .08 ) 上 一 个 广义 测度 。 则 对 于 任 
意 EE€ .oo， 都 有 


(i) jz| C=sup{ ly CEL )1 : {Bis s BE,) 
是 的 一 个 可 油 训 分 】 

证 设 E 是 .wf 中 任意 固定 的 集 ， 并 用 表示 (i) 式 右 端 ， 那 么 对 

于 E 的 每 个 可 测 衣 分 {BE1!，…，E,}， 得 到 


3 CE:))| -六 0 rE 


下 四 六 =} 


< » (+E + CB)) 


下 了 


一 S bl (CE)= hl CF) 


由 此 8 过 bl (8E)， 试 考察 剖 分 {EN P，E 站 P'}， 其 中 (P，P') 是 
X 关 于 ? 指 一 个 Hahn 分 解 ， 我 们 得 到 
poCBEnP)I + h(ENP NN =7*CE)+Y (EE)= bl (8). 口 
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鉴于 (19.107， 我 们 提出 以 下 定义 并 不 会 招致 子 盾 . 

(19.11) 定义 ” 设 * 是 (X，.o ) 上 一 个 复 测度 ， 所 谓 v 的 全 
变 姜 ， 指 的 是 .ty 上 由 公式 (19,10,.i) 所 定义 的 函数 四， 人 @ 

(19.12) 定理 ”记号 如 (19。.11) 所 设 ， 则 集 函 数 嘱 是 (2 
2 ) 上 一 个 测度 . 

证 vl (BG)== 0 是 显然 的 事实 。 这 样 只 须 证 明 bb 是 可 数 加 性 


的 设 (4; ) ?-1 是 .wf 中 一 个 两 两 不 相交 的 集 序列 , 命 4= 【| 4 
设 P 是 适合 B< 忆 (4 的 任意 实数 ， 取 4 的 一 个 可 测 齐 分 (Bo …， 
B.} ， 使 6< > brCEi)， 于 是 得 到 


k=] 


p< 


ke 


> (CE, 1 


一 | 


< > bEBiN A 


Kr = 
= 5 5 bon a 


v1 k= 


< ly| C4;). 
f=1 


既然 是 任意 的 ， 可 见 


[ol CODE >, bl 47). (1) 


fw1 


当 (4) 二 0 时 [我 们 在 (19.13.v) 中 会 看 到 ， 不 可 能 出 现 这 种 情 
况 )， 反 向 不 等 式 就 分 明成 立 了 。 因 此 可 以 假定 可 (4)<co。 对 于 
任意 jo EN 及 Ajo 的 任意 可 测 剖 分 {B1， “ys 了 得 到 


OO 应当 注 意 本 定义 与 (17.14) 中 sf 的 定义 之 间 的 类 似 之 处 ， 
' 442 - 


ee pe 


»( UJ A; ) 十 > ly (BO)! < byl C4), 
j 夺 jo | Fel 

从 而 对 于 所 有 jEN， bb C4 过 co， 任 给 e 90、 对 于 每 个 j， 取 4 
的 一 个 可 测 齐 分 1 五 /， 19 “9 Ei,ns), 使 


> ly CB ) | 和 < 


BD bi 之 加 CD 一 -2 


27 
k=1 
于 是 对 于 所 有 mEN， 便 得 出 
Sp C4) < < 之 人 CBE, £1) 上 
本 
<et "(UU i + > > bE 


<et lrl CAY z 
既然 * 是 任意 的 ， 那 么 对 于 每 个 mE N 便 成 立 


> hp (A bl (4), 


fei 


从 而 


[= 


> yl CA ly (4). | (2) 


i=1 


结合 (1 ) 和 (2 )， 就 知道 凡是 可 数 加 性 的 ，“ 口 

(19 .15) 定理 ” 设 > 是 (X，.M ) 上 一 个 复 测度 ，2? 和 ?2z 分 别 
是 ?的 实 部 和 虚 部 、 出 ， 

(i) >: 和 ?>* 都 是 (X，.oZ ) 上 的 广义 测度 
对 于 任意 EE .or， 成 立 z / 

(ii) v(E)=»1(E)—vi(E) tivi(E)—iyi(E);: © 

(iii) lp! CE)<vICE) FviICE) yiCE) + vi (FE); 


中 仍 类 似 于 C17.16)， 我 们 称 这 一 表达 式 为 ?的 Jordan 分 解 ， 
443。 


St 0 HE ER i 本 i 
i 


Civ) supt vy CA) :AE .02， ASE}< wl (ES 
<4. sup{ p(C4 :AE A, ACE}, 

(vy) CGI) bb| CL, : 

《vi) viCE)S< by| (CE), viCE)S vt (CE) (=1,2). 
于 是 p14， pi，。 ?3，。2z。 以 及 bp 都 是 (XX， Yt) 上 的 有 限 测 度 

证 (i) 和 (ii) 两 结论 显然 成 立 ， 设 《CPi，P1! ) 和 (Ps,,P,/) 
分 别 是 和 X 关 于 >: 和 2: 的 机 ahna 分 解 ， 对 于 E 的 任意 可 测 误 分 {E， 0 
E,}。 得 到 


D> CE 


t=1 


< > HEDTVICE) HVECE)+viE:)) 


t=e1 


=—yi(E)+yvi1(B)+ri(E)Ty2(E). 


就 所 有 {El，…，E,) 取 上 确 界 ， 便 得 出 (iii). 
其 次 命 & 二 sup \» (A)! :AE .0g， ACE}. 应 用 (iii) 和 (19.7)， 
使 有 z 


ly CE)<piCEN PD+ biCEN PO! traCBN Pa)+ bacEN PY 
bENPD) T+ bEN PN + bENP:) + lyCEN Ps 
da., 


当 AE df，ACE 时 ，{4，ENN 4 就 是 互 的 一 个 可 测 剖 分 ， 从 而 
ba<bADN T+ bEN AN < bl (FE). 
就 所 有 这 样 的 4 取 上 确 界 ， 便 得 到 
a< bl (EF). (C2) 
结合 (1 ) 和 (2 )， 则 得 出 (iv). 
由 (iv) 及 (iii) 可 推出 结论 (vy)(《 记 住 , > 是 复 值 的 ， 而 c 并非 
复数 ) 
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最 后 ， 由 (iv) 可 推 得 (vi)， 这 是 因为 

v1(E)=7?),(Ef P;)< bb (FE), 
vi(E)= bjyCEN PI) Eb CE OQ 

等 式 (19.13.ii) 启 示 我 们 提出 以 下 定义 ， 而 在 后 面 的 论证 和 构 
造 中 也 要 用 到 这 一 定义 . 

《19.14) 定义 设 (X,.o2 ) 是 一 个 可 测 空 间 ， ji 和 Ws 是 是 
(X,.w ) 上 两 个 复 测度 ，21 和 Qs 是 两 个 复数 ， 在 YL 上 规 定 集 函 
数 Qi4i 十 024s 如 下 对 于 任意 E€ .oZ， 

(awwtad (BE)=Aau(B)+a LH,(E). 
如 果 4 是 CX，.2) 上 一 个 广义 测度 ，&ER， 那 么 kL 是 .9 上 的 集 阴 
数 ， 并 满足 
(a HE)=aC(u(E)). 
如 果 上 4 和 ?都 是 CX，.ct ) 上 的 广义 测度 ， 而 且 对 BE co， 不 同时 
成 芯 等 式 
ACED) 一 co， PCE) 一 一 co， 《1 7) 
或 不 同时 成 立 
HB) 一 一 co， 72(E) 一 co， (2) 
就 规定 kw 十 ?为 - 
(LU 二 2)(E) 一 ACE) 十 CBE) (CBEEZD)， 
这 时 称 4 十 > 有 定义 ， 如 果 对 于 某 个 EEC.oZ，(1 ?和 (2 ) 中 任 一 组 联 
立 等 式 成 立 ， 那 么 4 十 ?没有 定义 ， 

(19.15) 注意 (a) 记号 如 (19.14) 所 设 ， 则 i441 十 Qs4s 是 
(X,.y ) 上 的 复 测 度 ，a 是 广义 测度 、 而 4 十 ? 当 有 定义 时 也 是 广 
义 测度 ， 这 差不多 都 是 显然 的 事实 . 

(b》 如 果 1H Ha 都 是 C(X,o ) 上 的 测度 ，Q1，Qs 都 属于 
(0 cof， 则 cwi 十 az1 记 是 ( 碟 , .GE ) 上 的 测度 . 

(c) 为 了 记 法 方便 起 见 ， 往 往 把 复 测 度 > 的 Jordan 分解 
《19。.13.ii) 写 成 : 


Cp1t Rops Tavs toa, 
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我 们 现在 来 考察 关于 复 测度 的 积分 ， 先 证 明 一 个 昌 颇 为 明 关 但 
很 有 用 的 事实 . 
(19.16) 定理 设 v 是 CX,f ) 上 一 个 复 测度 ， ?二 


z > Qiv4 为 其 Jordan 分 解 。 则 在 X 上 | -a.e。 有 定义 的 一 个 复 值 函 


tei 


数 j 属 于 &, (X，.ow， 侈 ) 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 每 个 LE { 1 ， 2 
3，41， 1 属于 ,CX， HA Vv ). , z 
证 当 f 是 ,wy 可 测 、 非 负 简 单 函 数 ( 比如 说 f= > Bjs&Ey) 时 ， 
定理 成 立 ， 这 是 因为 ， 如 (19.13.iii) 所 示 ， | 
[fabl= 5 8; bE,) 


j=j 
4 


<5 Bp, ( Dr.E)) ) 


1 t= 


5 | te. C1) 


pt 


邮 外 ， 根 据 (19.13.vi)， 


| far,= 3) pe 


= 


和文 pplCED= | am. 2) 


i=1 


至 于 一 般 情 况 ， 可 设 (ss.)3, :是 aue. 收 伍 于 钙 的 .可 测 、 非 负 简 
单 函 数 所 成 的 一 个 非 减 序列 . (注意 ， 世 (CA)= 0 的 充 要 条 件 是 : 
对 于 任意 fi (4) 一 0.)] 象 往常 一 样 ， 把 B.Levi 定 理 (12.22) 应 
用 于 (1 ),， (2 )， 这 里 f 换 成 ;,， 对 于 任意 k 得 到 


| flad bl < | di 


“446 ， 


| ern<| Wam. Oo 


现在 可 以 引进 以 下 定义 . 
(19.17) 定义 ”记号 如 (19.16) 所 设 ,对 于 FE 8 ,1(X,., 1» )， 
规定 


名 


| ,fe= 之 |， 1 


1 
(19,18) 定理 设 ? 是 (X，.xf ) 上 一 个 复 测度 ， 如 果 f，g E 
D1 (X, %, 网 >， a€K， 则 


GD | corea= | fart {ge 
GD {afar=a (far. 


这 样 ，| …dv 便 是 8 :CX,s7 ,| ) 上 一 个 线性 泛 函 。 


通过 简单 计算 可 以 证 明 本 定理 ， 证 明 留 给 读者 . 

下 面 定义 测度 的 绝对 连续 性 ，〈 19.53 ) 要 证 明 ，R 上 关于 4 绝 
对 连续 的 Borel 测 度 ， 无 非 是 由 绝对 连续 的 非 减 函数 所 导出 的 
Lebesgue~Stieltjes 测 度 ， 

(19.19) 定义 设 (X,，.%) 是 一 个 可 测 空 间 ，& 和 ?> 是 
(X，.w) 上 的 广义 测度 或 复 测 度 ， 如 果 对 于 任意 BE.o ， 只 要 
ul CE)== 0 ， 就 有 ?《E)= 二 0 ， 则 称 ?关于 4 是 绝对 连续 的 . 记 作 
» &H. z 

,19.20) 定理 设 L，?’ 是 (X,Y ) 上 的 复 测 度 或 广义 测度 ， 


> zt 是 2 的 Jordan 分 解 . 则 以 下 三 语句 是 等 价 的 ， 


GD 2 yp; 
(ii) pi, K€ {1, 2, 3, 4}; 
Ciii) jv < 
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证 只 洋 察 复 情况 ， 假 定 EE.941， Wl (FE) 二 0 设 ) 成 立 . 
由 于 对 五 的 任意 子 集 F， 只 要 BE.o， 就 有 lu|《F)= 0 ， 因 此 对 这 
样 的 F， 也 有 ?y(E) 一 0。 从 (19.10.i ) 可 以 看 出 岂 (E) 一 0， 这 
样 (i) 蕴 涵 《iii》, | / 

当 (iii) 成 立时 ， ?| (8B) 二 0， 从 而 (19.13,vi ) 表明 ， 对 于 
所 有 成 立 x(CBE) 一 0， 即 (iii7 列 涵 (ii)， 

最 后 ，(ii? 荀 涵 (i) 则 是 显然 的 ， 因 为 ?= > ask 口 

正如 本 节 绪 言 所 指出 的 ， 如 果 (X，.oy，1 ) 是 一 个 测度 空 
间 ，fE 81《X，Y，H)， 那 么 在 上 由 


v= | Far (1) 


所 规定 交 测 数 ? 态 是 (X，.x)》 上 的 一 个 复 测度 ， 显 而 易 见 ，» 之 
/Lebesgue-Radon-Nikodym 定 理 籽 言 ; 当 2 < 祥 L，. 并 满足 某 些 
别 的 条 件 时 ，7? 便 具有 C1 ) 式 的 形状 .我 们 将 给 出 这 一 定理 的 若干 
具体 化 表述 ， 首 先 证 明 一 个 细节 . 

(19.21》 引 理 ” 设 k，? 是 〈X。，.w ) 上 两 个 测度 ， 而 且 对 于 
任意 BE .4， ?CB)<4CE)， 如 果 P>>0, fE 81(X,， 4)， 
则 可 推出 f€ 8，(CX，.o，> ) ， 并 且 


{ra | rae 


证 当 ;fE 8;(X，st，k) 时 ， 必 存在 一 个 可 测 、 非 负 、 
涪 增 地 趋向 于 lf 了 的 简单 函数 序列 《o,) ?-,， 从 而 


: | lim 人 ca 本 | fi dh<o oC 
显然 


| odv< | OrdHy 
jx | ix : 
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由 此 可 见 
人 wa=lin fo 人 ren oO 


下 面 的 引 理 乍 一 看 似乎 颇 为 奇特 ， 其 实 它 乃 是 Lebesgue~Ra- 
don-Nikodym 定 理 证 明 中 很 关键 的 一 步 . 

(19.22) ”5 引 理 ” 设 1x，v 是 CX，.of ) 上 两 个 有 限 测度 ， 而 且 
» 所 4。 则 入 上 有 一 个 .pt 可 测 函 数 8， 它 满足 8 (X)cC(0，1(， 并 
且 对 于 任意 f€ B，(X，.oz，p， )， 成 立 


‘ 1 ) | ra-eo= | fgax. 
证 对 于 fE 2，(X，.wf，4 十 r )， 规 定 
z LP= | fa C1) 
™ 


既然 x 和 v， 随 之 4 十 ?*， 都 是 有 限 的 ，f 便 局 于 8 1 CX, ,十 ?); 
从 而 根据 (190,21)，f 也 属于 8 (X, .A，?)， 这 样 工 在 
8 ,( X,Y ,4 十? ) 上 有 定义 并 有 限 ， 显 而 易 见 ,对 于 任意 %，B EK 
有 及} gE ,CX .00， ur), 有 

L(af+Be)=aL(f +BL(E). 
不 等 式 (13,.4，iii ) 则 表明 


LCD1=| [sal<( A a) wn)) * 
<( | fl 2dCu+y) 六 eco 记 


= lv CX)) 2. 


[这 里 171 :表示 28,(X，.x，4 十 ?> ) 中 的 范 数 . ) 因 此 ， 工 是 
人 ， (CX, .0G ， 4 十 Vv》 上 一 个 有 界线 性 沁 所 |， 从 而 根据 (15.11 ) ， 
存在 一 个 函数 hE Pr《X, A, H+Y), 使 
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L(A)= | hdCutv). © (2) 


h 实际 上 《4 十 v )~a，e， 为 实 值 的 和 非 负 的 ， 下 面 就 来 证 明 这 一 
点 .对 于 任意 fE 8，《(X，.LY，U 二 ? )， 可 写 出 


LCf) = | Re dt i | Imh d(Cpu+), 


假定 Im 并 不 《4 十 ? ) -a，e， 等 于 零 ， 比如 说 集 
A={x:Imh(x)> 0) 
满 是 CH 二 v ) (4)> 0 ， 那 么 


LEN) = (RehadCatr) i | Imnkacutr) 


不 等 于 实数 ， 根 据 (1 )， 工 在 实 值 函数 集 上 显然 是 实 值 的。 这 就 引 
出 了 水 盾 . 同样 ， 设 有 一 个 集 B，(4t+»?)(B)>>0， 如 果 h 在 B 
上 为 负 的 ， 就 有 L( £5 ) <0， 这 又 与 工 的 定义 相 矛 盾 ， 所 以 下 糙 
定 (4+» ) -ae. 为 实 值 的 和 非 负 的 ;不 妨 假定 于 处 处 如 此 ， 工 的 
定义 (1 ) 和 (2 ) 式 表明 ,对 于 任意 f€E 81(X，.AL，h 十 rr)， 都 
有 


[fa -par=. | Han 《3) 


为 了 得 出 (2 ) 式 ， 只 需要 定理 (15.11)p= 2 的 情况 ， 但 是 定理 
(15.11 ) 当然 远 不 止 p= 2 时 才 成 立 。 在 涉及 全 ,空间 的 不 少 问题 里 ， 
往往 都 属 p= 2 的 情况 ， 这 种 情况 最 最 简单 ， 而 且 ， 事 实 上 ,可 以 用 
抽象 Hitbert 空 间 语言 来 表述 (15.11 ) 当 p = 2 时 的 证 明 ， 这 一 证 明 
梳 述 于 (16.56)。 利 用 (16.56 ) 则 可 证 明 《19.22 ) ， 从 而 也 可 证 
明 (19.24) 及 (19.27)， 而 无 须 依 靠 ( 15.11)、 由 此 看 来 就 任意 
全 pC ，YX，K) 而 言 只 术 ( 久 ,以 ,4 ) 满足 (19.27 ) 的 假设 ， 
证 明 (15.11) 应 该 是 可 能 的 。 我 们 所 以 提供 (15.11) 所 给 出 的 证 明 ， 
部 分 原因 在 于 它 乃 是 非常 一 般 的 方法 ， 还 由 于 它 既 隐 含 构造 性 ， 了 又 家 
现 了 经 典 文风 在 320 我们 构 遗 Qt(X， .4) 的 共 堪 空间， 这 
一 过 程 显 然 需 要 〈19.27 ) 。 然 后 就 能 由 《19.24 ) 证 明 (15.11 的 
一 般 情况 。〔〈 参看 序言 译 者 注 ) 
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其 次 ， 命 
E 一 fx eX:h(x)>1}. 
由 于 5&4 属于 人 (XX，yY，4 十 ? ) ， 所 以 就 1 二 5 可 以 应 用 ( 3 ) 式 ， 
于 是 得 到 


0<HCE)= | sean < | sanar -- | 和 GDors 0 . 


因此 有 pz(E)= 0， 从 而 也 有 YCE) 二 0 .( 题 设 ? 之 4 仅 用 于 此 处 ，》 
命 8 二 hEs, .那么 关于 4 和 ov 二 者 几乎 处 处 有 g(x)c(0，1[ 及 8 = 
hn. 这样 ( 3 ) 式 表明 ， 对 于 任意 FE 8 (X，.%， UU 十 Y)， 


| fa -gar 一 | fgar 。 


(19.25) 定理 (Lebesgue-Radon-Nikodym ) 。 设 
(X，.o ) 是 一 个 可 测 空间 ，pU，?>” 是 (X，.o ) 上 两 个 有 限 测度 ， 
而 且 ”< 女 4。 则 存在 一 个 函数 ERi(X，.w，4)， 使 对 于 和 上 
任意 的 非 负 、 广 义 实 值 、. 几 可 测 函 数 户 成立 


(i) | fa»= | 


又 设 fE 8 1，CX，Y，v ) ， 则 函数 ff 在 B: (X，.sz，4) 中 ， 并 
且 (i) 式 成 立 ， 特 别 说 来 ， 对 于 任意 4E .tf， 都 有 


(ii 2»(A4)= | foar. 


证 首先 考虑 任意 的 有 界 、 非 灸 、.x 可 测 函 数 f. 设 8 是 
(19.22.i ) 中 的 函数 .既然 8 ，f 都 有 界 ，L4 十 ?又 是 有 限 测度 ， 
那么 对 于 任意 正 整数 nn， 通 数 (1 十 8 十 … 十 g""!》”f 便 属于 . 
2，《(X，AY，KH 十 VY); 因此 根据 ( 19.22 ) ， 就 成 立 等 式 


| .atgte’t 十 ofCL 一 dy 
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nn iT pili ma 2 he io ete tombe en rn a 


一 | +s+res +eDfgdo。 
既然 对 于 所 有 XEX，0 过 8 (x) 过 1， 这 一 等 式 便 可 写成 
| (1 一 gfdr 一 | sg ) fd. ‘1) 


当 趋向 无 穷 大 时 ， 函 数 ( 1 一 g “1 所 成 的 序列 北洋 地 趋向 f. 利 
用 (12 “22 )， (1 ) 式 两 边 取 极限 ， 得 到 


| we= | .1 


(2 ) 式 中 命 f= 1 ， 便 知道 机 
, 、 名 

规定 fo 为 函数 了 一 一 

当 } 是 无 界 、 非 负 ，.sZ 可 测 函 数 时 ， 可 记 大 limjn， 这 里 如 一 
m:n {f，m}， 把 ( 12.22 ) 应 用 于 ( 2 ) 式 ， 便 得 出 Ci). 

至 此 ， 定 理 的 其 余 断 言 分 明 是 正确 的 . 口 

(19.24) Lebesgue--Radon ~ Nikodym 定理 设 4，v 是 
(X,.og ) 上 两 个 0 有 限 测 度 ， 而 且 ? 之 4x。， 则 XX 上 存在 一 个 非 负 、 


有 限 值 、.of 可 测 函 数 f， 使 对 于 X 上 任意 的 非 负 、 广义 实 值 、.o 
可 测 冰 数 f 成 立 


14， 《2) 


二 在 81 (多. 41) 中， 


《1i) | fer= | ffoadu. 


又 设 FE 8 1 CX，.AY，Y ) ， 则 函数 fo 在 81CX，Y，4) 中 ， 并 
且 (i) 式 成 立 ， 特 别 说 来 ， 对 于 任意 4€.4f， 都 有 有 


《ii7 vCA)= | foun. 


此 外 ，fo 在 下 述 意 义 下 还 是 唯一 的 ， 如 果 g" 是 任意 的 非 负 、 广 义 实 
值 、.oz 可 测 图 数 ， 并 且 (ii) 式 成 立 ， 则 wae。 成 立 go 一 厂 . 
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让 设 (4.)3-.,，1B,)3- ,都 是 两 两 不 相交 的 .oz 可 测 集 所 成 的 
集 族 ， 每 个 集 族 都 有 并 X， 并 且 对 于 任意 下，HU(4.)<coy,>(B)< 
ce。 集 族 

颖 一 {4of1Bsjs， ai 
也 是 两 两 不 相交 的 ， 而 且 它 的 并 也 是 X。 同时， 这 个 族 的 各 个 元 都 
具有 有 限 >” 测度 和 有 限 & 测 度 ， 设 《EE,)*.1 是 由 多 的 元 任意 排 鹿 
”而 成 的 一 个 集 序列 ， 对 于 每 个 n， 在 .上 规定 1, 和 Vv, 为 

LCA)=UCAN EB), r.CA)=r (CANE,). 

那么 ， 对 于 每 个 m，LU，? 都 是 (X，.og ) 上 的 有 限 测 度 ， 而 且 
< 1 从 而 适合 (19.23 ) 的 条 件 ， 于 是 ， 对 于 每 个 4 ， 都 可 以 
得 到 上 一 个 非 负 、 有 限 值 、.x 可 浏 函数 1 使 对 于 X 上 任意 的 非 
负 .oz 可 测 函 数 户 成 立 


| fa, = | fap,. : (1) 


设 放 是 X 上 这 样 的 函数 ， 即 对 于 任意 %EN， 在 BE, 上 fo 等 于 f,， 不 难 
看 出 ， 思 是 非 负 的 、. 史 可 测 的 、 有 限 值 的 ， 同 时 ， 根 据 (12.21)， 
如 果 f 是 关上 一 个 非 久 、.x 可 测 函 数 ， 那 么 : 


| fdv = > | ésafdr= > | fdv, = > 1 站 ,dp 


> | sffoduk = | fde. 


并 


这 就 证 明了 ， 对 于 非 负 、.of 可 测 的 f，(i) 式 成 立 ， 由 此 可 立即 推 
知 ， 对 于 fE R81《X，.HL，Y ) ，(i) 式 成 立 ， 并 成 立 (ii) 式 . 

为 了 证 明 fo 的 唯一 性 ， 设 go 是 .x 可 测 的 ， 并 满足 (ii 式 。 假 
定 存 在 一 个 集 瑟 E.wr， 适 合 ULGE) 盖 0。， 而 对 于 任意 YE，j1o(x) 一 
go(X)， 对 于 某 个 n， 有 LCENE,) 汪 0; 设 4=EnB， 便 有 
vA) 之 2，0 < 之 x(4), 而 在 A4 上 fo 一 goz0. 应 用 《12.6) 及 
(ii) 式 ， 便 得 到 
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这 个 序 盾 说 明了 kave。 成 立 如 委 go; 同样 可 证 hp-a.e. 成立 fo 达 
go。 日 
具有 可 以 设想 的 种 种 用 途 的 Lebesgue-Radon-Nikodym 定 
理 ， 其 最 一 般 的 形式 乃 是 涉及 任意 的 > 冬 4 并 涉及 这 样 一 个 如 邵 
它 可 以 被 分 解 ， 使 得 (19.24 ) 能 适用 于 每 一 项 ， 以 下 定义 “可 分 
解 ” 这 一 概念 . . 

(19.25) 定义 设 (X，.o，4 ) 是 一 个 测度 空间 .假设 存在 
的 一 个 子 族 儿 ， 具 有 下 列 性 质 : 

(i》 对 于 任意 FEF，0 4(F)<<%; 

(ii) .多 中 的 集 是 两 两 不 相交 的 ， 并 且 U2 二 X，; 

《iii) 如 果 EE.，HCE)<co， 那 么 人 LED) 二 开 CE 人 F)®, 


(iv)” 如 果 SCX。 并 且 对 于 任意 RE 氏 ， 都 有 SEE.o ， 那 
SEA. : 
则 称 〈(X，.o，4 ) 以 及 4 本 身 是 可 分 解 的 ， 而 . 叫做 CX,. ,0 ) 
的 分 解 . 

对 于 可 分 解 的 Kk 以 及 适合 v? 安 4 的 任意 一 个 ? ,成 立 所 说 的 一 般 
形式 的 Lebesgue-Radon-Nikodym 定 理 : 为 了 证 明 这 一 定理 ， 须 
专门 引进 以 下 引 理 , 

(19.26)〉 引 理 设 (X,.og ) 是 一 个 可 测 空 间 ，A 7 是 《和 .2 ) 
上 两 个 测 度 ， 而 且 4CX) < 之 0， 4， 介 必 和 在 在 一 个 集 EE .wy， 
它 满足 ， z 

(i) 对 于 任意 4E.wf， 只 要 ACE， 就 有 v(4)== 0， 或 有 Y( 4) 


(ii) 对 于 任意 4E.w， 只 要 4CE， 并 且 当 >(4) 一 0 时 ,就 有 


图 所 说 的 和 可 能 是 不 可 数 的 ， 这 时 将 其 定 义 为 诺 和 zk (站 下 ) 的 
上 确 界 ， 其 中 乡 取 遍 . 的 一 切 有 限 子 族 ， 
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na ee 


L(A)= 0,， 
(iii) » 在 B' 上 是 co 有限 的 . 
证 为 了 证 明 (i) 起 见 ， 试 考虑 集 族 
B= 二 1BE.WA: CCB 及 C EA 蕴 润 Dy (CC) 二 0 或 v(C) 二 0)}. 应 
当 注 意 名 EE 人 台 ， 定 义 4 为 
Qa=sup{H(B) :Be 9B}, 
显然 ，c 委 4CX)<ce。 在 乡 中 有 一 个 非 减 集 序列 (B.)s*-:， 满 足 


limu(B,) 二 Qa; 命 了 一) B.， 因 为 4 是 可 数 加 性 的 ， 折 以 分 明 有 


几 中 1 
LD)=a (10.13). 集 轧 属于 多 ,这 是 因为 ， 如 果 CE.% CGD， 
那么 


TT 


WC)= CNBD)T+ Sv (CN BNB,-) ). 


生地 中 


由 于 每 个 集 C 门 (8B, 门 B' .都 属于 .or， 并 具有 > 测度 0 或 ce， 所 
以 对 C 而 言 也 是 如 此 . 
其 次 考 虚 集 D’， 要 证 对 于 任意 集 FCD’， 如 果 F Eo ,v《F)> 
0 ， 那 么 .of 中 必 存 在 一 个 集 F!， 适 合 F1 CP， 而 且 
0 <vCF1)<. C1) 
当 y(F) 过 co 时 ，(1 ) 显 然 满足 ， 因 此 假设 vCF)= co， 并 假设 对 于 
F 的 任意 子 集 G， 只 要 GE.w%f， 就 有 v(G) 二 0， 或 有 Vv《G) 二 oo. 在 
这 一 假定 下 ， 很 明显 ，F UDE 多 .既然 > <4， 而 VLF)>>0， 必 有 
LCF)>>0， 但 同时 就 得 到 
WCFUD) =u(F)+L(D)>a, 
这 就 引出 矛盾 ， 因 为 FUDE 多, 因此 满足 (1) 式 的 集 F1 是 存在 的 . 
以 下 要 证 ?在 D 上 是 65 有限 的 .为 此 ， 命 
二 FEA :FCD’ Vv 在 F 上 是 有限 的 }. 
在 多 中 有 一 个 非 减 序列 《Fu.) 3-:， 适 合 
limu(Fs)—sup{r(P): Fe }=p; 
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命 P= 【 Fn， 由 于 F 是 可 数 个 集 之 并 ， 而 在 这 些 集 上 v 是 ac 有 限 


章 台 1 


的 ， 因 而 zr 在 F 上 也 是 0 有 限 的 ， 于 是 FE 同时， 由 《10,13) 
可 得 出 等 式 4CF) 二 p ， 我 们 断言 : / 
»CF’ fID’)= 0. 
设 车 不 然 ， 那 么 根据 前 段 ， 便 存在 一 个 集 互 CE .gf， 和 使 
HCD’ NF’, 0<?r(H)<%; 
所 以 FUHE . 宅 ，4( 肪 ) 之 0， 然而 这 样 一 来 就 得 到 
pA(FUH)=ACH) TA LT) =PPZuF YUH, 
这 个 矛盾 表明 ?>(F MD')= 0， 从 而 > 在 D" 上 是 ac 有 限 的 ， 
最 后 ， 我 们 来 规定 本 引 理 所 断言 的 集 EE。 命 
YG={BEYA :BCD, vr(B)= 0}. 
在 乡 中 有 一 个 非 减 集 序列 ( B, ) ?.;:， 满 足 
lim#( Bs)= sup{4(B) :BE YG}=Y。 


命 


G=()B,,  E=DfNG’. 


外 于 


因为 (G) 二 0， 所 以 ?在 B=D’ UG 上 是 0 有 限 的 ; 邑 E 满 足 
(iii)， 断言 (i) 则 是 显然 成 立 的 ， 因 为 ECD。 为 了 验 明 (ii)， 假 定 
有 一 个 集 BCE， 它 满足 BE.sog，r(B) 一 0， 而 p(D3)>0. 那么 必 
有 GUBE 多 .但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
LGUB)=4(G)F HB >H GG) = PACG UB); 

从 而 验 明 了 Gii)。 口 

我 们 现在 可 以 证 明 Lebes gue-Radon-N ikodym 定理 的 最 终 说 
法 了 . / 
(19.27) Lebesgue-Radon-Nikodym 定 理 设 (X，.cf ,44) 
是 可 分 解 的 ， 并 具有 分 解 多 ， 又 设 7” 是 《X，. 吧 2 ) 上 适合 ?之 4 的 
任意 测度 则 X 上 存在 一 个 非 负 、 广 义 实 值 、.oz 可 测 函 数 户 〈 可 以 
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在 每 个 FE .多 上 选取 有 限 值 的 fo， 这 时 ” 是 0 有 限 的 ) ， 具有 下 列 
性 质 . 


(i) vA) = | Pa 
对 于 关于 /是 gx 有 限 的 所 有 4E .成立 ; 
《iiy7 | jo= | ffoat 


对 于 和 X 上 使 得 {xEX:fGz) 二 0 } 关 于 4 是 g 有 限 的 所 有 非 负 、， “ 义 实 
值 、.x 可 测 沙 数 f 成 立 ; 

《iii》 如 果 f€ QR1(XK，.%，Y)， xEX: fxzy 0 ) 关 于 4 是 
0 有 限 的 ， 那 么 ffoE€ 1CX， .mf[，4)， 并 且 


| #2= | zf oda: 


此 外 ，f, 在 下 述 意 义 下 还 是 唯一 的 ， 如果 g, 是 X 上 任意 一 个 非 负 、 
广义 实 值 、.x 可 测 函 数 ， 并 且 对 于 所 有 AE .m1， 只 要 1(A)< 之 %， 
就 有 : 


GW) x =| gd 


那么 ， 对 于 关于 4 是 0 有 限 的 所 有 EE .oy， fo&z 和 gofz 是 4~a.e 相 等 
证 对 于 每 个 FE 多，?7 在 F 上 的 限制 关于 4 在 F 上 的 限制 是 绝 
对 连续 的 ， 从 而 根据 (19.26 ) ,在 .中 有 两 个 集 Dr 和 Fr， 满足 : 
(1) Dr0iE5zr 一 他 
(2) Dr UE;=F, 
(C3) 对 于 Ey， (19,.26.i1) 及 (19.26.ii) 成 这; 
(4) ?在 Dr 上 是 c 有 限 的 . 
如 果 »? 在 FF 上 是 0 有 限 的 ,就 取 Ds 二 FF， 由 于 ?在 Dz: 上 是 oc 有 限 的 ， 
4 在 Dr 上 是 有 限 的 ， 因 此 可 以 应 用 (19.24) 渐 言 ， 有 一 个 定义 在 
D)" 苇 的 非 负 、 有 限 值 、. 巡 可 测 函 数 万 ”， 使 对 于 限制 在 Dr 了 上 的 6 
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和 v ， 成 立 《 19.24 ) 的 结论 ， 现 在 设 有 是 X 上 的 函数 ， 使 对 于 所 
有 FE 安 ， 


f 4 ?Cx), XEDers 
fo (xX) 一 . (1)} 
co, XEFp, 


当 每 个 Ds 就 是 F 时 ,fo 自然 是 有 限 值 的， 不 难看 出 ,fo 是 .可 测 的 ， 
证 明 留 给 谈 者， 我们 把 ,J,Drz 还 记 作 D， 而 ,Er 记 作 E. 


为 了 证 实 f。 具 有 所 说 的 全 部 属性 ， 先 考察 一 个 集 4E€.%f， 它 适 
合 UC4)<co 条件 (19,25,iii ) 保证 了 


uA) = 2, uANF), (2) 
FE 多 n 


这 里 .多 。 是 多 的 一 个 可 数 子 族 . 条 件 (19.25.iii ) 还 蕴涵 着 

uCAN CU{F:FEF NF = 0， 
既然 委 4， 便 得 到 

vAN CU{F:FEZfI ZZ .}))= 0,， 
因此 

v= 2 vANF) 

FEéF DO 
由 (1 ) 式 显然 得 出 
veAN F)=rCAN Dr) tr AN Eg) 


=| pfodrt (AN Er). (4 ) 


根据 (19.26.i》,vCA 站 Bs) 的 值 不 是 0 就 是 2o， 而 根 据 (19 .26.ii) 
以 及 绝对 连续 性 ，v( A 站 Er ) 等于零 的 充 要 条 件 是 x《 40 Es ) 等 
于 零 . 由 此 


vANED= | pdt = | phde. (5) 


结合 (3)，C4 )，《5)， 江 回 济 到 (12.21 ) ， 则 得 出 
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"= 人 vAND= BD | npfean= | ra «6) 
reFo Fen 


断言 (i) 现 在 已 很 明白 ， 因 为 (6 ) 式 两 边 是 可 数 加 性 的 . 
”等 式 (ii) 可 以 这 样 来 证 ， 先 考察 特征 函数 ， 然 后 考察 简单 函 
数 ， 最 后 利用 (11.35 ) 及 (12,.22 ) 取 极 限 . 

把 写成 C1 (CX，.wxf，»v ) 中 函数 的 线性 组合， 就 推出 等 式 
C111), 

尚 需 证 明太 的 唯一 性 ， 命 so 如 (iv ) 中 所 设 ， 那 么 ， 对 于 任意 
FE. 纪 及 Dr 的 任意 .wz 可 测 子 集 4， 就 有 


"4 一 | foan= | soau 


从 而 根据 (19.?4 ) ， 对 于 4 几乎 所 有 xE€D;， fo《X) 二 go《(xX) .现在 
假定 存在 一 个 集 4E.o， 满 足 : 4CEr，HAC4)>0， 并 且 
go(X)< =fo (lx) (x € 4A) 
由 (19.26.ii)， 可 以 看 出 "4) 之 0 .对 于 每 个 .EN， 记 
A,— {XE A:go lx)<n}. 


mm 


那么 ( 4。 ) .1 是 一 个 非 减 序列 ，【 4.=4， 应 用 (10.13)， 


可 以 推 知 ~ 
0 < (4 一 Ilimy(4)， 


所 以 存在 #， 使 >(4.)>0 ， 由 于 4.,CEr， 便 有 ?>(4.)= ce。 看 一 
下 Civ) 就 引出 矛盾 : 


-一 (4.)= | godh<nu( A Lm. 


这 一 矛盾 证 实 了 在 F 上 4~a,e。, 上 成 并 go 二 fio. 日 
(19.28) 推论 设 (X，.w， 7) 是 一 个 cx 有 限 测度 空 间 ,是 
《X，.Z ) 上 适合 ?< 世 p 的 任意 一 个 测度 。 则 对 于 所 有 AE.w1， 所 
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有 非 负 、 广 义 实 值 、.o 可 测 的 /以 及 所 有 JER(CX，.，?>) 分 
别 成 立 《19.27.i1)，C19.27,.ii) 以 及 (19.27。iii). 

证 由 于 X 是 具有 有 限 k 测 度 的 集 所 成 可 数 族 之 并 ，(X， 
.YA，4) 则 显然 是 可 分 解 的 ， 而 在 (19.27.i)，(19.27。ii) 以 及 
《19.27.iii ) 中 所 加 的 限制 ， 在 目前 情况 下 都 根本 不 是 限制 
7. 口 

《19.29) 说 明 电 以 下 我 们 就 测度 空间 (X，, 友 ,，《 ) 的 情 
况 来 讨论 Lebesgue~Radon-Nikodym 定 理 , 这 里 X 是 局 部 紧 Haus- 
dorff 空 间 ， (上 :是 8$9 中 所 说 的 测度 ， 结 果 表 明 : 凡 这 种 测度 空间 
《(X，M1:，! ) 在 (19.25) 意义 下 都 是 可 分 解 的 ,因而 可 以 应 用 
( 19.27 ) ， 这 项 讨论 多 少 有 一 些 专门 性 ， 不 过 在 我 们 看 来 这 实在 
是 难以 避免 的 . 

(19。.50) 定理 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorft 空间 ， 〈《X， 
.NM,，'! ) 是 如 $839 一 10 所 构造 的 一 个 测度 空间 。 则 存 在 一 个 X 的 
子 集 所 成 的 集 族 . 纪 。， 具 有 下 列 性 质 : 

(i) .多 中 的 集 都 是 紧 的 ， 关 具有 (有限 的 ! ) 正 测度 ; 

(ii》 .多 中 的 集 两 两 不 相交 ， 

(iii》 如 果 FE .gg。，U 是 开 集 ，U 则 F 三 ,那么 1 (UNF) 
> 0 5 

(ivr) 如 果 BEE. 友 ,CBE)<co 那么 仅 对 于 可 数 个 集 忆 E 家，， 
EN F 非 空 ， z z i 

(v) DD 一 XNN(U .Fo)' 上 既是 上 可 测 集 ， 又 是 局 部 上 堆 集 ; 

《vi) 如 果 立 是 X 的 一 个 子 集 ， 并 且 对 于 所 有 PE 多 
YN FEA,, 那么 YE AN,. 

证 ” 设 疾 是 X 的 具有 以 下 性 质 的 子 集 族 多 全 体 让 成 的 总 类 

(1 》 .多 中 的 集 都 是 紧 的 ， 并 具有 正 上 测度 ; 

《2) :多 中 的 集 两 两 不 相交 
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《3) 如 果 FE .Gg，U 是 X 的 开 子 集 ,U 站 Ff 名 ,那么 UF) 
0. 
很 清楚 ， 江 非 空 。 这 是 因为 ， 空 族 无 疑 满 足 (1 ) 一 (3)， 此 
多 :E 疙 ，. 红 IC 多 :成 立 ， 或 者 不 成 立 ， 如 果 冀 oC 浅 ， 并 且 坛 。 
被 包含 关系 线性 有 序 化 ， 那 么 ,显而易见 , U{F: FEMo}€ Tr， 
这 样 ， 由 Zorn 引 理 知 道 ， 涝 必 含 有 一 个 极 大 族 ， 叫 它 作 .Fo， 
我 们 来 证 明 .ZZ ,就 满足 本 定理 的 全 部 条 件 ， 条件 (i) 成 立 ， 这 
是 由 于 (1 ) 以 及 紧 集 具有 有 限 ,测度 的 事实 《9.27 ) . 条 件 (ii) 正 
是 (2)，(iii) 和 (3) 一样 .为 了 验证 (iv)， 试 考察 适合 以 E)<oo 
的 任意 EE .VV,， 并 取 一 个 开 集 U， 使 
ECU, ‘(UU)<% 
(参见 (9,.24)}， 假 定 对 于 不 可 数 个 集 FE .go，E 间 FF 非 空 。 那么 对 
于 UN FF 而 言 ,也 是 如 此 ,而 性 质 (iii) 表 明 , 对 于 不 可 数 个 FE 多。 
:CUNF)>0. 
所以 (CU) 一 ce， 这 个 矛 导 证 明了 (〈ir)， 
接 下 去 证 (v)， 设 过 是 适合 !(UD< co 的 任意 开 集 ， 又 设 多 1 是 
科 , 揭 《可 数 ) 子 族 ， 它 由 满足 .CUNF) 之 0 的 全 体 F 组 或 ， 那 么 
Gi) 表明 
FF ={FEF oIUN FFG}. 
很 明显 
ED= TMGCUS8 D+ :UNCUF )’), 
原因 是 UU. 多 1 是 0 紧 的 ， 从 而 是 :可 测 的 ， 由 此 还 得 到 
| t= UN UF D+ .UNCUYUF )'), 
出 《 10.31 ) 知道 ， UZg, 和 CU .Fo) 一 DD 都 是 ! 可 测 的 . 
在 以 上 证 明 中 ， 至 今 还 未 曾 用 到 .ZF ,的 极 大 性 . 证 明 吃 是 局 部 
: 零 信 时， 就 要 用 这 一 属性 了 . 倘若 DD 不 是 局 部 上 云集 ， 那 么 根 
据 定义 ， 必 有 一 个 紧 集 C， 使 
(CND)>0，, 
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而 由 (10.30.) 以 及 DD 是 :可 测 的 这 一 事实 ， 可 以 推 知 存在 一 个 紧 
集 日 ， 使 . 
HCCND, :BH)>0 
考察 适合 (DUNN 五 )= 0 的 开 集 U 全 体 所 成 的 集 族人 NV， 那么 
(HN(UY)) = 10, 
因为 要 不 然 ， 五 们 (UV) 就 会 含有 一 个 具有 正 : 测度 的 紧 集 EE 
(10.30 ) ， 而 EE 就 会 被 有 限 个 ， 其 每 个 都 具有 零 :' 测度 的 集 U 们 太 
所 覆盖 .和 集 瑟 们 (U 纹 )' 是 紧 集 ， 并 含 在 内， 而 县 
全 人 (CU YD = CH)— HN (UY))=1H)> 0. 
同时 ， 如 果 V 是 开 集 ，VNHN (UY BB， 那 么 V&V， 所 
以 z 
VNHN OU =.VN HVN HNGU YY)) 
=i(VN H)> 0., 
因而 可 以 把 互 们 (CU)' 添加 到 .多 。 上 上 ， 仍 保有 人 性质 (1 ) 一 ( 3). 
这 就 与 .多 ,的 极 大 性 相 了 矛盾 了 . 
尚 需 验 明 (vi), :为 此 ， 我 们 借助 于 C10,31). 设 U 是 一 个 开 
集 ，i(U) 过 oo, 命 
多 ={FPEF oUF+Y), 
而 Y 如 (vi) 所 设 ， 于 是 可 写 出 
UNY=UNYND UYU UNIYN US .)) 


=UNYNDU (wnrna. 
ze 有 | 

集 Un YIDD 是 :可 测 的 ， 因 为 它 是 局 部 : 零 集 之 故 (10.32 ) ( 注 
意 , 凡 局 部 ! 零 集 的 子 集 都 是 局 部 ! 零 集 ). 集 出 (CnZM F) 乃 是 
t 可 测 集 之 可 数 并 ， 从 而 也 是 :可 测 的 . 所 Un 了 是 可 测 的 ， 
于 是 (10.31 ) 表明 ，Y 也 是 可 测 的 .局 

(19.31) 推论 (X,.t,: ) 如 (19,30) 所 设 . 则 测度 空 
间 ( 苹 ,,M,,! ) 在 (19.25) 的 意义 下 是 可 分 解 的 . 
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证 天 。，D 如 (19.30 ) 所 设 ， 和合 
多 一 多 ,Ut{{x}:rx ee D}. 

由 《19.30.ii) 及 (19.30。.v ) 容易 明白 ，. 红 中 的 集 是 俩 两 不 相交 
的 ， 朋 多 =X， 就 是 说 ， 对 于 多 ，(19.25。ii ) 成 立 ， 由 于 .多 中 
每 个 集 是 紧 的 ，〈19.25.i ) 也 就 成 立 ， 假 定 E€ A ,，((E)< <. 
既然 也是 局 部 : 零 集 ， 便 有 

(EMNMD)=0, 
从 而 对 于 任意 x DD， 

‘CENAX}) = 
这 样 ， 由 (19,30,iv ) 及 ! 的 可 孝 加 人 性 全 得 由 


DAENF) = D> 1BEN{x}) 十 之 iENF) 


Fe xED Fego 


=i(END)+AEN CU 多 0) 一 (CI); 
因此 多 满足 (19.25.iii). 由 (19.30.vi) 可 立即 推出 条 件 
(19,.25.iv). 口 : 

我 们 现在 就 局 部 紧 Hausdorff 空 间 情 况 ， 介 组 Lebesgue-Re- 
don~-Nikodym 定 理 的 说 法 ， 

(19.32〉 定理 ” 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，〈 是 如 
$$§ 9 一 10 所 构造 的 X 上 一 个 测度 ， 又 设 > 是 (《X，. 妈 ，) 上 适合 > 
< 上 的 任何 一 个 测度 ， 则 (19.27 ) 的 全 部 结论 , 当 w 用 “上代 趟 而 .of 
用 .NM ,代替 后 仍 成 立 . 

证 根据 (19,31) 知道 ，《(X，.M;，、' ) 是 可 分 解 的 ， 于 
是 只 要 应 用 〈 19.27 ) 就 可 以 了 . 口 

C19,33) 评注 ”如果 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，‘，?7 
是 如 $9 由 非 负 线性 泛 函 所 构造 的 XX 上 任意 两 个 外 测度 ， 并 满足 条 
件 ，!KE)=0 列 涵 ?(BE) 一 0， 那么 .& ,CA ,， 为 了 明 委 这 一 点 设 
4E.&,， 并 设 F 是 紧 集 ， 按 照 (10。 34) 得 到 

ANF=BUE, 
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其 中 BE 绍 (X)，: 必 让 二 0， 因为 (X)C. 帮 ,，0(B) 一 0 ,所 以 
ANFEN,. 

由 《10,31) 可 知 ，A4E€.V,。 这 样 一 来 ， 对 于 (X，AM,) 上 的 ! 

和 ”,，《〈 19.27 ) 便 成 立 ， 

《19.34) 注意 假如 所 有 测度 都 是 o 有 限 的 ， 而 所 有 局 部 紧 
Hausdorff 空 间 又 都 是 0 紧 的 ， 那 我 们 从 《19.25 ) 到 (19.33 ) 作 
如 此 详尽 的 阐述 就 是 不 必要 的 了 .人 们 当然 会 问 ， 在 (19.27) 和 
(19.33 ) 中 所 得 出 的 一 般 性 结论 ， 是 否 值得 化 这 么 大 的 力气 ? 不 
少数 学 家 认为 不 必 如 此 ， 但 是 我 们 感到 有 贵 任 向 读者 说 明 最 为 一 般 
的 定理 一 一 我 们 可 以 合理 地 步 步 引 进 这 些 定理 ， 而 读 着 或 许 相当 需 
要 它们 ， 习 题 (19.71 ) 中 有 一 些 例子 ， 表明 了 Lebesgue-Radon-~ 
Nikod$m 定 理 的 男 一 些 似 乎 合理 的 说 法 其 实 并 不 成 立 ， 

(19,35〉 说 明 D 利 用 日 zshn 分 解 及 Jordan 分 解 ， 不 难 把 
Lebesgue-Radon-Nikodym 定 理 开 拓 到 4 和 > 都 是 广义 测度 或 复 
测度 的 情况 ， 我 们 仅 限于 研究 其 中 一 类 重要 的 开拓 , 

(19.36)〉 定理 设 (X .w，4) 是 一 个 x 有 限 测度 空间 ，? 是 
(X， .8 ) 上 一 个 复 测度 ,而 且 > 之 px， 则 存在 唯一 的 一 个 fo€ & 1(X， 
.00 4 ) ， 使 对 于 任意 fE & ， ( 勾 ， 0 s 多 7 


Gy fit fie 
又 对 于 任意 4€ oz， 

Ci r= | Fode。 
此 外 ， 对 于 任意 4€ .xy， : 

《iii) pi)= | ‘Mol des 


特别 ， 
OD 4 说 明 ” 一 字 是 译 者 加 的 、 -一 主 者 注 
| * 464 


| od 


(iv) 训 《人 ) 一 | 上 | 4d4 一 foll 。 
证 命 x 


有 
2 一 > QD, 


k= 


是 ?的 Jordan 分 解 ((C19,.13.ii) 及 (19.15.c))、 按 照 (19,13) 太 
《19.20)。 D1， V2， Ys，24 及 都 是 (XX，.y》 上 的 有 限 测度 ， 


”其 中 每 一 个 关于 4 都 是 绝对 连续 的 ， 根 据 ( 19.24 ) ， 在 X 上 存在 非 


负 、 有 限 值 、s 可 测 函数 户 ， 使 当 fE 8 :CX，of，vi 》 时 ， 


[far = | ra (1) 
XX x 
《CkE11, 2，3,，4}). 命 

f= Saf, 


其 中 QQ 二 1，as 二 一 1]，Qs 二 了 ，Q4 二 一 1 fo 肯定 属于 ;1( X， 
.AL，4) ， 因 为 每 个 有 是 属于 8 1CX，Y，4) 的 (在 C1) 中 命 f= 
1 )， 那 么 ， 当 1E€ 8: (X，.oz， 了 四 ) 时 ，(19.16) 则 表明 对 于 
任意 K，fE 8 1CX，.A[，?Y; )， 从 而 由 (17 和 (19.17 ) 便 得 出 


4 


| =| ffodt 
(这 里 我 们 利用 了 下 述 事 实 ， 对 于 任意 k，ff,€ 21 CX，f， 1) 
一 一 从 (1 ) 式 来 看 ， 这 很 明显 ])，(i) 得 证 ， 取 f==54， 由 (让 可 得 出 
恒等式 (ii)， 因 为 pl 是 有 限 测度 的 缘故 . 

为 了 证 明 & : 《天 .GD) 中 加 的 唯一 性 ,假定 ho 6 C1 (CX, 

A ，4)， 并 且 对 于 任意 4€ .oz， z 

CD= | av， 
命 ， 二 5 二 ir， 其 中 o，z 都 是 实 值 的 ， 那 么 对 于 任意 4E.oy， 
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| Rexan=ccO= | Refodk. 


正如 (19.24) 中 唯一 性 证 明 , 由 此 可 推出 4- a,e. 成 立 Reh, 二 Ref，; 
同样 ，4~-a.e. 成 立 Imho 二 Imfo， 所 以 ho 和 fo 乃 是 8，《(X，%， 
4 ) 的 同一 个 元 素 . 

最 后 证 明 (iii)， 设 给 定 4E.o8. 对 于 4 的 任意 一 个 可 测 前 分 
‘41,，'"…，4， }， 得 到 


六 brCAD)| = pi fodul < 
f= 之 


一 | lfol dp. 
对 所 有 这 种 谢 分 取 上 确 界 ， 便 得 出 


< 已 jd 


bl DS | lee C2) 


为 了 证 明 反 向 不 等 式 ， 利 用 (11.35 ) 取 一 个 .oz 可 测 简 单 函 数 序列 
( On) =-19， 使 得 /一 ave。 成 立 aa 一 上 4sgnf ， 并 且 jc | 54sga 
fol 委 1 ， 于 是 对 于 任意 my， 

Hoc fol € Ci.CX, A 1), 
从 而 由 Lebesgue 控 制 收敛 定理 《12.30 ) 可 推出 


| tilda= | foéssgn 了 oa 


=lim | Pazu。 (3) 


每 个 0, 具 有 人 其 中 {41,，…，4， } 是 4 的 一 个 可 测 


iel 人 


剂 分 ， 而 县 对 于 任意 ij, 16 < 因而 


-| 5 ny p, fa podt 
tel 


| | foouap 
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| |, fia 


一 > POAD! < hl (4). (4) 


=] 


结合 (3 )，C4 )， 便 得 到 
| lfol de bl C4), 《5) 


现在 由 ( 2 ) 和 (5 7) 就 推出 (iii)， 命 4 王 和 X， 得 (Civ)， 口 
《19.37〉 注意 读者 如 果 对 照 一 下 〈《19.36. iii ) 的 陈述 、 证 

明和 关于 绝对 连续 函数 的 相应 结果 ( 18.1 )， 将 会 受到 启示 ， . 

“(19.38) 推论 设 v 是 (X， 2 ) 上 一 个 复 测度 . 则 和 上 存 

在 一 个 .9 可 测 函 数 fo。， 它 满足 以 下 三 个 条 件 ， 

(1) [fo I=1. ; 

(ii)， 对 于 任意 4E.w，?C) 一 | fod121; 


(iii) 对 于 任意 f€ 8 1 CX，.AY， 四 ) ,| fav=) ffoa hl. 
而 且 ， 
Giv》 对 于 任意 f€ 81 CX pl | | yoi 攻 | tai1. 


证 显然 有 ><< 1>"|[， 规定 fo 和 (19.36 ) 一 样 ， 那么 可 直接 
得 到 (ii) 和 (iii》)。 命 
A={x EX: lfo (x)| <1 }, 
B= {x EX: \fol(x)| >1}, 
应 用 (19.36.iii)， 得 出 


| a-ipbam=o = | dn -Dabl, 


由 (12.6 ) 可 以 看 出 

71(C4)=0 一 1271(0B). 
这 祥 ,就 不 妨 在 4UB 上 来 重新 规定 fo ,使 得 (i) 成 立 , 设 1E€ 8 ， CX, 
20， » | ) ) ， _ 则 全 到 
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< | ,Wl am 


| J Fan 


= | Ha 


从 而 (iv) 成 立 . 口 

我 们 接 下 去 考虑 测度 对 之 闻 的 某 种 关系 一 一 它 正 是 绝对 连续 性 
的 对 立 面 . z : 

(19.39) 定义 设 4，? 是 (有 了，.Y) 上 的 两 个 测度 ， 广义 测 
度 或 复 测 度 ， 如 果 存 在 一 个 集 BE .op ,使 得 4l (8)= 0 , (B’)= 
0 ， 就 称 4 和 > 是 〈 互相) 奇异 的 ， 记 作 4Ly， 也 称 风 >) 关于 
2 是 奇异 的 . 

《19.40) 定理 设 4, ?及 ca 是 (X，.o ) 上 的 复 测度 或 广义 
测度 ， 并 且 »? 十 cx 有 定义 ， 又 设 c 属 于 五 ， 则 ; 

(i) 2? 区 4 及 0&4 蕴涵 av 八 4 及 (Y? 十 0) 禄 1 

(ii) 2 Lk 及 op 蕴涵 ar ln 及 (2 十 0) Lu. 

证 假定 ?之 ky，o4， 并 设 EE.%f， 而 且 |41(E)= 二 0， 那么 
(ay) BE)=av(E)=a. 0=0, 
(y+o)C(E)=»(BE)+o(E)= 0. 

所 以 (1) 成立. 
其 次 假定 ?Lx4，o.L4， 在 .wy 中 取 4，B， 使 
lal CA)= lul (8)= 0,， 
pl CA’)= 0, lol (8B’)= 0., 
命 C 一 4UB。 显而易见 

y+ol CC E+ lol DC YE CA YT lol (B= 0， 

而 且 : z 
12 CC) Jal (CA)+ l4l (CB)= 0., 
所 以 《(»z 十 go ) 和 4 是 奇异 的 ，av_L4 则 是 显然 的 事实 。 口 

(19.41) 定理 设 x,» 是 (X， 2 ) 上 两 个 复 测度 或 | 义 测 
度 ， 则 以 下 三 语句 是 等 价 的 ， 
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(i) ul», 
(11) la[l Li1>»| ; 


(111) 对 于 所 有 1» KE{1,2,3,4}, Lil vy, 其 中 > Gi Hs 
| w+ 


下 ay 分别 是 x 和 + 的 Jordan 分 解 . 


证 由 (19.40) 及 (19.13) 不 难 推出 本 定理 ， 细 节 从 了 略 . 口 
以 下 定理 表明 ， 如 时 在 一 个 可 测 空间 上 给 定 了 一 个 oc 有 限 测 度 
4，。 那 么 所 说 的 空间 上 任意 一 个 oc 有 限 测度 都 可 以 唯一 地 分 解 成 这 
. 样 的 两 部 分 ， 即 一 部 分 关于 4 是 绝对 连续 的 ， 而 另 一 部 分 关 于 4 是 
(19.42) Lebesgue 分 解 定 理 设 (X，.w，4 ) 是 一 个 oz 有 有限 
测度 空间 ，? 是 (和 X，.og ) 上 一 个 复 测 度 或 co 有限 广 叉 测度 ， 则 有 
(i》 ?一 ?1 十 7y， 


其 中 v1 4， vs, 而 且 分 解 (i) 还 是 唯一 的 ;， 其实， 假如 分 解 


» 二 7 十 训 具 有 同样 性 质 的 话 ， 那 么 必 有 ?1 二 V1，Y4 一». 

证 鉴于 ?的 Jordan 分 解 ， 并 由 于 (19.20)，(〈19.40 》 及 
《 19.41)， 所 以 只 考 典 ?是 一 个 测度 的 情况 也 就 可 以 了 ,这样 便 
假定 ?是 (XX，.xf) 上 一 个 c 有 限 测度 ， 测度 > 关于 测度 & ”是 绝 
对 连续 的 ， 并 且 二 者 都 是 co 有限 的 ， 所 以 ， 根 据 (19.24 ) ， 在 和 上 
便 存在 一 个 非 负 、 实 值 、.oz 可 测 函数 fo， 使 对 于 所 有 非 负 .sy 可 济 
水 数 了 成 并 


| re= | fdcuts). (1) 


我 们 断言 : 关于 /十 >， a。6, 成 并 fo 夺 1. 为 了 证 实 这 一 感 ， 
命 E 二 {x7:fo(x) 记 1}， 并 很 定 (y+ ? ) (BE) 盖 0。 巨 可 以 与 成 


E= () {xr:fo(x)>1+ 


Rel 


1 
n 
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由 这 一 等 式 ， 易 见 必 存 在 一 个 数 < 1 ， 使 得 (HU 二 > ) (CF)>0， 
其 中 
F=1{x:fo(x) 之 a>1}. 
oe 限 的 , 便 有 一 个 集 4E. 史 ,使 得 4CF,0< CE 二 DC4) 
coe， 在 (1 ) 中 命 了 = 上， 便 得 到 


»(A) = | Pan+ | faer>auc4)TanC4)， 


从 而 

《1 一 C)7C4) 之 CHUC4)。 
既然 < 之 1 ， 那 么 当 "(4)> 0 时 ， 就 会 有 cnu(C4)< 0 ， 由 此 可 知 
六 A)= 0. 于 是 有 0 之 au( 4A), 从 而 又 知道 A(A)= 0 ， 这 样 一 来 ， 
便 成 立 等 式 z 

: +)A SLA + A = 0,， 

这 就 引出 了 矛 筑 . 
“如果 记 f= 二 min{fo，1 )， 那 么 0 过 f, 壹 1， 并 且 

| fao= | faetw: 02) 
“现在 考察 集 
| B={xEX:f1(x)= 1 )}. 
设 有 一 个 集 CE.og， 适 合 ，CCB，H(C)<co 及 "(C)< co 在 (2? 中 
命 = £0, 便 得 出 


sO = | pat | fidv=p(C)+2CC), 


因此 4(C)= 0. 但 4 在 B 上 是 oc 有 限 的 ， 由 此 可 见 4(B) 二 0， 在 .4 
上 规定 "为 

yp.(A)=» ( ANB), 
便 得 到 >okB' 一 0， 这 样 ， 2 和 4 就 是 互相 奇异 的 。 ci 显然 是 (CX， 
st) 上 的 9 个 出 度 ，)] 对 于 4E .AA1， 记 
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(4) 一 y ¢ AN B’ ) 
那么 显然 有 2 一 21 十 D3 
须 证 v1 关 于 4 是 绝对 连续 的 ， 为 此 ， 先 考 察 适 合 4(C) 二 0 而 
DC)< co 的 任意 CE.w， 则 有 


CC) 一 (Cn B’)= | ifidet | hie : 


本 | Pa 
从 而 


| ,C1—fi dr= 0. : C3) 
cna | 2 


函数 1 一 和 在 B 上 为 正 ， 因 此 等 式 ( 3 ) 草 洱 
vi(C)=v (CNB’ ) 一 0， 
这 正 是 所 期 鹿 的 . 对 于 .of 中 适合 ACC) 一 0 的 任何 一 个 C， 记 C 二 


U C.， 其 中 诸 C, 是 .x 中 两 两 不 相交 的 集 ， 并 且 对 于 任意 x， 


fw 1 


DC 一 co. 了 十 上 情况 和 用 于 和 个 Cs 于 是 得 到 "CC。) > 
0 Ch=1, 2, ; 根据 可 数 加 性 ， 由 此 月 然 推 出 y,.(C)= 0. 
最 后 ， 家人 解约 闪 一作， .假定 


7 一 yi Ds， 


其 中 v1 和 ?关于 4 都 是 绝对 连续 的 ， 而 > 和 宫 关于 4 都 是 奇异 的 
设 了 和 了 3 是 :w 中 两 个 集 ， 并 且 

PCB) 一 ACB) 一 ， 0, », (B’) 一 >， ( B’ )=0., 
对 于 .x 中 适合 合 CCB UB 的 集 G， 有 HACCG) 兰 0 ， 从 而 根据 和 立 的 
笔 对 连续 性 ， 便 成 立 等 式 z 


PCr Ch i 
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如 果 CCB' 人 | ，CE.of， 那 么 就 成 立 等 式 
y,(C)=7,(C)= 0. 
由 此 对 于 任意 一 个 集 4E€ .4， 都 有 


viCA)=7CAN CBU BY+vAAN CBN BD 
=7,(AN (BUB))+YAN BN BY) =%(4). 


既然 >: 一 ?2， 而 所 论 及 的 每 个 测度 又 都 是 zc 有 限 的 ， 所 以 等 式 ? 1 一 
» 也 是 成 立 的 ， 0D®@ 

(19,43) 定义 ”在 Lebesgue- Radon-Nikodym 定 理 
(19.23)，(19.24)，(19.27)，(19.36)) 中 所 出 现 的 ( 本质 唯 一 
的 ?函数 fo 通常 称 为 ?关于 4 的 Lebesgue-Radon-Nikodym 导 数 ， 并 
4，» 和 fo 三 者 之 闻 的 这 种 关系 有 时 也 用 以 


下 公式 来 表示 ， 
dy=fod4, 2 =fou. : 
(19.44) 定理 (和 链 式 法 则 〉 设 10， Li 及 Li 都 是 (X， .2 )》 
上 的 co 有 限 测度 ， 并 县 z 
pa Hs iho 


则 

(1) L209 

» dis _ du ,dh 

《11i) dio du 7 Ho~“a, es 

证 断言 (i) 是 显然 的 事实 ， 命 f= -2 fi 一 、 由 等 ， 
式 


fans= 人 rpaus= | Paan 


在 S .Saks 的 前 述 引 文 [(18.42) 的 注 人 3 中 ， 收 录 了 (19.42) 的 一 个 
证 明 方 法 ， 其 中 没有 用 到 Lebesgue~Radon~Nikod7yz 定 理 。 
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刹 推 出 断言 (ii2， 口 
现在 我 们 着 手 仔细 探讨 函数 的 绝对 连续 性 与 测度 的 绝对 连续 性 
之 加 的 关系 ， 我 们 首先 证 明 ， 8$ 8 一 9 所 说 的 映射 
z QSoho 
建立 了 R 上 正规 化 非 减 函数 全体 所 成 的 集 ( 8.20 ) , 6 ooCR) 上 非 
负 线 性 汉 函 金 体 所 成 的 集 ， 以 及 R 上 (正则 》 Borel 测 度 @ 全 体 所 
成 的 集 之 间 的 1 一 1 对 应 关系 . 
《19.45) 定理 设 : 是 RR 上 任意 一 个 正则 Borel 测 度 ， 在 R 睹 
申 以 下 规则 定义 a. 
[< 0, t(), tt>>0， 
(C1) CCt) 一 10 t= 二 0 ， 
[00)，t< 0， 
则 cx 是 只 上 一 个 非 减 、 实 值 、 左 连续 函数 。 而 且 
C11) lim Q(t)> ~ co 的 充 要 条 件 是 !(] 一 ce ,0 (之 %， 


Ciiiy) lim ci) 忆 ce 的 充 要 条 件 是 !(( 0 ,oo 之 0。 


证 当 0 <i<<ts 时 ， 
2 人 fa) 一 CC 一 0 ,ftz0) 一 上 人 0， £0 
=i([ti ,ts() 之 0， 
从 而 (ty) 之 Q(t1)， 当 二 之 0 二 1s 时 ， 成 立 不 等 式 
a DE 0 <ali,), 
因此 也 有 a&(i1) 志 gs)， 当 刀 之 1s 之 0 时 ， 
a(t2)—alti)= (ts, 05)+iC(t1, 0L) 
一 上 (Li1， ix) 之 0 ， 


a 


QD 声调 Borel 测 度 ， 自然 指 的 是 定义 存 Borel 集 所 成 的 0 代数 上 的 测度 ， 
虽然 在 8$ § 9 一 10 中 定义 为 一 可 洲 集 所 成 的 o 代数 ,的 全 体 子 和 集 上 
的 外 测度 ， 但 是 在 (19.45 ) 中 ， 我 们 仍 沿用 符号 “:” 来 表示 正则 
( 12,39 ) Borel 测 度 。 根据 定理 《19.48 ) ， 这 并 无 差别 ， 还 值得 注 
意 的 是 ,如 果皮 是 尺 上 的 Borel 测 度 ,并 且 对 于 任意 紧 集 已 和 民有 ) 坟 
ww， 那么 ，4 便 自动 成 为 正则 测度 ( 12.55 ) ， 
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这 样 ， 在 一 切 情况 下 ， 由 关系 式 ts 记 红 都 可 推出 a(i,) 之 a(t1). 
“为 了 证 明 cx 是 左 连续 的 ， 先 考察 上 > 0 的 情况 . 设 (e,) 5.1 是 
任意 一 个 收 剑 到 零 的 递减 正 实数 列 ， 并 且 el< +， 则 有 


C0, tt= (Jt0, tes,l, 
gn 四 | - 
a&(t)=i.(( 0,， t() = im 0 ， tierl)=lima(t™ en7。 
由 于 
li i 
所 以 得 到 i : 


He (一 寺 -Hj 一 训 ，00)=K《2D=0: 


从 而 a 在 0 左 连续 ， 最 后 ， 当 上 < 0 时， 等 式 
“(i oD 
= 一 | (一 于 ,+ 00 ) 


we- 二)=:([: 一 二 ,1D 
由 于 z 
NE = 
ne 


im + (| 9 | )= 0 ， 
| 一 全 相 nn tp 
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我 们 已 证 明了 ec 在 t 左 连 续 . 
根据 (10.13 ) ， 成 立 下 列 等 式 : 
lima(t)=(( 0 ,cofD， lima(t)=()~—°, 0 7), 
这 两 个 等 式 证 实 了 本 定理 (ii)，《iii) 两 个 断言 口 
(19.46) 评注 〈19.45) 中 函数 x 未 必 是 右 连续 的， 比如 说 ， 


如 果 ' 是 由 
1，0e4， 


| 
0, 0¢/4. 

所 定义 的 点 质量 ， 不 难看 出 ， 相 应 的 a 在 0 处 就 不 是 右 连续 的 。 至 
于 怎样 定义 c， 在 这 方面 是 任意 的 ， 它 也 可 以 定义 为 右 连续 的 、 非 
减 的 ， 同 时 ， 应 当选 取 c( 0 )= 0 ， 成 为 任意 一 个 正规 化 . 就 有 限 
测度 :( 即 !(R)<c)] 而 言 ， 把 “正规 化 ,使 得 lim c(D 一 0， 这 衬 
做 往往 较为 方便 ， 和 (8.20 ) 一 样 ， 我 们 将 用 正规 化 非 减 函数 这 一 
术语 来 措 R 上 这 样 一 个 非 减 函数 a， 即 它 是 左 连续 的 ， 并 满足 aC0) 
一 0 ， 因 此， 定理 (19.45) 规定 了 一 个 上 映射 ' 一 %， 它 把 R 上 正则 
Borel 测 度 全 体 所 成 的 集 映 入 正规 化 非 减 函数 全 体 所 成 的 集 ， 以 下 
证 明 这 一 映射 还 是 映 满 的 . 

(19.47) 定理 ” 设 c 是 尺 上 一 个 正规 化 非 减 函数 ，S. 是 象 $8 
那样 相应 于 “的 Riemann-Stielt jes 积 分 ， 4。 是 $9 中 由 S。 所 构造 的 
R 上 的 Lebeszue-Stieltjes 测 度 ( 请 特别 参看 (9。 19)]， 如 果 忆 是 
(19.45 ) 中 由 14。 所 构造 的 正规 化 非 减 函数 ， 则 B8 =c， 这 样 ， 当 
a<<b，c， pbER 时 ， 就 有 

(i) 4 (fo， b{) =a(b)—ala). 

证 等 式 B (0)=al 0 )= 0 的 成 立 是 显然 的 事实 ,在 R 中 取 
1 >0。. 那么 | 
BCOt)=4s (C0, t(), 

要 证 这 个 数 等 于 a( t ). 

试 考察 适合 e, 一 0 及 0 <s.<si< 上 的 任意 一 个 递减 正 数 列 
( 6, ) 3-;。 设 有 函数 记 ， 其 图 象 如 图 8 所 示 . 
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函数 (f)3- :处 处 收敛 到 Eco,tr， 并 且 
fC E PR, M1, 4o) 
(nr 一 1、2，…)。 
根据 (12.24) 得 到 


im {fai = | lim fd4s=4.( 0, 10=B0). 
R Rn-m 


是 ~ 的 


由 (12.36)， 成 立 等 式 
| .7.24.= sf,) 《7 一 1 多 2 多 “)。 


我 们 通过 证 实 limS.《f,)==a(t)， 来 完成 定理 的 证 明 ， 如 寻 I, 是 
(一 2; 引 的 一 个 细 分 ， 满 号 
{ 一 cs， 0 一 EC 
那么 
Saf IEUCF, Qa, A,) 
(QA) — A(t—es))+ a(t—e,) —alC 0 )) 
二 (a( 0)~a(~e,)) 
一 C(t 一 以 一 ss) 一 CC1 一 ZXC0) 一 CCtD)， 
“476 。 


本 
SAAfOPLOG,, a, A YFalt—e)— 20 > ot—)= oi). 
《 记 住 是 左 连续 的 . ) 于 是 


a(t) 一 jimSo。 《 


= lim | fa4.=B). 


t <0 时 ， 同 样 可 证 Pi) 一 C(bD， 

现在 由 pb 的 定义 可 推出 关系 式 (i).。 口 

(19.48) 定理 (19,45) 中 所 定义 的 映射 

(Ci) | 5 一 人 
乃 是 一 个 1-1 正 射 ， 它 把 R 上 正则 Borel 测 度 全 体 所 成 的 集 上 映 满 RE 
适合 <c(0) 一 0 的 非 减 、 实 值 、 左 连续 函数 a 全 体 所 成 的 集 。 这 一 映 
射 的 逆 了 映射 为 

《ii) 2 一 1。 
这 样 ， 凡 R 上 正则 Borel 测 度 便 都 是 Lebesgue-Stieltjes 测 度 

证 设 给 定 了 c。 定 理 (19。47) 表 明 ，(i 刘 中 C 是 4。 的 象 ， 从 而 这 
一 映射 是 映 满 的 ， 假 定 c 也 是 正则 Borel 测 度 , 的 象 ， 而 (19。 47.i) 及 
《19.45 .i) 表明 ， 对 于 尺 中 任意 c<z 

Aal(a, b[)=a(b)— ola)=i(la, b()., (1) 

的 每 个 开 子 集 U 以 表示 成 可 数 个 不 相交 的 形 如 [a,b( 的 集 之 并 ， 


例 如 ， 
“和 集 DCR， 


， 从 而 由 (1) 式 可 推出 ， 对 于 任意 开 


二 


As (CU)=1,(U)., 
由 于 4。，: 都 是 正则 的 ， 由 此 推 知 对 于 任意 FE (CR) 
A CE)=1(E). | 
于 是 1. 二 !， 而 且 映 射 ( 让 是 1-1 的 ， 其 余 则 是 显而易见 的 。 口 
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(19.49) 评注 (19,48) 有 一 个 不 同 的 证 明 方法 , 它 不 利用 , 的 
正则 性 ， 但 要 用 对 于 RR 中 任意 a 过 bp，i([a5b0) 之 吕 这 一 和 条件， 由 二 
定义 a 时 需要 这 一 条 件 ，[ 当 然 ，(12.35) 人 蕴涵 着 这 样 的 ,是 正则 
的 ，] 这 再 一 次 表明 ，R 上 满足 !([a;5()< co 的 任意 Borel 测度 ， 势 
必 都 是 Lebesgue-Stieltjes 测 度 ， 因 而 也 都 是 正则 的 ， 这 另 一 个 证 
明 方 法 如 下 . 

利用 (19.48.1) 证 实 . 在 有 限 个 不 相交 的 具有 [asb(， )— oo,b[l, 
或 (a,col 任 意 形状 的 区 间 之 并 全 体 所 成 的 代数 上 ,a 与 1, 是 一 致 的 . 
注意 到 在 这 个 代数 上 ，4, 和 4 都 是 o 有 限 的 ， 最 后 利用 Hopf 开 扼 定 
理 (10,39) 的 唯一 性 部 分 得 出 结论 : 在 由 这 个 代数 所 生成 的 c 代数 
【 即 罗 (CR)] 上 ，4。 与 :是 一 致 的 . 

(19.50) 定理 Riemann-Stieltjes 积 分 ,是 Go,《R) 上 上 仅 有 
的 非 负 线性 泛 函 .. 

证 设 I 是 CG ooCR) 上 任意 一 个 非 负 线性 泛 函 ，, 是 象 § 3 9-10 
由 1 所 构造 的 测度 ,利用 (19,48) 可 以 找到 4, 使 在 罗 (R) 上 ，( 一 4.. 
最 后 ,由 Riesz 表 示 定 理 (12.36) 得 出 结论 : 对 于 任意 fEGooCR)， 
都 成 立 

HKP= | ja= | feis=secp， D” 


(19.51) 记号 为 了 行文 简 清 起 见 ， 我 们 将 用 记号 
tu 

来 表示 4 是 R 上 一 个 正则 Borel 测 度 ，& 则 为 (19.45) 中 由 :得 到 的 R 上 
， 的 正规 化 非 三 函数， 自然 ，(19.48) 表 明 ,== 4。. : 

(19.52) 定理 设 : 一 4， 则 4 连续 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任意 
xER，LC(x)) 一 0 其实， 对 于 任意 x CR， 

四 似 应 为 (12.55)。 一 一 译 者 注 

人 定理 (19.50)，(19。48)， 以 及 (12.56) 表 明 ， Riemann 积 分 是 


GE oo( 尺 ) 上 仅 有 的 不 变 非 负 线 性 泛 函 ， 至 多 差 一 个 正常 数 ( 售 数 ). 
”参看 上 文 (8.16). 
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{x1)= 1im CCX 十 有 一 CCY)。 


证 对 于 任意 xE R， 正 如 (19。47.。i) 所 指出 的 ，、 则 有 
cp (NE + -le +HD 


=limc (x + $) -elm th -ee. 品 


(19.55) 定理 函数 a 在 任意 区 间 ( 一 _ CEN) 上 绝对 连续 
(18.10) 的 充 要 条 件 是 ， 相应 的 测度 :关于 Lebesgue 测 度 4 是 绝对 连 
次 的 . ~ 

证 先 假定 对 于 任意 EN，Q 在 [一 p;p】) 上 绝对 连续 ， 设 4 是 RR 
的 适合 AA)=0 的 任意 一 个 子 集 ，e 是 一 个 正 数 . 对 于 每 个 pEN， 
总 存在 6(p) 沁 0， 使 得 只 要 {)assb:(》i-1 是 一 一 族 两 两 不 外 次 的 区 闻 ， 
并 满足 


U Jou， hc, p), 


t= 


S (bi—as) <6(p), 


FE=1 


就 有 


全 Cab) — alai)) <e, 


由 于 ACANN (—p,p))=0, 便 有 两 两 不 相交 的 诸 区 间 人 a， sbit 人 1 
使 . 


AN)~—p, pC\) a:, blc(—p, p)o 


t=1 


Qo 代数 ;当然 包含 乡 iR), 应 用 测度 的 绝对 连续 定义 时 ， 我 们 就 
”考虑 测度 空间 (及 .及 RD) ,中 及 (R, 人 BR) ,0). 


419 ， 


并 且 


>, Qi— a0) <6p), 


kai 


> Ca (QD) ~ a Ca) Te. 


tml | 
鉴于 (19.47) 以 及 Q 的 连续 性 ， 又 有 Q(B) 一 a(41)==1()a9b: (DCKE 
NN)， 从 而 


i 


e> >) (a)— 0)) = 2 C0, bil) 


t=1 k=1 


=:( (| Jai, Os 9 
由 此 推 馈 :41 一,b0 委 。， 了 既然 是 任意 的 ， 便 得 到 等 式 
(A)=lim ‘ (AN JJ) 一 加 pl)= 0. 
其 次 假定 必 在 Borel 集 上 ) 关 于 4 是 绝对 连续 的 ， 并 考虑 任意 区 
间 ( 一 pp),， PEN, 根据 (19.24)， 有 一 个 非 久 Borel 可 测 函 数 fo， 
使 对 于 任意 Borel 集 4CR， 都 成 立 
(= | fua4. 


特别 
从 而 fo€ 2 C 一 加 四 (CR)， 4)， 设 给 定 s>>0， 根 据 (12.34)， 便 
有 6>0， 使 对 于 适合 4(4)<6 的 任意 Borel 集 4CL 一 b*)， 都 有 
| Paa<e. 
这 样 ， 设 {arsbi()i.: 是 任意 一 族 互 不 相交 的 开 区 间 ， 其 并 是 
. 480 ， 


4C( 一 pp)， 并 成 立 不 等 式 4(4)<6， 于 是 有 
| oda<e, 
而 这 一 积分 显然 等 于 


ass di)= DC GD) -ae)). 


上 =1 k=1 


就 是 说 ，& 在 [一 p,p] 上 绝对 连续 ， 口 

在 结束 本 节 正 文 以 前 ， 我 们 来 求 出 测度 :的 一 种 经 典 分 解 ， 随 
之 求 出 相应 的 函数 a 的 分 解 ， 我 们 从 “提取 ” :的 不 连续 部 分 讲 起 . 

(13.54) 定理 对 于 xER， 设 *: 是 满足 以 下 条 件 的 集 函 数 ， 
-对 于 任意 4CR 

ee 4d) 一 上 4CX)。 

又 设 1Xxi)3 ;是 的 任意 一 个 可 数 子 集 @， ?是 一 个 映射 ， 它 把 {x 
有 喘 入 ]0,cof， 并 且 


> {Px0: rl Sn Ln=1, 2, 3, 7). 


对 于 任意 4CR， 命 


= 


(= 之 px)ex, (4)。 


Fs 1 


则 [ 比 (R) 上 的 j4 是 由 。 "CR 二 的 非 抽 线 性 泛 函 


LD)= ~ 入 Px Fx) 


所 得 到 的 唯一 的 正则 Borel 测 度 . 
证 明 不 难 ， 从 略 . 
《19.55》“， 定义 如 (19.54) 所 规定 的 测度 : 称 为 纯 永 连续 的 ， 
如 果 一 个 测度 :满足 条 件 ， 对 于 任意 xE R， 都 用 {x})) 二 0, 则 称 ! 为 ， 
全 注意 {zf)2 .是 栅 数 (2.18)。 这 里 指 {zz)?。 ;在 中 中 .一 一 译 者 注 
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”连续 的 0. 

(19.56) ”定理 如果 :是 纯 不 连续 的 ， 则 相应 的 ca.e. 具 有 导 
数 (0. @ 。 
证 命 o, 一 Eyer， 当 ! 之 0 时 ， 得 到 


a= 0, t0) = 2, {fn}): 0 Cu<t} 


= > {x} ox, (1). 


《0 


根据 (17.18)， 等 式 c' (D = 之 !({z)y)a! (CD a.e. 成 立 . 
因为 
oi (DD=0 Uxxi), 
所 以 当 ! 人 0 时 ，ave。 成 立 ca' (1)=0， 当 1 之 0 时 ， 则 考虑 函 数 T. 二 
5J-a9 1] 于 是 


C (1 一 一 > i({xi} Txs Ct), 


xk<0 


从 而 当 ! 委 0 时 ，a.e. 成 立 C' (==0,。 口 
(19.57) 定理 设 : 是 R 上 任意 一 个 正则 Borel 测 度 ， 则 4 可 以 
唯一 地 表示 成 以 下 形式 . 
(1) i 二 i 十 os 
其 中 以 是 如 (19.54) 所 说 的 纯 不 连续 测度 ， 而 i。 是 连续 正则 Borel 测 
证 命 


定理 (19.54) 以 及 定义 (19.55)， 显 然 可 以 推广 到 (天 ,Le ， 这 

“里 多 是 一 个 任意 的 局 部 紧 Hausdorff 空 间 , 参 见 (9.20) , (10,.22)。 

全 凡 写 到 “几乎 处 处 ”、“a.e.” 等 、 如 果 别 无 说 明 。 我 们 总 是 指 
关于 Lebesgue 测 度 而 言 的 . 
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D= {x € Riu({x}) > 0}. 本 
因为 对 于 每 个 4EN， i( 一 n94)) 是 有 限 的 ， 所 以 吃 必定 是 可 数 的 ， 
如 果 DD 是 空 集 ， 命 必 二 0，1。 二 1:， 不 然 的 话 ， 由 命 D={x1，X2，*…} 
是 DD 的 一 个 枚 举 ， 其 中 当 7 三 kK 时 ，xj 六 Yi， 然后 规定 


= {xi})ex,. 


显然 ，i 是 如 (19.54) 所 说 的 纯 不 连续 测度 ， 并 且 对 于 任意 Borel 集 
E， 成 立 
(FE)= > {x EAE). (1) 


reE 


由 (9 式 直接 得 到 ， 对 于 R 上 任意 的 非 负 Bore1 可 测 函 数 / 成 立 
> f (xiN{xe}) 一 | raus | ma 《2) 


在 @Evo(R) 上 规定 了 为 
1.(f) = | ja— | jia. (3) 


因为 对 于 RK 的 任意 紧 子 集 F，1CF) 是 有 限 的 ， 所 以 (3) 式 右 端 两 个 积 
分 都 是 有 限 的 ， 这样 ，(2) 式 表明 JT。 是 @E oo(CR) 上 一 个 非 负 线性 泛 
函 ， 设 :是 象 8 9 一 样 由 Te 所 构造 的 R 上 的 正则 Borel 测 度 . 定理 
(12.36) 表 明 ， 对 于 所 有 fE€ C6 ,oC(R)， 都 有 


fa 本 | ya。 十 | ra 一 | rec+e， 


由 (19.54) 及 (12.41) 便 推出 等 式 (i)， 对 于 所 有 zER， 分 明成 立 
loC{Y 7) 一 上 1xX) 一 txX)) 一 0， 
一 想 便 知 , 的 分 解 (i) 是 唯一 的 。 吊 
(19.58) 评注” 设 :是 R 上 一 个 正则 Borel 测 度 ,46,44 如 (19.57) 
所 设 ， 诸 对 应 (一 c，( ,一 2. 及 4 一 Xe 和 骨 如 (19。51) 所 设 。， 由 (19.。45) 
不 难看 出 


QC=Q, 二 Qs 
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菌 数 x, 是 连续 的 (19.52) .函数 cs 叫做 振荡 范 数 (saltus function); 
它 a.e. 具 有 导数 零 (19.56)， 并 在 其 每 个 不 连续 点 ( 有 可 数 多 个 ) 
具有 等 于 aCx 十 ) 一 alXx) 二 ,1x}) 的 路 度 (或 振幅 )， 

以 下 我 们 转向 关于 测度 的 奇异 性 及 其 相应 函数 2 的 问题 ， 先 建 
立 一 个 引 理 . 

(19.59) 引 理 ” 设 wy 是 可 测 空间 (X,.az) 上 两 个 rc 有 限 测度 ， 
则 ”1 _w 的 充 要 条 件 是 ， 在 (X,-sg) 上 不 存在 c 有 限 测度 >， 能 适合 ? 
六 0，72 委 ?及 ?7 &4. 

证 ”如果 yv 4， 那 么 

» 二 0 十 ? 


便 是 (19.42? 所 说 的 > 的 唯 -- 的 Lebesgue 分 解 .， 假 定 ? 是 (XX, .0 ) 


上 一 个 cx 有 限 测 度 ， 并 满足 > 过 > ，> < 上 由 此 ， 在 (X, yz) 上 便 
有 一 个 oO 有限 测度 zx， 使 


» 二 Dp 十 NN 


ee 


(规定 4 CE)=limCvCEN 4) 一 ? CEN 4)， 其 中 A 旭 Ch 


vp (4)<coy 和 一 LU A,). 于 是 
i .| nl 辣 

Dp 一 十 开 1 十 Ta C1) 

其 中 冬 l， 1 TU 由 于 ?十 Tj 人 14，(1) 便 是 ?的 Lebesgue 分 


解 ， 因 而 ?二 0， 
假定 ?与 4 不 是 互相 奇异 的 ， 利 用 (19.42)， 记 
2 一 ?1 十 7 


其 中 > < 祥 凡 22_| Wu. 那么 ,六 0，yi 委 2 所 以 >: 便 是 所 期 望 的 


». 0 加 
《ti9.60) 定理 ” 设 : 是 R 上 任意 一 个 正则 Borel 测 度 ，a& 是 如 
《19.45) 所 说 的 与 : 相 联系 的 正规 化 非 减 函数 则 上 和 4 互相 奇异 的 充 
要 条 件 是 ，c' 几乎 处 处 等 于 零 . 
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证 ” 先 假定 ,和 i 不 是 互相 奇 噶 的 ， 根 据 (19.42)， 便 有 
(= 二 is 
其 中 心计 0，4 安 4，4;.L4， 正如 (19.49) 记 说 ，i1 便 是 正则 测度 .@ 
以 下 设 11 一 Qi1， 即 以 二 Xal。， 那么 & 1 在 任意 区 间 [ 一 pp 上 都 是 
绝对 连续 的 (19.53)， 从 而 (19.45) 及 (18.16) 绕 涵 


(C0, xX)= a Cx)= | = ‘Cd Cx>0), 


Cx, 0 0= 一 ai) = | aid (x 0). 


因为 六 0，41 又 是 正则 的 ， 所 以 ci 在 适合 14(E)>0 的 Borel 集 BE 上 
为 下 如果 4 一 xc?， 那 么 c 一 ci 十 cs， 从 而 
ZX/ 一 CI 十 CC- PC ae 
由 此 a’ 不 可 能 aue. 等 于 零 . 这 样 便 证 明了 ec“' =0 ae， 列 通 ! | 4. 
为 了 证 明 必 要 性 ， 假 定 在 某 个 具有 正 Lebesgue 测 度 的 Borel 集 
4 上 ， 有 c' >>0.、 根据 (18.14)，a’ 在 R 上 是 Lebesgue 可 测 的 ， 而 
有 无疑 有 cx' 之 0 a.e., 在 络 (R) 上 规定 o 为 


ol(E)= | < ‘(1t) dt, 


de 


QD 也 可 以 这 样 证 明 ， 如 果 巨 是 有 界 Borel 集 ， 则 取 一 个 递减 的 有 界 开 
集 序列 (Ue)%。， 使 已 一 Nn U,=8B, BN E’ ) =0, 于 是 


六 盏 站 


BIL ED)=0, (UD)SE(U) < oa， 
(FE)= 11(B) =Jimti(U.,). 


现在 不 难 讨论 具有 有 限 !1 测 度 的 无 界 Borel 集 ， 如 果品 是 RR 中 的 开 
集 ， 则 取 一 个 递增 的 轮 集 序列 CP》。 namil? 使 


A= ( F.CU, AUNA’)=0. 
| 
UNA DO) 一 0 ,U0)=1(A)= 1im(F,). 


这 样 ，i1 便 是 正则 的 . 
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0 发 14， (0D 
也 分 明 有 | 
o(A)>0,. . z (2) 
根据 (18 14)， 对 于 R 中 任意 的 a<bp， 得 到 


ala, sD= | a (ASAD ala) = a,bt), C3) 


和 前 段 的 ,一 样 ，o 也 是 R 上 一 个 正则 Borel 测 度 .， 正 如 (19.48) 的 
证 明 ， 由 (3) 式 推 知 ， 对 于 任意 EE 安 CR)， 都 有 
CCED)< (BE) 。 《4) 

结合 (1)，(2)，(4) 及 (19.59)， 可 以 看 出 :上 1 不 可 能 成 立 ， 因 之 (4 
蕴涵 a 二 0 ae。 口 

我 们 现 岗 在 介绍 适合 于 R 上 正则 Borel 测 度 及 其 相应 的 非 减 函数 的 
最 重要 的 分 解 定理 . 

《19.61) 定理 没 :是 R 上 任意 一 个 正则 Borel 测 度 . 则 + 可 以 
唯一 地 表示 成 以 下 形式 : 

(1) (一 1 十 5 十 Le， 
其 中 (yt 及 (都 是 R 上 的 正则 Borel 测 度 ， 避 和 1，4L4， 4 是 纯 不 
连续 的 ， 而 i, 是 连续 的 ， 如 果 a, cea。 “及 cs 是 相应 的 非 碟 国 数 [参见 
《19.45))， 则 ， 

(C11) 2 一 Ce 十 Cs 十 Ce | 
ae 在 任意 紧 区 间 上 都 是 绝对 连续 的 ;cx。 是 连续 的 ; Cr 一 0 a.8e; 
w, 是 振 葛 函数 ， 此 外 ， 对 于 任意 Borel 集 互 ， 还 成 立 


Ciii) CD)= | a cas, 
又 有 : | z : 
| | scpa XxX 之 0 . 


Q(X)= ， 
1- 1 Ci)dit xc<<0。 


《iv) 
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证 〈19.57) 证 明了 
1 一 (co 十 1c9 
其 中 :是 正则 的 、 连 续 的 ，4* 是 纯 不 连续 的 ， 还 证 明了 这 分解 是 
唯一 的 。(19.58) 推 出 了 分 解 
QC=0,+ Qs 
其 中 c .是 连续 的 ，cs 是 振 葛 函数 。(19， 56) 说 明了 ci=0 。 aue.; 由 
此 Q’ =Q.a.e, 
现在 根据 公式 (iii) 来 规定 i。. 那么 :, 正 是 (19.60) 证 明 中 所 出 现 
的 正则 测度 co， 显而易见 ，'。4、 设 i。 一 4。 于 是 Q, 在 任意 紧 区 间 
上 都 是 绝对 连续 的 (19.53)， 而 且 对 于 一 切 EE 多 (R)， 都 成 立 


aCE)= | :ca 


应 用 (19.45) 及 (18,.14)， 只 要 在 R 中 a 之 5， 就 有 
Gb)— Aa)=i((a, CL) z 


= | :Wa ae). 1) 


命 c, 等 于 函数 <。 一 cs。 那么 wx, 是 连续 的 ， 而 根据 (1)，%。 又 是 非 减 
的 ， 再 设 :, 一 c.， 即 !(, 一 和,。 那么 5. 是 连续 的 (19.527、 正 则 的 ， 并 
且 
(一 (oo 十 !， (2) 

由 (Ciii) 及 c。 的 定义 便 直 接 得 出 公式 (iv)。 从 这 一 事实 以 及 (18&， 
得 到 2 二 a’ 二 aia.e。; 所 以 c:=0 ae.， 从 而 (1L4(19.60) 。 
样 一 来 ， C2) 式 便 给 出 了 1 关于 4 的 唯一 一 的 Lebesgue 分 解 . 

照例 ， 我 们 布置 一 组 习题 来 结束 本 节 . 就 随后 的 研究 来 说 ， 这 
些 习 题 都 不 是 必要 的 ， 不 过 ， 它 们 都 用 种 种 方法 六 明了 理 论 . 因 
此 、 建 议 读者 做 做 这 些 练习 、 

(19.62) 习题 设 v 是 (X,.%f) 上 一 个 广义 测度 ， 试 证 ， 对 于 
任意 EE€ 好 ， 

y+*(E)=sup{r(F):F EL, FCE}, 
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DCE) 一 一 inff2(CFE):FE.o，FCB)。 

(19.63) 习题 设 X 是 一 个 非 空 集 ，. 凤 是 X 的 子 集 所 成 的 一 个 
代数 . 假定 ”是 定义 在 .oz 上 的 一 个 实 值 集 郑 数 ， 并 满足 条 件 ， 
(iD)2(CD)=0，(ii 如 果 4,B 是 .中 的 两 个 不 相交 的 集 ， 那 么 ， 
(4UB)=>C4) 十 PCB)， 又 设 六 ,2 如 (19.62) 那 样 定 义 . 

(a) 试 证 : 六 都 是 (X,.og) 上 的 有 限 加 性 测度 ， 

(b) 假设 sup{ bp(C4 4E.o <co. 试 证 v==v' 一 y”. 《此 
即 有 限 加 性 广义 测度 的 Jordan 分 解 . ) 

(19.64) 习题 命 X= [一 1 1 (, 设 .A 是 形 如 (a,b(C[ 一 1,1( 
的 不 相交 的 区 间 之 有 限 并 全 体 所 成 的 代数 . 假设 当 x 大 0 时 ， 
jz 一 二 ， 而 大 0) 一 0， 并 在 sZ 上 定义 > 为 


»( U te bl )= 之 1 —flan). 
k= 1 m1 


试 证 : vy 是 完全 确定 的 ， 并 满足 《19.63) 的 假设 ， 但 是 y 诗 v*? 一 p™ 
试问 是 否 有 X 关 于 rv 的 Hahn 分 解 ? 

(19.65) 习题 命 X= (0,1]，. 王 220(001])。， 在 .上 定义 ? 
为 . . 

vB)=A(E)+iA(E n| "， 5 

《a) 试 依据 » 计 算 由 . z 
(b) 试 证 ， 这 时 (19,.13.iii) 中 成 立 严 格 不 等 式 ， 
(c》 试 在 (0,1) 上 求 出 一 个 Borel 可 测 函 数 g, 满 足 ，|8| =1， 
并 且 对 于 任意 EE€ of，vCE)=| gd bl. 
上 复 测度 全 体 所 成 的 集 ， 按 昭 集 态 线性 运算 及 上 ?上 = 1» 站 (XX)， 
成 为 一 个 复 Banach 空 间 . 

(19.67) 习题 设 (X,.of) 是 一 个 可 测 空 间 ，4,» 是 .A 上 的 复 
测度 或 广义 测度 . 当 lim > (E)=0 时 ， 称 >” 是 /连续 的 . 【也 就 是 
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说 ， 如 果 对 于 任意 e 之 0， 总 有 6 之 0， 使 当 风 CE)<6 时， 有 
PCE)| <s， 就 称 > 是 4 连续 的 ，] 如 果 ” 是 有 限 的 ， 试 证 ?为 ! 连 仿 的 ， 
其 充 要 条 件 是 > 关于 4 是 绝对 连续 的 . 

(19.68) 习题 设 (X， .bw) 是 一 个 测度 空间 ，(?>s)” .是 
上 的 一 个 有 限 测度 序列 ,而 且 各 个 ?, 关 于 kp 都 是 绝对 连续 的 ， 假 定 对 
于 任意 EE€ .WN， limv,《E) 二 v(E) 存 在 并 有 限 ， 又 假定 ALCX)< ce 


(a) 试 证 ， 各 个 1", 关于 4 都 是 一 致 绝对 连续 的 ，; 即 关 于 nn 一 至 
地 成 立 ， lim ,CE)=0. 


(b) 试 证 ?是 一 个 测度 z 

(c) 把 假设 改 为 4 是 .NY 上 一 个 复 什 测 度 ， 而 各 个 y。 都 是 复 测 
度 ， 再 做 (a)? 题 ， 并 证 明 : 这 时 ?> 是 一 个 复 测度 . 

(提示 。 可 考虑 (10.。45)? 所 定义 的 度量 空间 (. 妈 ,2)@. 证明 在 这 
个 空间 上 每 个 "是 完全 确定 的 并 连续 .对 于 给 定 的 es 之 0， 


LA a= {BEEN: bE) vB NSE), m, n=1,2,3, 7 


一 (1 AM 1, 19 p=1l, 2, …5 


sp 


风 都 是 闭 族 . 应 用 Baire 苑 随 定 再， 可 以 得 到 一 个 有 内 点 4 的 NM s. 
CB) DCB) + Ca B)—74CB)), 
并 利用 恒等式 


rr er 


1 


中 译文 是 按 1978 年 修订 版 译 出 的 ， 在 1965 年 初版 中 ，(10。45) 开 头 
是 这 样 的 ， 设 〈 民 ,6 ,4) 是 一 个 测度 空间 ， 在 [0,o] 上 规定 9 如 下 ， 
当 0 扩 1 之 ww 时 ， 命 9(1)=1-exp( 一 1)， 并 取 P9(%m) = 1。 对 于 4， 
BEA。 规 定 

p(A,B)= Pu AAB)). 
《 以 下 同 1978 年 版 ， 只 是 1978 年 版 中 的 %， 在 1965 年 般 中 为 4.》 
一 一 译 者 注 


. 489 。 


jCBI=7,CAUB)—?CAN BD) =i 

来 估计 ?.CB)， 利 用 (a) 证 明 Cb)， 为 了 完成 (ce)， 可 利用 4 定义 : 一 个 
类 似 于 (.N ,2) 的 度量 空间 , 然后 象 (a)，(b) 一 样 进行 证 明 ,. ). 

(19.69) 习题 ” 设 X 是 一 个 非 空 你 , . 妈 是 X 的 子 集 记 成 的 一 个 

0 代数， 假定 (2.)?., 是 -MV 上 一 个 非 零 复 测度 序列 ， 而 且 对 -于 任意 

EE .NM，, limv.(E) 二 v(E) 存 在 并 有 限 ， 试 证 ?是 .MY 上 一 个 复 测度 . 


Le | 


(提示 ， 命 4(E)= > PE 2-"， 证 明 每 个 », 关 于 4 是 绝对 连续 


的 ， 然 后 应 用 (19. 68)》 ) 
(19.70) 习题 设 {4,)。 ,i 是 0 代数 .A 上 的 一 族 测度 . 试 证 由 


uA)= >, KlA) 


eT” 


所 给 定 的 集 函 数 /是 < 上 的 一 个 测度 
《19.71) 习题 有 关 Lebesgue-Radon-Nikodym 定理 的 例 


题 . 
(a) 设 (X,.% 4) 是 一 个 任意 的 测度 空间 ， 在 上 定义 > 为 
0, 4(A)= 0， 
"C4) 一 { 
0, 4(A)> 0.， 


试 证 ，(X, .azyu) 是 一 个 测度 空间 , 而 且 > 人 pr。 试 求 出 一 个 函数 fo， 
使 得 (19.247 的 结论 成 立 . 

(b) 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 并 含有 如 $9 所 说 的 
满足 以 下 条 件 的 一 个 非 零 测度 4: 对 于 任意 xE€EX4C{X})==0, 又 设 4 
是 计数 测度 (10。.4.a), 其 定义 域 限 制 在 .& ,上 . 试 证 : 攻 4, 并 证 明 在 
X 上 不 存在 函数 fu， 能 使 (19.24。ji) 成 立 ， 试 求 出 一 个 fo， 使 对 于 
关于 /4 为 co 有 限 的 任意 4E. 女 ,，(19.24.ii) 成 立 ， ， 

(ec) 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 并 含有 如 8$9 所 说 的 
满足 以 下 条 件 的 一 个 测度 ，X 关 于 : 不 是 有 限 的 ,并 且 对 于 任意 
xEX，:({x}) 一 0， 试 证 ， 在 在 X 的 一 个 子 集 ， 它 是 局 部 ! 零 集 ， 但 
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不 是 零 集 . (利用 (19.30)， 并 选取 一 个 集 S ， 它 恰 含 有 每 个 忆 E 
.多 0 的 一 个 点 . ) 
(Cd) 命 X 二 RXR，.% 二 妇 ( 了 XX)， 在 .tL 上 定义 4 和 ?为 


HE)= 之 A({yER:(x, y) EE + D>) A(xERx,Yy) EB}), 


站 时 7 eR 


vE)= > A({yER:(x, y EE). 


EE 
试 证 ，L 和 v 都 是 (X, .tf) 上 的 测度 ;yz 关于 4 是 绝对 连续 的 ， 但 在 X 上 
不 存在 .A 可 测 画 数 f。， 使 对 于 .x 中 适合 4C4)< 吕 的 任意 集 4 
(19,27.i) 成 立 . : z 
(提示 . 考 虚 两 个 集 
H;=[ 0, 1)X4y)}, yE (0, 1), 
Vs={x} X(0, 1), xE€E[0, 1), 
读者 也 可 以 把 (d) 题 放 到 学 习 过 (21.12) 后 再 艇 ，) . 
(19.72) 习题 ” 试 叙述 并 证 明 关 于 逐 项 微分 的 FEubini 定 理 
(17.18) 改 用 可 测 空间 上 测度 的 无 穷 级 数 来 表述 的 类 似 命题 . 
(19.73) 习题 ”假定 pz 是 (X,.oz) 上 两 个 cx 有 限 测度 ， 而 且 
hy，7 女 /4。 试 证 


dy dt / dy z 
a = 0a.e., FE 1 a ave。 


(注意 ， 对 于 4 和? 而 言 ， 零 测度 集 恰 好 是 一 样 的 。》 
(19.74) 习题 设 la,b) 是 中 一 个 闭 区 间 ，f 是 (a,5) 上 一 个 
有 限 变 差 肖 数 . 试 证 : z 
(a) f=g 十 h， 这 里 g 在 (a,6) 上 绝对 连续 ， 在 (a,5) 上 a,e。 成 
立 有 一 0 四 | 
(b》 如 果 不 计 加 上 的 常数 ，(a) 中 的 分 解 则 是 唯一 的 . 
(19.75) 习题 多 (R) 上 存在 并 非 Lebesgue-Stieltjes 测 度 的 
oo 有限 测度 、 试 考虑 下 述 病态 例子 . 设 (>)s-: 是 @ 的 一 个 枚 举 ， 并 
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设 8 为 适合 以 下 条 件 的 函数 ， 
gCX)=x ,0 rl 
g(xX)= 0， 其 他 . 
在 RE 上 由 以 下 规则 定义 了 


f(x)= > 2-"gCx+rs). 


=] 


(a) 试 证 1€ 8 1(R).- 
在 .VW ;上 定义 4 为 


L(E)= | f2adA. 


注意 4 之 4. 
(b) 试 证 对 于 RR 中 任意 的 ae<b,，4([a3b))= 二 00， 
《c) 试 证 /是 cx 有限 的 . 
Cd) 试 求 出 R 的 Borel 子 集 所 成 的 一 个 序列 《F,)?.1:。 它 满足 


U ,一 R， 且 对 于 任意 nE N，HCFs)<co， 能 否 选 取 F。， 使 其 成 


估 如 了 


为 紧 集 ? 

(e) 本 例 并 不 是 (19.48) 的 反例 ， 为 什么 ? 

(19.76) 习题 试 把 (16.48.b) 的 结果 开拓 到 了 (Xx 4) 的 
子 空间 ， 这 里 (X,.x 4) 是 一 个 任意 的 可 分 解 测度 空间 。， 这 就 是 说 ， 
命名 和 如 (16,.48.a) 所 设 ， 则 存在 一 个 集 E .qf， 使 得 映 满 钢 的 
射影 怡 好 是 乘 以 Ez， 从 而 哇 乃 是 8.(X,.%f 4) 中 在 E' 上 等 于 零 的 
函数 f 全 体 所 成 的 集 , 

(19.77〉 习题 可 分 解 测度 的 Lebesgue 分 解 . 设 (X， 史 ) 是 一 
个 可 测 空间 ，4" 是 (X,.og) 上 两 个 可 分 解 测度 ， 

(a》 试 证 4 十 ?也 是 可 分 解 测 度 . 

把 奇异 性 定义 (19,39) 换 成 以 下 说 法 ， 如 果 存 在 一 个 集 BE .oy， 
使 对 于 关于 /是 cc 有 限 的 一 切 BE.ox， 都 有 HUCBIM 5) 一 0， 而 对 于 关 
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村 ?是 c 有 限 的 一 切 FE of， 都 有 YB' 全 ?一 0， 就 说 上 和 ?2 是 互相 
奇异 的 . 

(b》 试 对 于 任意 的 两 个 可 分 解 测度 4 和 >， 叙述 并 证 明 (19.247 
的 类 似 命题 。 说明 所 得 到 的 结果 正 是 (19。427 的 推广 . 


§ 20 Lebesgue-Radon-Nikodym 定 理 


(20.1) 引 过 Lebesgue-Radon-Nikodym 定理 有 着 众多 
的 应 用 ， 诸 如 证 实 积分 的 某 些 熟知 性 质 ， 计 算 多 种 多 样 的 经 典 
Banach 空 间 的 共 斩 空 间 ， 前 明 概 率 论 的 若干 概念 ， 以 及 研究 乘积 
测度 等 等 ， 在 上 述 种 种 问题 里 ， 这 一 定理 都 是 非常 有 用 的 .我们 难 
以 举 出 Lebesgue-Radon-Nikodym 定 理 的 全 部 乃至 为 数 较 多 的 
已 知 应 用 ， 而 只 能 以 适当 的 篇 幅 讨 论 这 个 题目 ， 我 们 挑选 出 了 四 个 
著名 应 用 例子 一 一 或 者 其 本 身 乃 是 分 析 学 的 重要 定理 ， 或 者 有 必要 
确立 该 项 事实 . 

(20.2) 换 元 积分 法 ”我 们 将 应 用 Lebesgue-Radon:Niko~ 
dym 定 理 ， 来 证 明 关 于 换 元 积分 法 或 者 说 “积分 变量 的 更 换 ” 的 
一 个 非常 一 般 的 定理 . 

我 们 打算 利用 (12.45) 及 (12.46) 所 提供 的 测度 的 连续 象 的 
构造 ， 还 要 用 (19,.24) . 因此 ,我 们 来 考虑 两 个 局 部 紧 Hausdorff 
空间 有，Y 了 以 及 把 XX 映 满 Y 的 连续 映射 9., .为 了 方便 起 见 ， 假 定 Y 
是 o 紧 的 ， (我们 也 可 以 取 掉 这 一 假定 ， 但 这 样 一 来 就 会 把 问题 弄 
得 宛 长 乏味 、 错 综 复 杂 ， ) 设 4 和 pp 分 别 是 $ 9 意义 下 X 上 和 了 了 上 
的 测度 ， 同 (12.45 ) 一 样 ， 假 设 对 于 Y 中 紧 集 FF，%"1CF) 在 XX 
中 是 紧 的 ， 或 假设 A(X) 达 2， 也 正 象 (12.45 ) 那样 ”然后 在 Y 上 
规定 >， 根 据 假 定 ， 既 然 了 是 c 紧 的 ，? 便 肯定 是 cx 有 限 的 (9,27 ) . 
由 定理 (12.。46 ) 知道 ， 对 于 Y 了 的 一 切 ’ 可 测 子 集 B， 都 有 


(Ci) 2( EBD) 一 ALC2 1(B)). 


有 了 上 述 准 备 ， 我 们 就 可 以 叙述 并 证 明 关 于 模 元 积分 法 的 一 般 
性 定理 了 . 

(20.5) ”定理 所 有 记号 如 (20.2) 所 设 ， 假定 对 于 适合 
4CE) 二 0 的 任意 ECX， 有 

(i) PpP(P(E))= 0. i 
册 在 X 上 存在 一 个 非 负 、 实 值 、Bore1 可 测 函 数 w， 它 具有 以 下 性 
质 ， 对 于 每 个 FE 2 (了 7，. 妈 .0 ) ， 朱 数 (fo 2)2w 都 属于 只 :(X， 
-AM ,, 1), 并 成 立 


(ii) | fCy)dpPly)= | ro OCXJ20CYD7OHACX7)， 


此 外 ， 对 于 了 上 某 个 Borel 可 测 函 数 f:，w 还 可 取 成 jo09 的 形 
状 . 
证 ?如 (20.2) 所 设 ， 假定 BCY, »(8) 一 0. 那么 ,正如 
(20.2.i ) 所 指出 的 ， 便 有 
0=»(B)=4(971(B)), 
从 而 由 题 设 (i) 知 道 
p(B)= PC(PCP 1(B)))=0. 
就 是 说 ，p < 就 可 测 空间 ( Y， 有 CY) ) 和 测度 m% 0， 引用 定 
理 (19.24 ) ， 于是， 在 YY 上 便 存 在 一 个 非 负 、 实 值 、Borel 可 测 
汐 数 方 ， 使 得 
| gly)adPptly)= (gc): dvy). 
: 了 (1) 
其 中 8 为 使 上 式 左 端 有 定义 的 Y 上 的 任意 Borel 可 测 函 数 . 同 时 , 当 
g 属于 81(Y， 多 (Y)，P) 时 ，g 有 还 属于 81(Y,， 多 (Y ), 7»). 
现在 借助 于 (12。46.ii ) ， 对 于 任意 g€ 了 1(Y,B(Y),P)， 
可 写 出 : 


: | gw C9 a) = | s omCx)fo Cx)duCx). (2) 
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既然 ?连续 ，f 又 是 Borel 可 测 的 ， 可 见 f1o 9 也 是 Borel 可 测 的 ( 参 
看 (10.42.a))， 结 合 (1 ) 和 (2 )， 并 记 w=f, oF， 对 于 任意 gE€ 
C1C(Y， 多 CY)，P)， 便 得 到 


| g(y)dO(y) 一 | oO P(X wx dU). C3) 


假定 BCY，P《(B)= 0， 设 (如 ,) 是 Y 的 开 子 集 所 成 的 一 个 递 
减 序列 ， 并 适合 U ,一 B，Cc(TD<co ， limP(U,) 二 0. 记 4A= 


[ 1 VU.， 在 C3 ?中 命 8 一 <4， 并 利用 (10.15 ) ， 得 到 


雪 虽 卫 
0 =pC4) 一 | E40 PY WK) px) 


这 样 ，( 5&409)w 便 在 X 上 LW-a.e. 等 于 零 ， 由 此 (&s 0o8)w 在 X 上 
也 4-a,e。 等 于 零 ， 如 果 刻 是 除 在 B 上 之 外 等 于 零 的 Y 上 任意 一 个 
-1Ao 可 测 函 数 ， 那 么 显然 有 

(hoP)w=(ho 9) (sso Pw, 

从 而 《ho 92)Ww 便 是 . 友 ,可 测 的 ， 而 且 在 X 上 h-a， e。 等 于 零 ， 最 后 ， 
考察 一 个 任意 的 f€ 21.(Y， NH,, PY, 根据 ( 12。 63)， 可 写成 
f=g8+h, 

其 中 8 是 Bore! 可 测 的 ， 在 Y 上 P-a。 .过 利用 出 观察 的 
结果 ， 可 以 看 出 

(fo Pw=(go p)w+ Cho PWw, 
因而 《fo 2)w 等 于 一 个 Borel 可 测 函数 与 一 个 在 X 上 4-a,e， 等 于 零 
的 函数 之 和 。 由 此 (fo 2)zw 必 是 .U ,可 测 的 ， 此 外 ， 由 (3 ) 得 出 


| te=|， gdP= | 《So 0)204 一 | (fo 9 wah. 口 


下 面 是 一 种 古典 情况 ， 这 时 入 和 了 都 是 闭 区 间 ， “| 
《20.4) 定理 设 (9 ，p ) 是 及 中 一 个 区 间 , 9 是 二 在 bY 
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上 的 一 个 非常 值 、 实 值 、 连 续 N 函数 @. 又 设 (c,b) 是 象 区 间 
2C0c 0)， 则 在 (cy 站 上 存在 一 个 非 负 、 实 值 、Borel 可 测 函 数 w， 
使 对 于 任意 fE 21((a,B)，NMN 41:4),《fo9)w 都 属于 人 1((a,b)， 
HM 1，A)，、 并 成 立 


(i) f f(y) dy 一 fifo PX wx dX. 


此 外 ， 对 于 (4,Bl 上 某 个 Borel 可 测 通 数 f，w 还 可 以 取 成 fo 的 
形状 ， 

证 在 (20.3 ) 中 ， 取 和 一 [cc ，Y 一 [cy 8] .把 (ep 上 
Lebesgue 测 度 4 看 成 kL， 而 把 [a,PB) 上 Lebesgue 测 度 4 看 成 p?， 注 意 
到 定义 (18.24) 保证 了 所 设 的 映射 函数 9 满足 (20,.3.i). 这 样 
一 来 ， 应 用 (20.3 ) 就 行 了 . 口 

要 计算 (20.4 ) 中 的 函数 w， 可 能 相当 复杂 (参看 (20.6 ) 一 
(20.8 ) ]， 然 而 就 单调 的 2 证 言 ， 正 如 以 下 所 说 的 ， 函 数 罗 无 非 
就 是 |2 “1 . (此 即 换 元 积分 法 定理 的 古典 形式 。) 

(20.5) ”推论 设 ?2 是 一 个 单调 连续 N 函数 ， 并 共有 定义 域 
[cc 四 和 值 域 ([c,6] (4 过 8B ) 、 则 ?绝对 连续 ， 而 (20,4 ) 的 函数 w 
在 (a,b) 上 4 几乎 处 处 等 于 Ip’ ， 于是， 对 于 f€ 8 1(《[4,B)), 便 有 
(fo 9) lo'1 € 821([asb))， 关 成 立 


PB eg 
GD fdy=| foo) px dx. 


证 定理 (18.25 ) 表明 了 9 绝对 连续 ， 这 是 因为 ， 作 为 单调 
函数 ，% 是 具有 有 限 变 差 的 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 ” 非 减 .把 
( 20.4.i ) 应 用 于 (a,B) 上 的 函数 1 ， 便 得 到 


?W900= | {wpar. | C1) 
对 于 每 个 x€ (asb)， 包含 关系 9 1C9((a,*))) 忆 [6, %) 都 成 立 , 由 此 


中 关于 对 函数 的 定义 ， 请 参看 ( 18.24 ) 。 
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根据 (20.4.i ) -- 一 它 适用 于 scr 。 :ji 一 一 便 有 
B 
P(X)— Pa) = | gers » 3)CYy) dy 
. 
~ | s,s OPO Wd! 
b 
= | éoicoce,s Dw dt 
> | wa (C2) 
同 理 有 
[ 
CD 一 2C9 | wDdt. C3) 


由 C1), 《2), 《3 ) 知 道 ，C2 ) 和 (3 ) 中 必 成 立 等 式 . 
根据 (20.4) ， 既 然 wE 8 1((a;b))， 并 由 于 


P(X)= | wpart Pp(a), 


因此 (18,3 ) 表明 J2 (x)= 一 wx)ase。 日 

以 下 各 题 说 明 ， 就 非 单 调 的 映射 函数 而 言 ， 由 于 选取 (20.4) 
中 所 说 的 函数 w 带 来 的 复杂 情况 . 

(20.6) 习题 设 9 是 (0,1】 上 这 样 的 函数 ， p(t)= 
min{t，1 一 t}， 注意 到 2 是 绝对 连续 的 ,因而 是 六 国 数 (18.25)， 


把 9 看 作 (0，1) 到 | 。， 寺 - | 上 的 映射 ， 可 以 应 用 ( 20.4)， 
Ca》 设 v 是 81((0,1)，-YV，,4) 中 的 函数 ， 并 具有 性 质 ， 
对 于 任意 (crd)C| o，- 二 -成 立 
G | veat+ | ea=ae 
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试 证 ， 对 于 任意 f€ e,([ 0 |],4) 成 立 


GD | fay="{ G6 vr))oC) dz. 


《b》 如 果 v 是 1((0,1),HMV ,4) 中 使 得 (ii) 成立 的 任意 一 个 
函数 ， 试 证 对 于 vz，(i) 也 成 立 , 
(c) 试 推 证 : 当 g9 非 单调 时 ， 定 理 (20.4) 中 的 函数 w 重 不 
唯一 . 
(d) 试问 (20.5) 中 的 函数 1271 是 不 是 能 使 (20.5。iy) 成 
立 的 唯一 的 函数 〈 当然 指 的 是 在 a.e. 意 义 下 )? 
如 下 题 所 示 ， 就 更 为 复杂 的 映射 函数 9 而 言 ， 会 出 现 格 外 复杂 
的 情况 . 
(20.7) 习题 设 是 R 上 周期 为 1 的 这 样 的 函数 ， 
1 
i， 0 < t < 


$7 = 


1 一 1 了 St<1. 


在 (0 ，1 ) 上 由 下 列 规则 定义 函数 9 : 
2-1 之 ft 之 1 时 ，9( 1 ) 二 2-19(21); 
2-2< 妇 上 扫 2-! 时 ，2(t) 一 2-3 及 (23 鸭 | 
2-3< +t 2 时， P(t)=2- (257); 


2-n< tft C2-n+1H, P(t)=2 "+ iygc22n" 1 7), 


9(0)= 0. l ~ 
《请 读者 画 出 ?的 草图 . ) 

(a) 试 证 明 以 下 断言 ， 变 差 V 39 等 于 1， 函 数 9 绝 对 连续 ， 事 
实 上 9 属于 8ip 1(( 0 ,1))， 导 数 p' 仅 取 值 十 1. 
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(b) 把 "看 作 (0, 1) 到 0 ， 一 二 的 映 轴 可 以 应 用 定 理 
《20.4 ) ， 试 求 出 ( 0，1 ] 上 使 得 (20.4。i ) 成 立 的 所 有 .2 可 测 
函数 w. : 

(20.8) 习题 设 g8 是 上 文 (18.40.a ) 所 构造 的 函数 . 它 是 
把 C0 ,1) 映 满 [ 0 ,B) 的 NN 函数， 其 中 

p=max{1 (bi—ad+or} 


ml 


这 实 便 可 以 应 用 定理 (20.4)， 这 里 8 一 8%， 因为 g' 在 F 上 并 不 存 
在 。 所 以 ， 使 得 ( 20.4. 让 成 立 的 通 数 无论 如 何不 会 是 8 的 导 
数 ， 考虑 到 2= 8 , 试 求 出 ( 0 1) 上 使 得 (20.4.i) 成 立 的 所 有 .WY ， 
可 测 函 数 w@. 

(20.9) 注意 除 (20.4) 和 (20.5) 所 讨论 过 的 而 外 ， 显 然 
还 有 关于 古典 积分 变换 的 其 他 问题 ， 比 如 说 ， 就 R" 到 R" 内 的 一 个 
连续 映射 2 而 言 ，〈20.3 ) 中 的 函数 风 在 某 些 情况 下 是 变换 9 的 


趣 的 题目 ， 不 过 其 要 点 ， 从 (20.3) 以 及 预定 在 821 定 义 的 2” 维 
Lebesgue 积 分 看 来 是 很 清楚 的 . 

$ 15， 我 们 就 1 过 了 过 及 任意 测度 空间 ( X，.oZ,， 4 ) 的 情 
况 ， 计算 过 各 个 Banach 空 间 &;CX，.oL，HU) 的 共 斩 空 间 ， 但 没有 
提 到 计算 空间 8 ,(X，. 双 ，/1) 的 共 斩 空 间 的 问题 .我 们 现在 致力 
于 这 项 计算 ， 这 上 儿 的 结果 以 及 所 采用 的 方法 与 $15 截然 不 同 ， 目 前 
的 主要 工具 是 Lebesgue-Radon-Nikodym 定 理 ， 

(20.10) 评注 设 (X，.，4) 是 任意 一 个 测度 空间. 又 
设 g 是 X 上 一 个 有 界 .oz 可 测 函 数 ， 并 在 中 :(X，. 吧 ，H) 上 由 忆 下 
规则 定义 Ls: 
(0 Ls(f)= | f gdau. 
“字母 “w” 是 译 者 加 的 .一 译 者 注 
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显然 ，Li 在 吕 1 上 是 线性 的 ， 而 且 对 于 任意 f€ 8 1， 成 立 
Lo DI gi, 

因此 Li 是 8 1 上 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 假 如 在 一 个 零 测度 集 上 以 任何 
方式 把 函数 引 改 成 男 一 个 新 的 可 测 函 数 及 ， 那 么 分 明 有 LL 二 LLs、 
这 样 一 来 ， 为 了 产生 8y 的 一 个 元 素 ,= 8 就 不 必要 求 是 有 界 的 . 结 
果 发 现 ， 在 许多 重要 情况 下 ，&: 的 所 有 元 素 都 确 具 有 ,的 形状 ， 
这 儿 8 是 所 谓 “ 本 质 ” 有 界 的 ， 我 们 先 来 精确 定义 这 一 概念 . 

(20.11)》 定义 设 (X，.，1 ) 是 一 个 测度 空间 . 又 设 集 
AE of， 如 果 对 于 任意 BE .o， 只 要 pk(BE)<co， 就 有 uC4n 了 一 
0， 则 称 4 是 局 部 4 零 集 (参见 (9,29)). 设 8g 是 X 上 一 
可 测 画 数 ， 如 果 对 于 某 个 实数 a 之 0，{xX EX: lg(x 儿 这 a}) 是 局 
部 /4 零 集 ， 则 称 8 是 本 质 有 界 的 ， 命 | 35j 为 这 样 的 数 a 全 体 所 
成 的 集 的 下 确 界 ， 数 8 js 叫做 181 的 本 质 上 确 界 ， 这 个 数 有 时 
也 用 记号 “ess sup lg| ”或 “vrai max lg| ”来 表示 ， 

《20.12) 定理 设 人 X，.， 4 ) 是 一 个 0 有 限 测 度 空间 ， 
AE of, 则 人 A 为 局 部 p 鸭 集 的 充 要 条 件 是 AA) 0 

证 显然 . 

(20.15) 定理 设 (X，.osl，/ ) 是 任意 一 个 测度 空间 假定 
TfTE RX, ff, 1), 而 5 是 本 由 界 的 则 : 
《i》 集 (xEX: 1fCx 诈 >0? 是 gc 有 限 的 ， 


(ii) fg€ 2 1; 
GD | 人 fedr <tah th. | 


证 命 
0 E= {XEX: f(x) >0}, 
B={ EX: OO > 二 | C=l, 2 0 
显然 = 【5,, .而且 对 于 一 切 hn，4(E,)<co.。 于 是 (i) 成 立 。 


人 痊 至 了 


500，。 


设 a 为 使 得 
A=1x*EX: lg(x)| >a} 
是 局 部 4 零 集 的 任意 一 个 非 负 实 数 ， 根 据 《12.22 )， 得 到 


| Vel de= | fal drt lim |, 0 lgl de 
+ {ala 


<0+0+a 人 ap 
BN A" 


<a | Mar=alfls. 


对 所 有 这 样 的 a 取 下 确 界 ， 便 得 出 (ii) 和 (Ciii). 口 

(20.14) vy 设 ( x， 2，1 ) 是 任意 一 个 测度 空间 .又 

9 如果 8 是 本 夺 有 界 的 ， 风 
4xEX:1IgCxz) ci 
是 局 部 / 零 集 ， 这 就 是 说 ， 达 到 了 定义 (20， 11 ) 引 的 下 确 界 ， 
(ii) & 是 本 质 有 界 函 数 的 充 要 条 件 是 ， X 上 存在 一 个 有 界 .of 
可 测 函 数 P， 使 得 
4 {x EX: gx) FPCx)) 
是 局 部 / 零 集 . 
《iii) 如 果 8g. 是 本 质 有 界 的 ， 则 
gh =inf{ | @ |,: :9 是 (ii) 中 所 说 的 集 }， 
而 且 这 一 下 确 界 是 可 达到 的 . 

命 R@。(X，.o， 内 表示 在 浆 上 本 质 有 界 .可 测 函 数 全 体 所 成 
的 集 ， 如 果 两 个 函数 仅 在 一 个 局 部 / 零 集 上 不 同 ， 就 把 它们 看 成 是 - 
同一 个 函数 ， 则 按照 点 态 线性 运算 及 范 数 中 1。，9。 成 为 一 个 复 
_Banach 空 间 ， 
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证 ”由 局 部 / 零 集 的 任意 一 个 可 数 并 仍 是 局 部 / 零 集 这 一 显然 
的 事实 ， 可 推出 断言 (i)， 而 断言 (ii) 则 是 显而易见 的 ， 
汶 了 证 明 (iii)， 假 定 有 一 个 (Ci) 中 所 说 的 函数 9， 使 
Fol ,gl 
那么 
{x€EX: lgCx)| > Yo 
并 不 是 局 部 4 零 集 ， 而 且 在 这 个 集 的 所 有 点 处 ，g( xXx) 二 P(x)， 这 
与 9 的 选取 相 矛 质 ， 从 而 对 于 (ii) 中 所 说 的 任意 %， 都 有 
: | pg。 
命 
B={xEX: 8Cxi < gh.}. 
那么 gfs 是 有 界 、.f 可 测 的 ,并 且 除 在 B’ 的 一 个 局 部 x 零 子 集 上 外 ， 
gss 等 于 8 ， 同 时 
: lstgs | ,= lst, 
《 当 B=B 时 ， 8 上。 二 0 》， 这 便 证 明了 (iii). 
为 了 证 实 2s 是 一 个 Banach 空 间 ， 首 先 注意 到 ，(ii) 表明 了 
& ,中 每 个 等 价 类 必 含 有 一 个 有 界 函 数 ， 这样 ， 便 可 以 把 &。( 作 为 、 
一 个 线性 空间 ) 看 成 是 商 空间 8B /mm， 其 中 8 是 XxX 上 有 界 、 复 值 、 
.Af 可 测 函 数 全 体 所 成 的 线性 空间 ， 而 R 是 8 中 除 在 一 个 局 部 4 零 集 
上 外 都 等 于 零 的 函数 全 体 所 成 的 线性 子 空间 ， 很 明显 的 是 ，8 按照 
一 致 范 数 成 为 一 个 Banach 空 间 ， 而 且 R 是 8 的 闲 线性 子 空 间断 
言 Giii) 说 明了 上 。 是 8/% 上 的 商 范 数 (参看 (14,38 )， 这 样 ; 
《 14.38.b ) 就 表明 足 。 是 一 个 Banach 空 间 ， 口 
”读者 当 不 会 忘记 ，《 15.14.b ) 中 说 过 ， 就 某 个 测度 空间 而 
言 ， 如 果 p>1，8 是 一 个 可 测 函 数 ， 并 且 对 于 任意 FE 2,， 都 有 
fgE€ P21， 那么 gE€ 8 '。 这 一 事实 并 非 显而易见 ，〈15.14 ) 所 提 
示 的 证 明 要 用 到 一 致 有 界 性 原理 ， 下 面 我 们 将 看 到 ,， 当 ?一 1， 久 
= so 时 ， 要 证 明 其 相应 结果 ， 却 简单 得 多 了 . 
(20.15) 定理 设 (X，.o，4 ) 是 一 个 测度 空间 ，8 是 定 
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义 在 和 上 的 一 个 复 值 、.oz 可 测 函 数 * 并 且 对 于 任意 fE 81CX， 
SG ，1)， 都 有 
| fal ds<eo. 


则 8 属于 28。(CX， 0 ， 4). 
证 假定 sg 2。 那么 存在 一 个 正 实数 列 (a,) 和 一 个 
1 可 测 集 序列 (4, ) ， 渍 足 ， 


扰 


daa, < 《1) 


证 | 


0<u(A) <0; - (2) 
以 及 当 xE 4, 时 ， 

C,<< leCx) A+ 1。 《3) 
为 了 推出 这 一 事实 ， 设 (8,) 是 满足 (1 ) 中 两 条 件 的 任意 一 个 序 列 . 
由 g 全。 这 一 假定 可 推 知 ， 对 于 每 个 n， 


{4%EX: jgCx)) 之 pw 一 UL (x EX:B,< lg Sb) 


ij=1 


不 是 局 部 4 零 集 ， 从 而 对 于 每 个 hn， 存在 i ， 使 得 
{XEXB< lglx)| EP, I) 

含有 一 个 具有 有 限 的 正 4 测 度 的 子 集 ， 按 以 下 规则 定义 (8,) 的 子 序 
列 (a.) : 命 a1=Pi， 对 于 定义 好 二 的 @。， 则 命 ,, :为 满足 以 下 条 
件 的 6 的 最 小 值 ， 
(EX:a< lgCx) Ka} 

含有 一 个 具有 有 限 的 正 / 测 度 的 子 集 4,。 这 就 证 实 了 (1 ) 一 (3 ) . 

命 


起 


1 Say 


便 有 | fd4 = 如 小-<<=， 从 而 1 G 8 ;,， 但 同时 却 得 到 


人 本 站 
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| fal dp= Say | lal da 


1 
>5 a | “ae== D 


我 们 现在 回 到 所 要 研究 的 ,上 的 泛 画 L;， 

(20.16) 定理 设 ( 和 ，.w，4) 是 住 意 一 个 测度 空间 ，& 
是 足 。( 成 ，.o， 4 的 一 个 元 素 . 在 和 (X, Wk 4) 上 由 以 下 规则 
定义 Ly: 


LCf)= | g du. 


则 Ls 是 1CX，.t，4) 上 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 而 且 

z (Ls l= [8 I。, 

证 很 清楚 ， 工 ,是 线性 的 ; (20.13 ) 表明 了 ， 对 于 任意 
ff€Ee,, 成 立 

ICpPE< Tegl。TEFl， 
这 样 ，Ls 便 是 2 ,上 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 而 且 
lLel<ll sl.,. (1) 
尚 需 证 实 (1 ) 的 反 向 不 等 式 ， 当 上 8 上 。= 0 时 ， 反 向 不 等 式 显 然 
成 立 ， 因 此 假定 外 8 外 。> 0， 并 设 * 是 适合 0< “< | 8 |。 的 
任意 实数 .那么 
《xzEX:igCx) HSs io 一 2》 

不 是 局 部 / 零 集 ， 从 而 它 便 有 一 个 子 集 BEE.%， 适 合 0<H(CBE)< 
ce， 规定 


f= Fy éssgn(g). 


显而易见 ，fE 8:，1 Tas1， 同时 还 有 


1 
L,(f)= | 7 dh 二 ELD / 
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之 | gj。 一 。 《2) 
由 (1)， (37) 以 及 1 了 二 的 定义 ， 便 得 出 
lLs l= gs ll。. 口 
令 人 感 兴 趣 的 是 ， 猜 想 凡 & :上 的 有 界线 性 泛 函 ， 都 对 于 某 个 
gE&R-， 上 共有 L; 的 形状 ， 然 而 , 正如 下 例 所 表明 的 ， 就 所 有 测度 空 
间 而 言 ， 事 实 并 非 如 此 ， 
《20.17) 例 设 I==(0，1)， x 是 单位 正方 形 1X1 又 
设 . 巡 zs 是 X( 通 常 拓扑 ) 中 Borel 党 所 成 的 "代数 ， 并 在 
2 上 定义 4 如 下 ， 


vBE)= >, A{yEl:(x, y) EE)), 


ref 


HE) 一 CE) 十 >, A{xEI:(x, y) EEY). 


nalf 


(这 一 构造 和 《19.71。d ) 中 的 构造 很 相似 . J) 在 1.(X， A LE 
定义 工 为 


LD= | ye 


由 于 ?之 xn， 很 明显 ，LE 2 (X，Al， 1)， 上 LN 二 1. 假定 存 
在 一 个 函数 FE 8 。A(X，.Y 4), 使 LL 二 Ls。 对 于 每 个 固定 的 y EJ 
命 
Hy= {1(xX, y):xX EI}, 
{=én,sgn(g). 
那么 了 便 属 于 ©,(X，.wf，4)， 并 得 到 


| |g C%, y) ldx = | f gdi=Lf) 
x 


一 了 工 ( 力 一 | re 
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和 
2 HH 


既然 yE I 是 任意 的 ， 可 见 对 于 每 个 y€IJ，g(《(x，y) 二 0 对 于 4 几乎 所 
有 Xx 成立 ， 应 用 后 面 的 Fubini 定 理 (21.12 )【〈 自然 这 个 定理 的 成 
立 侣 不 依赖 于 本 例 ) ， 便 知道 存在 一 点 xYoETI， 使 


| ecx Widy=0. 


《其 实 ，4 几 乎 所 有 x 都 具有 这 一 性 质 ，) 现在 命 
7 一 ((xoy):7ECET)， 了 一 2 
那么 了 便 属 于 @ 1(X, 2% 4), 于 是 得 到 


l=y(V)= | 10=1D=LD= | fgdu 


一 1 、. . 
一 | gas<| g (Xo, ydy=0. 
全 


这 个 矛盾 说 明了 这 样 的 5 并 不 存在 ， 

尽管 有 上 述 例子 ， 但 就 可 分 解 测度 空间 ( 19.25 ) 而 言 ， 每 个 
LE 8* ， 对 于 某 个 gE 8 。， 确 实 等 于 L,， 为 了 证 明 这 一 事实 ， 需 
要 以 下 引 理 . 

(20.18) 引 理 设 (X，.s，4 ) 是 一 个 可 分 解 测度 空间 ， 并 
设 .多 是 (和 X，.w， 4 ) 的 一 个 分 解 [ 参 看 (19.25)1. 假定 fE 
8e:(X，.o，10)， 则 存在 多 的 一 个 可 数 子 族 多 ， 使 在 XI (US 
上 p-a,e。. 有 了 二 0、 此外， 如 果 《F,)?-! 是 多 的 任意 一 个 疏 举 ， 则 
成 立 


-Si 


名 吓 了 


(ii) [far= > 人 fau 


={xEx: 1) > 二 E={xEX:f(x) 0}, 


(C1) lim 


= 0， 
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那么 一 【) E,， 而 且 对 于 任意 xE N，u《E,)<oo， 但 


站 当 人 


Gs= FE FU FNE)>0), A=EN(USG,.),. 


由 于 
HE)= >, HCFNE,) 

(19.25.iii)， 可 匈 是 可 娄底 ， 而 且 p( 4A.) 二 0. _ 命 
= Ue。 4 一 Ua 


提 呈 二 


于 是 名 可 数 ，AC47) 一 0， 而 且 除 在 4UCU 多 ) 上 外 f 都 等 于 零 . 
如 果 (F.)?-! 如 上 所 设 ， 显 而 易 见 


lim Ew =f Wa: e.， 


[和 


We 


#=1 


这 样 ， 由 Lebesgue 控 制 收敛 定理 便 得 出 (i) 和 (ii)， 口 
(20.19) 定理 设 (X，.%f，4) 是 一 个 可 分 解 测度 空间 
( 19,25 ) ， 假 定 工 是 &1:X，.o， HA 上 一 个 有 界线 性 泛 浮 . 风 存 
在 一 个 函数 gE &-(X，. 巡 ， 4)， 使 
L=L,, 
其 中 工 ; 如 《20.16) 所 设 . . 
证 (I) 假设 x(X) 二 2， 对 于 EE€ .AY[， 规 定 
~ y(E)=L(é6g). C1) 
我 们 断言 ?是 〈 和 ，.w ) 上 一 个 复 测度 ， 并 且 v 4， 设 4E,》*-1 是 


< EE 


好 中 集 所 成 的 一 个 两 两 不 相交 集 族 ， 命 E = U E,， 又 对 于 每 个 


站 叶 1 
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， 
p€N， 命 E; = 【 jE。 则 有 


和 由 
FF 人] E,=%; 
pz 
由 《10,15 ) 和 HACX)<ce 的 假设 可 知 


从 五) 一 >, v(E,) L(sa)—L ( >, Er) - [PCery)| 


| 
< 和 | 工 1 .1 sz :一 站 也 1 。 人 Pr) 一 0 (p— cc). 
因此 


yE)= > vCE,), 


从 而 vr 是 可 数 加 性 的 ， 当 wu(E)= 0 时， 在 8 1 中 1= 0 ， 因 此 ?CE) 
一 ZE) 一 IC0) 王 0;， 所 以 vp 

由 (19.36 ) 知道 , 必 存 在 唯一 的 一 个 函数 gE 81CX ,of ,1)， 
使 对 于 任意 EE€ .wy， 


vCE)= | gaw : (2) 


wl CBE)= | aldp. (3 ) 


我 们 断定 ia.e。 成 立 18| 二 人 工 站， 为 了 证 实 这 一 点 ， 命 
4 一 人 EX: lelx) > 1HLILI1?, 
但 假设 x《(A4A)>0， 由 (3 ) 及 (12.6) 得 到 


yl (4)= 上 lal ar > | lil de HL AM. i 
这 样 便 存 在 和 4 的 一 个 可 测 训 分 {4;，…，4,}， 使 
DS, 41) > 1 L144). 


i=1 
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1 蚊 


[LID DE boaN= B lrc) 


tel1 f=1 


< 之 上 


=|L| .> 44)= 1L1 AA4). 


这 个 矛盾 说 明 4-a.e. 成 立 1g| 三 上 工 吓 ， 从 而 不 妨 假设 对 于 所 有 
x*EX， 都 成 立 leCx) 志 上 工 和 用， | 

由 (1 ) 和 (2 ) 不 难看 出 ， 对 于 定义 在 和 上 的 一 切 复 值 、.oy 可 
测 、 简 单 函数 s ， 都 成 立 


Ly= | sgan. z C4) 


现在 设 1f€ P21CX，.%A，4)， 并 利用 (11.35 ) 选取 一 个 .oz 可 测 简 
单 冰 数 序列 (s,) .1， 使 

sil < lel <, CX)Hx) (XERX). 
很 明显 ， 对 于 任意 n EN， 


sg IL HEP, 一 可 委 2 用 ERi， 
由 此 ，(12.30 ) ，(4 ) 及 工 的 连续 性 便 列 涵 


Lf/)=1imL(s,)= 1im | gdu= | f gdu, 


这 样 ， 就 4&(X7<co 的 情况 便 证 明了 定理 . 
() 现 在 考察 一 般 情况 ， 设 .多 是 (和 X， 必 ，4 ) 的 一 个 分 解 .. 
对 于 每 个 FE .多 ， 在 (X，.M ) 上 规定 pz 为 
AP) 一 ACE 位 忆 )， 
而 在 &:(X，. 妈 ，Hr) 上 规定 二 p 为 
Dr(Ch 门 一 CD)。 
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很 清楚 ，《 和 X，.o，H7r ) 是 一 个 有 限 测度 空间 ， 而 Ls 则 是 8 (区 ， 
52，HAp ) 上 一 个 有 界线 性 泛 了 水， 并 且 
lLz ll. 
应 用 (1):; 对 于 每 个 FE .多 ， 在 在 一 个 函数 gE 8。CX， 
QI，HUr)， 使 对 于 任意 xEX， 都 有 
lgrp(Cx) 雪上 DZz 委 并 1， 
而 对 于 任意 fE 8 1CX，.o，Hp)， 则 有 


L(fEr)=Ly (用 一 | f gpdHr 一 | j grdH. (5) 


由 于 814(X，%A，H)CR8I(X，.WA， U1),，(5) 式 对 于 任意 fE 
人 1(X，.LY，HW) 世 显然 成 并 . 

其 次 考虑 函数 gr. 这 些 函 数 在 X 上 都 处 处 有 定义 ， 但 在 确定 
Lz 的 过 程 中 ，g8y 在 F’ 上 的 值 却 无 关 紧 要 在 任何 情况 下 ， 我 们 总 
可 在 整个 X 上 定义 (并 且 就 定义 》8 为 

g(X)= gx), XEFEC 多。 
显而易见 ，gE 。(X，.，U)[ 由 (19.25,iv ) 可 推出 g 的 .ff 可 
测 性 )， 而 且 儿 8g 1。 委 几 g 1. 委 工 1. 

设 fE R81( 久 ，.%，UW)， 并 设 {F.)?.1 是 (20.18 7 所 说 的 
多 的 可 数 子 族 ， 工 的 连续 性 ，(20.18)，8 的 有 界 性 ， 以 及 
《12.30 ) 表明 


LD= lim L (5 tS > L(fér,) 


第 二 了 


一 ]im S | f 8 dp 一 im D> fEp, 8 du 
nml ~ fa "1 


= | fear. 品 


(20,20)〉 定理 设 (X，.or，4 ) 是 一 个 可 分 解 测度 空间 
(19.25 ) 。 则 出 
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了 


T(g)=L8 

[参看 (20.16 》) 所 规定 的 映射 TT 是 把 2。 映 注 共 因 空 间 8* 的 保 
范 线性 映射 。 这 样 ， 作 疙 两 个 Banach 空 间 ，2。 和 28* 力 是 同 构 

证 是 把 8。 映 入 8 的 保 范 映 射 这 一 事实 已 为 (20.16) 所 
证 明 ， 从 ( 20.19 ) 推 知 ， 工 还 是 映 满 84 的 ， 而 了 为 线性 的 乃 是 
平凡 的 事实 ， 既然 既是 线性 的 又 是 保 范 的 ， 它 便 是 1-1 的 ， 口 

(20.21) 注意 ”正如 我 们 在 《 20.17 ) 所 已 证 明 的 ， 就 某 些 不 
可 分 解 测度 空间 而 言 ， (20.20 ) 中 的 结论 并 不 成 立 ， 不 过， 对 于 
任意 的 (天 ，.o，A) 来 说 ，J.Schwartz 业 已 找到 中 (X,.2% ,4) 
的 表示 ， 感 兴趣 的 读者 可 以 查阅 文献 0. 

(20.22〉 习题 ” 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，: 是 如 8 9 
所 说 的 多 (XX) 上 一 个 外 测度 . 试 证 (9.29) 和 (20.11) 所 给 出 的 
局 部 ! 零 性 的 两 定义 是 等 价 的 ， 

《20.23) 习题 设 (X，.w，4) 是 一 个 退化 测度 空 间 ， 并 
且 nu(XX)= {请 参看 (10.3 ) 的 定义 ]， 试问 这 个 测度 空间 是 否 
可 分 解 ? 试 就 这 一 测度 空间 求 出 21， 及 8 .的 显 式 表示 . 

(20.24) 习题 设 (X，.w， 4 ) 是 任意 一 个 测度 空间 ， 
fERI(X,， oA， UH)，、 在 Ro( 了 X，.AL，H) 上 定义 工 为 


L(g)= | g jdUL. 


试 证 ， LE 8#， 并 且 攻 工 攻 三 站 了 下: 

(20.25) 习题 ” 试 通过 证 实 并 不 是 所 有 LE 8s([0,1)) 都 具 
有 (20,.24) 所 描述 的 形状 ， 来 证 明 8 1([0,1)) (具有 Lebesgue 测 
度 ) 不 是 自 反 的 (提示 . 利用 Hahrn-Banach 定 理 得 出 L 志 0， 并 
且 对 于 一 切 g€ 8。， 都 有 IC8 ) 二 0， 其 中 8 是 本 质 连续 的 ， 这 指 
的 是 ， 对 于 某 个 1EGE((0,1))， 1 8 一 ho 一 0 
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(20.26) 习题 (a) 试 证 8 。((0,1)) 不 是 可 分 的 . 

(b) 为 使 一 个 测度 空间 的 8。 空间 是 可 分 的 ， 试 求 这 一 测度 空 
间 所 应 满足 的 充 要 条 件 . [请 记 住 (20.23)。)】 

我 们 己 经 就 1< 了 <ce 和 任意 测度 空间 ( X，.o，4 ) 求 出 了 
8,(X，.og，4) 的 共 思 空 间 ， 又 就 一 大 类 测度 空间 求 出 了 &:(X， 
.Af ，4) 的 共 轿 空间 ， 现 在 很 自然 的 是 ， 要 寻求 。(X，.og， 门 的 
共 斩 空 间 . 结果 表明 :， 28$ 中 每 个 泛 函 都 可 以 表示 成 关于 
A 上 菜 个 有 界 、 复 值 、 有 限 加 性 测度 的 一 个 积分 . 

我 们 现在 来 概述 这 一 表示 . 首先 须 引进 儿 个 定义 . 

(20.27) 定义 设 (X，.%，4 ) 是 一 个 测度 空间 ， 严 (X， 
.0g， 四 表示 定义 在 sf 上 并 满足 以 下 条 件 的 复 信函 数 r 全 体 所 成 的 
集 ， z 

(i) supflr(C4) :AE HAIL, 

(ii) 当 4,，BE.YA ,ADB=@ 时 , rT(AUB)=7T(A)+7(B); 

(iii) 当 46E.w，4 是 局 部 4 零 集 时 ，7(4) 一 0. 

对 于 这 样 的 一 个 rz，[ 正 如 (19.10 ) 及 (19,11 ) 那样 )， 在 wZ 上 由 
以 下 规则 定义 jzl : 


jl CO=san| >, jzC4 :4A1, »*， 4 小 是 4 的 一 个 可 测 剖 


分 8. 
不 难 证实 Irl E 已 C(X，.oz，1H)[ 参 较 (19.12))， 我 们 规定 + 的 范 
数 为 

zl = I CX). 
容易 验证 ， 入 线性 运算 ， 碧 (X，.，4) 成 为 
一 个 复 赋 范 线性 空 


为 有 站 的 是 ， 对 于 区 上 的 .oz 可 测 函 数 ， 可 以 定义 关于 如 
(20。27 ) 所 规定 的 有 限 加 人 性 测度 z 的 积分 . 〔 毫 无 疑问 ,不 会 有 极 . 
限定 理 (12.22 ) 及 (12.24) 的 类 似 命 题 ，)] 我 们 现在 草 描 积分 
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| …zr 的 构造 四 的 
(20.28) 引 理 记号 如 (20,27 ) 所 设 . 如 果 f > ajé4， 


iw 


和 8 一 Bi&5, 是 XX 上 两 个 复 值 简单 函数 ， 其 中 { 41，…， 4。} 和 


{B,，.…，B。 是 斑 的 两 个 可 测 前 分 ， 则 对 于 任意 rE F(X, .2f ;4)， 
成 立 


] mm 外 
(| 六 ar(4D)- 六 birCBi) < 1rl gh. 


1 Fei 


证 可 以 写 出 


>, CT A;) 一 > bt BI) | 


f=1 t=-1 


| 本 
= > > (oj 一 brC4in BD) 
| y=1 


te 


<» > opi .hrANB) 


< > 1f-gl, IAiN Bl 


if—gi.. jl, 
倒数 第 二 个 不 等 式 成 立 ， 因 为 或 者 有 4; 门 Bi 二 名 ， 这 时 被 加 数 为 
零 ， 或 者 存在 一 个 x€ Aj 站 Bt， 而 这 时 lc 一 有 = |f( X) 一 g&(CX | 
< 一 gl.. 吕 / 
(20.29) 定义 设 (X，.o，j) 是 一 个 测度 空间 ，rE 严 (X， 


gL，L)， 如 果 s = > oj) 是 X 上 一 个 .oz 可 测 简单 函数 ， 刚 定义 


GD | ,ser= 2 TA41), 


9 了 


如 梁 f 是 叉 上 一 个 有 界 、 复 代 、.wy 可 测 隙 数 ， 利 用 (111.35 ) 便 可 
以 得 到 一 个 X 上 的 .x 可 测 简 单 函 数 序列 (s,)?.,， 使 得 
1 了 一 s， 人 人 ( 


考虑 到 引 理 (20.28 ) ， 序列 (| :dm3-， 便 是 一 个 . Cauchy 复数 
列 ， 因 此 定义 z 


Cii) | jdr 一 1im | SadT. 


不 难 明 白 ， 这 一 定义 并 不 依赖 于 特定 的 序列 (s,)( 当 然 要 以 Cs) 一 
致 收敛 到 了 为 条 件 )， 所 以 这 一 积分 是 完全 确定 的 ， 而 且 (i) 和 (ii) 
这 两 定义 是 一 致 的 ， 同 时 ， 也 不 难 明 白 ， 在 ?是 复 测度 的 情 帝 下 ， 
本 定义 与 定义 (19.17 ) 相符 合 . 

《20.50) 定理 〔(，.， 4 ) 和 r 如 (20， 29) 所 设 ， 又 设 
fj 和 8 是 久 上 两 个 有 界 .Yt 可 测 函 数 ，aEK， 则 


Gy | afar=a | far, 


GD | dtrpa= | fart | sa 


Gi | | jarl<| vam. 


证 留 作 习题 . 


《20.51) 定 理 〔(X，.w，4) 和 7r 如 (20.29 ) 所 设 . 又 设 p 
是 上 一 个 有 界 .以 可 测 通 数 ， 并 且 A= 1xE 义 : XD) 车 0 ) 是 局 部 4 


零 集 . 则 | hdr= 0 
证 利用 (20.30 ) 及 (20.27.iii )， 得 到 


fa |<f omam = | sar t |e tma 
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< 1。 lr CA)+0=0, 人 门 
(20 .52 ) 尺 〔(X，og，4) 和 rz 如 《20.29) 所 设 ， 并 设 
gE Re。(X，s，/D， 又 设 了 是 中 一 个 有 界 函 数 ， 满 足 ， | 了 


一 8 上。 二 0， 定义 
|, 84 一 | far. 


鉴于 (20.31 ) ， 这 个 定义 并 不 依赖 于 从 8 。 类 引出 的 并 由 8 所 确 
定 的 特定 的 有 界 函 数 了， 所 以 这 个 定义 是 非 二 义 性 的 . 

(20.33) 定理 设 ( 久 ，.x，4h) 是 任意 一 个 测度 空间 ， 
TEF(RX，.Af，L)， 在 8o( 久 ，Y 41) 上 由 以 下 规则 定义 L,， 


(i) 7 Co) 一 | sar 


网 工 , 是 只 -上 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 而 且 

(ii) lL = zl. 

证 对 于 gE€ 8。， 取 一 个 有 界 的 f{€E 8。 满足 : 7 一 g 1。 
二 0， 上 了 ,= 二 上 8 上。(20.14)， 根 据 《(20.32 》， 得 到 


-| 


<| nearl<irllrl 


=1glolrl. 
于 是 L,€ 8#， 而 且 

i sr C1) 
设 给 定 了 es >>0， 取 X 的 一 个 可 测 剖 分 {41，…，4,}， 使 得 


IL.(g)| = ] | sa 


之 ANI>17rl-e, 


1=1 
中 


对 于 每 个 ) ， 命 oj 一 sgn(rC4D))，85 = 之 ci ， 很 明显 ， 


.1 和 1 
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gE 2 18g1= 一 gl <1， 前 
| Se | 


-也 CAD > 1 ri-e, 
既然 是 任意 的 ， 这 就 表明 了 
1 兰 让 zz (2) 

结合 (1 ), 《2 )， 便 得 出 (ii)， 口 

《20。33) 的 道 命题 成 立 ， 这 就 是 : 凡 &。 上 的 有 界线 性 泛 函 都 是 
关于 某 个 有 限 加 性 测度 的 积分 .通过 考虑 集 的 特征 函数 ， 便 直接 得 
出 这 一 测度 。 细节 如 下 . 

(20.54) 定理 设 (X，.t[，4) 是 任意 一 个 测度 空间 ， 工 
是 (Xp 上 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 则 存在 TFTEPCX，.oZ，0)， 
使 


江 : (8) -| | gar 


L=L'; 
其 中 工 , 如 (20,33 ) 所 设 . 
证 对 于 每 个 4€.f， 命 
tA)=L(E,) 《 


jy 
We 


则 有 

sup{ FrC4) :AE A}Esup{ IL(8) :gE Ro lg | 和 1 

= Ll. 

这 样 ， 对 于 r( 20.27,i ) 便 成 立 ， 此 外 ， 当 有 4， B 是 .中 不 相交 的 
两 个 集 时 ，54 十 58 二 6&8u4， 从 而 

r(4UB) 一 工 (sup) 一 工 (上 十 上 Es) 一 卫 (4) 十 (55) 

=-T(C4) 十 r(B)， 
所 以 ， 还 成 立 ( 20.27.ii)， 又 ， 当 4E.o%，4 是 局 部 4 零 集 时 ， 在 
中 中 := 0 ， 因而 
TC4) 一 了 上 (4 一 工 (0)=-0. 
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主 是 ，( 20,27,iii》 也 成 立 ， 所 以 TEF( 沈 ，t，uD. 

设 8g 是 &e 中 任意 一 个 函数 ， 取 一 个 有 办 的 fE 8。， 使 8 一 
fse 一 0， ll = 一 81 再 取 一 个 oz 可 测 简单 范 数 序列 
37 使 人 7 一 so 一 0 显然, 由 (1)》、 工 的 线性 以 及 (20.29,i)， 
可 得 


LCs,)= | sz EN). .- (2) 


由 于 了 一 和 -一 0 ， 而 工 又 在 8。 上 连续 ,所 以 由 (2) 和 
《20.29.ii) 便 推出 


L(g)=L(D=1imL(s,) =lim | mar= | far 


二 | gar=L.(8). 日 


(20.35) 定理 设 (X，.o， 7) 是 一 个 任意 的 测度 空间 ， 
则 由 
T(7)=L, 
(参看 (20,.33〉) 所 规定 的 映射 TT 是 把 CX，.xy，1) 映 满 共 思 空 间 
28 的 一 个 保 范 线 性 有 映射。 这 样 ， 碧 便 是 一 个 Barach 空 间 ， 而 且 ， 
作为 两 个 Banach 空 间 ，F 和 88。 乃 是 同 构 的 . 
证 TT 是 把 F 映 入 人。 的 保 范 映 射 这 一 事实 ， 已 为 (20.33) 所 


证 明 ， 而 TT 为 线性 的 力 是 平凡 的 事实 ， 定理 (20,34) 表明 本 T 还 

是 映 满 2 的 .既然 既是 线性 的 又 是 保 范 的 ， 它 便 是 1-1 的 ， 并 保 

持 Cauchy 序 列 不 变 。 由 于 2 是 完备 的 ，FF 也 必 是 完备 的 ， 口 
(20.36) 评注 设 XX 是 一 个 任意 的 非 空 集 。 和 《7.3) 一 样 ， 

命 ( 鲜 ) 表 示 XX 上 有 界 、 复 值 函 数 全 体 所 成 的 空间 。， 这 个 空间 还 有 

些 别 的 称呼 ， 假 如 把 XX 看 作 赋 以 离散 拓扑 的 拓扑 空间 ， 那 么 

B(X)= CX) 
(7.8) ;假如 4 是 定义 在 22( 瑟 ) 上 的 计数 测度 (10.4.a)， 那 么 
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BX)= PK, PXY, 1), 
而 在 〈14.26 ) 中 ， 这 个 空间 曾 记 作 1。(X)C11CX) 的 共 罗 空 间 )， 就 
一 切 情 况 而 论 ， 在 8B () 上 所 用 到 的 范 数 一 直 是 一 致 范 数 ， 这样， 
定理 (20.35 ) 说 明了 ,Banach 空 间 B3(X) 的 共 罗 空间 BC(X)* 等 距 
同 构 于 定义 在 多 (X7 上 的 有 界 、 复 值 、 有 限 加 性 测度 全 体 所 成 的 
空间 ， 

(20.37》 习题 设 了 是 一 个 非 空 集 . 假定 7 是 定义 在 
(XX) 上 的 一 个 有 限 加 性 测度 ， 并 满足 :，"(X)= 1， 而 对 于 任意 
ACX，T(A)= 0 或 1,， 命 : 

WU={A:ACX, TA)=1}. 

(a) 试 证 多 具有 下 列 性 质 : 

(i) OE, 

(ii) 如 果 AEW，ACBCX,， 则 BEW，; 

(iii) A, BE， 则 ANBEW; 

Civ) 如 果 4CX， 则 4ES， 或 者 4/ EN， 
满足 Ci) 一 (iii) 的 任意 族 多 叫做 和 中 的 泪 子 ， 扩 中 一 个 滤 子 如 果 满 
足 Civ)， 就 叫做 XX 中 的 超 汉子 . 

(b) 试 证 : 如 果 光 是 关中 任意 一 个 超 滤 子 ， 并 在 GoCX) 上 规 
定 0 为 


则 oc 是 (了 蔷 ， 儿 (XX)) 上 一 个 有 限 加 性 测度 | 
这 样 一 来 ， 我 们 便 建 了 站 渤 了 与 有 限 加 性 办 测度 之 则 的 
一 对 应 。 
《¢) 设 (X， 2G， ，) 是 任意 一 个 测度 空间 ， tr 是 F(X, ,4) 
中 一 个 有 限 加 性 测度 ， 试 证 ， 对 于 任意 f，g € 8 。， 等 式 


| jear= | va | ,gar 
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成 立 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任意 4E.w，Fr(4)= 一 0 或 1 

《20.38〉 习题 ” 设 X 是 一 个 非 空 集 ， 革 中 一 个 滤 子 多 如 果 满 
足 条 件 几 多 三 妇 ， 则 称 之 为 自由 滤 子 ， 称 其 余 一 切 滤 子 为 固定 滤 
字 (fixed filter ) 。 试 证 以 下 命题 . 

(a) 如 果 多 是 和 中 一 个 固定 超 滤 子 ， 则 有 一 点 洲 EX， 使 

Y={AC PIX) :PE A}. 

(b》 如 果 和 是 有 限 的 ， 则 凡 玉 中 的 超 滤 子 都 是 固定 超 滤 子 . 

(ec) 如 果 玉 是 无 限 的 ， 则 和 中 存在 一 个 自由 超 滤 子 .[ 设 多 == 
{4Eg 名 (CX):A' 是 有 限 的 }， 证 明 , 多 是 一 个 滤 子 .利用 Zorn 引 理 
证 实 存 在 一 个 含有 .多 的 极 大 滤 子 光 ， 证 明 少 是 一 个 自由 超 滤 子 .) 

(d) 如 果 汶 是 N 中 一 个 自由 超 滤 子 ，o 如 《20.37 ) 所 设 ， 则 
对 于 一 切 有 限 集 FCN，c(F)= 0， 从 而 o 不 是 可 数 加 性 的 . 

(e) 如 果 o 和 (d) 中 一 样 ， 则 对 于 任意 1€ 1。6， 都 有 


lim 7) < | do <ii fn). 
( 先 考虑 limf(m )= 0 的 情况 ， 在 一 般 情况 下 ， 可 求 两 个 函数 〈 序 


列 ! ) 8g 和 hh, 使 8 <f<h, limf(n)= limg(n), limf(n) 
= limh(n). ) : 

(20.39) 习题 试 证 ， 存在 一 个 定义 在 儿 ((0,1)) 上 的 非 负 、 
实 值 、 有 限 加 性 测度 r， 它 满足 条 件 : 对 于 适合 4 己 (0,1) 的 一 切 
AEM，， 都 有 TC(4)=4(4)，[ 提 示 ， 在 {f:f 是 (0,1) 上 一 个 有 界 、 
实 值 ， Lebesgue 可 测 隔 数 ) 上 定义 工 为 : 


L(A)= | fCx) dx. 


利用 KreTa 开 拓 定 理 (14.27) 把 工 开 拓 成 为 B8 (0;1)) 上 前 一 个 
非 负 线 性 泛 函 ， 这 里 8"((0,1)) 是 (0,1) 上 有 界 实 值 函 数 全 体 所 成 
的 空间 ，)】 

(20,40) 习题 (a) 试 证 8'(R) 上 存在 一 个 线性 泛 浮 M ， 
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使 对 于 任意 1€ B83'CR) 和 任意 1€ R， 都 有 

(i) inf{f(x):+*ER} EMACsupIfCxX) :x E RY 

(ii) ~ M(f)= MN. © 
(提示 设 多 是 8"CR ) 的 线性 子 空间 ， 它 由 形 如 一 1 的 函数 的 有 
限 和 全 体 组 成 ， 其 中 f€ 8"(R)，tE€R， 对 于 : 


n= 之 (fi)n—f) ED, 


证 明 
inf{hCX) :XEREO. 
如 果 不 然 ， 可 取 。 0 ， 使 对 于 任意 xER，HMx) 之 2z。 设 ?是 任 
意 正 整数 ， 命 瑟 表 示 {1 ,2 ，… Ht 到 {1，2，…，PDP/ 内 的 函数 9 
全 体 所 成 的 集 ， 显 然 @ 二 p”. 对 于 每 人 2E 命 
XCO) 一 pt + PC)ts + .p(n)ti,. 
对 于 每 个 FE {1 ,2 ,…, nn}， 证 实 不 等 式 


SY Cx C0) HID FKP C2b "tf 


然后 推 证 / 
pre< > ACXCPN S22! DD fs. 


wen el 


这 个 矛盾 说 明了 hE 多 没有 正 的 下 界 ， 接 下 去 利用 (14.13〉) ， 可 得 
到 ME B"'(CR)*， 它 满足 ，M(1)== 1， 上 MDE=1， 以 及 对 于 任 
意 i€ 多 ，M(h)= 0， 由 此 不 难得 出 (1) 和 (i1)。】 

(b》 试 证 ， 存 在 一 个 定义 在 多 (R) 上 和 网 《 非 负 、 广义 实 信 ) 
有 限 如 性 测度 1 它 合 于 条 件 ， 

(iii) 对 于 任意 4E€ .LY ,，4(4)= A(4)， 

(iv) 对 于 任意 4CR 和 任意 上 ER，xC4 十 t ) 一 4(4).【 提 
示 ,7? 如 (20,.39) 所 设 ， 在 乡 (R) 上 规定 ?为 


”最 便 ，f 宪 示 由 :产生 的 /的 平移 : fi(z)= f(z+D。 
. 520 - 


v= > TAN Ln, nt10)—n). 


RRs" 


证 实 v 是 有 限 加 性 的 ， 而 且 对 于 任意 4E€ A,， "4 一 ACA). 对 于 
ACR， 在 R 上 由 以 下 规则 定义 fi: 
fal t )=r(A+ 1 ). 
设 M 和 (a) 小 题 一 样 ， 并 在 多 (R) 上 由 如 下 规则 定义 4， 
¢ H(A)=1limM(mintfs, "1), 


不 难 证 明 (Ciii), 为 了 证 明 4 是 加 性 的 ， 可 利用 不 等 式 

min{fst+fss, rn }<min{(fas n}+mirtfss n} 

<mintfst fa,2n). 
权证 明 (Civ)， 可 利用 等 式 
fearnC % )= faC%*+ tt ). ) 

我 们 要 选 讲 的 Lebesgue-Radon-Nikodym 定理 的 第 三 个 应 
用 ， 是 用 其 研究 又 一 个 共 圈 空间 ， 在 (12,36 ) 中 ,我 们 曾经 看 到 ， 
如 果 头 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 那 么 ， 几 Go。oCX) 上 的 非 负 
线性 泛 画 工 ， 都 对 于 和 上 某 个 正则 Borel 测 度 4， 具有 


P= | Fa 


的 形状 , 这 一 事实 对 于 同一 化 复 Banach 空 间 6 oCX) 的 其 负 空 间 上 
为 有 用 . 
(20.41) 定义 ” 设 和 是 一 个 局 部 紧 Hausdorft 空 间 . 并 设 4 是 
定义 在 久 的 Borel 集 所 成 的 oc 代 数组 ( 关 ) 上 的 一 个 复 测 度 . 如 果 对 
于 每 个 BE 且 (X) 和 每 个 e 0 ， 总 存在 一 个 紧 集 FE 和 一 个 开 集 
LU， 使 得 
FCECU, 
而 且 对 于 任 痊 46E 多 (X)， 只 要 
4CUf RE， 
就 有 
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CC4 <e， 
则 称 & 是 X 上 的 复 正 则 Borei 测 度 . 

命 朋 (XX) 表示 六 上 复 正则 Borel 测 度 全 体 所 成 的 集 . 

(20.42〉 注意 ”如果 hEM(X), 4 之 0， 则 由 于 所 有 复 测度 都 
是 有 界 的 (19.13.v7，17 便 是 一 个 有 限 测 度 ， 于 是 ， 定 理 (12.407 表 
明了 ，(20.41) 和 (12.39) 所 给 出 的 4 的 正则 性 的 两 个 定义 是 等 价 的 . 

(20.43) 定理 设 了 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,4， 
v€ M(X)，aE€K， 则 对 于 所 和 集 态 定义 的 运算 ， 有 

(i) au€ MX), 

(ii7 w+?r€E M(tX). 

这 样 ， 按 照 由 41 = ul (X) 所 规定 的 范 数 ，M (CX) 便 成 为 一 个 复 
赋 范 线性 空间 . 

证 留 作 习 题 . 

(20.44) ”定理 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，4 是 定义 
在 乡 (X) 上 的 一 个 复 测度 ， > Qj4i 是 (19.15.c) 所 说 的 4 的 Jor~ 


dan 分 解 ， 则 以 下 三 名 话 彼 此 等 价 : 
(i) unEM(X); 
(ii) lul €E MX):; 
il) WwEMCGX), j=1,2,3,4. 
证 ”我们 反复 利用 定理 (19.13)，、 由 不 等 式 : 
lu CONF SA sup( la : AE BX), ACUNF') 
便 得 出 Ci) 蕴涵 (ii) 这 一 事实 ， 不 等 式 
wvNF OS UNF) CI=1,2,3,4) 
表明 (ii) 蕴 涵 (iii)， 而 由 不 等 式 
CI 去 > 0204) 


推 知 (iii) 又 部 涵 (i)， 口 
(20.45) 定理 设 X 革 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 
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LE M(X)， 并 在 Go(X) 上 由 以 下 规划 定义 Ls 


(i) L.())= | au 
则 二, 是 Banach 空 间 @,(X) 上 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 而 且 
(ii) 1 l= ll. 


证 每 个 fE GE 。 都 是 有 界 连 续 函数 ， 从 而 由 于 ul 是 有 限 测度 
《19.13.v)，f 便 属于 &o(CX， 罗 ()， 二 )， 这 样 L, 便 是 EC 。 上 一 
个 线性 泛 通 。 同 时 ，(19.38,iv) 还 表明 ， 如 果 fE 6。， 那 么 


EDS) Meant tal. 


因此 ZE 6#*， 并 且 
lL lllpl. (1) 
为 了 证 明 (1 ?的 反 向 不 等 式 ， 利 用 (19.38) 可 得 到 X 上 一 个 复 
信 Borel 可 测 函 数 f。， 它 满足 ， 对 于 任意 xEX， lfo(x)| 一 1， 而 
且 对 于 任意 f€ ,CX,， 多 (XX)， 4 )， 


| yuan- | za \al . (2) 


任 给 se 之 0. 根据 (13.21) ， 必 存在 一 个 函数 g€ C4,o， 适 合 ， 
1 gt fl = 一 1， 而 且 


| 于 -as d lal <e. (3) 
于 是 (2 ) 和 ( 3 ) 便 蕴涵 


| H | 一 al (《 义 ) 二 | fofod al 一 | je 


<| | gar |+e= \LiCg) | +e, | (4) 


既然 e 是 任意 的 ， 而 且 上 gl ,二 1，(4 7) 便 列 调 
lx < lL, 1 (C5) 


结合 (1 )，( 5 ) 便 完成 了 证 明 。 口 

我 们 接 下 来 要 证 明 , 凡 & oCX)* 的 元 素 ,都 对 于 某 个 4€ MCX)， 
具有 L, 的 形状 .人 须 先 建立 一 个 引 理 . 

《20.46) 引 理 设 久 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，LE 
GC o(X)*， 并 在 C3 上 由 以 下 规则 定义 T"， 对 于 任意 € 6 ;， 

(i) I(D=supi ILCg)l :8€ Co, igl <f}. 
则 了 工 可 以 开拓 成 为 @* 中 一 个 非 负 线性 泛 函 ， 使 得 


上 了 工 症 = 王 站 工 攻 ， 
证 ”显然 ， 当 1€ Ci 时， 
1 (Ssup{ LH . lgl.:gE Co, lel <f} 
= Ll :fl,<%. : (1) 


这 样 ，7 在 6; 上 为 实 值 的 ， 同 时 也 很 清楚 ,对 于 /€ & ;，a 之 0， 


成 立 
I(af)= aI(f)., (2) 


我 们 来 证 明了 在 E€ ;上 是 加 性 的 设 f1 ，fs 属 于 E;， 给 定 e>0， 
取 g1， gsr€ C0, 使 


gil < ILCg2) (>107)— 记 (一 1，2). 


现在 记 Z(Cg)= 一 DPCg) 川 ， 其 中 prEK，10=1 (= 1,2)， 


又 命 6= BP1， 那 么 18 = 1 ， 并 得 到 
ICf1)+I(f.)< Cg 十 iL(g2)I+e 
=PiL(gi)+BL(g2)+ e 
= pL(g1)+L(g,) +e= ILCPg1 + gs) te 
<I(fi+fs)+ 2 
《 注意 ， \Bg -gz < jg 十 lga| <fi 十 f， ) . 于 是 
T(Gf 十 TCf RI +f,). (3) 
为 了 证 实 反 向 不 等 式 成 立 ， 取 g€ 6 。， 使 
Ig) fi +f iL(g)| 之 1(f1+f2)— 2. 
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hi=min{fis lal }, hs 一 |gl 一 六 
显而易见 ， Ri， hs € Cs hfi, hs fs hh = lgl. 命 
Bj=hsgng (7=1, 2). 
便 有 :8j;€ Go; lg;| 一 万 委 方 ; 81 十 g2 二 &g。 因 而 
Tfi+f,)~—e< iILCg)| = lL(g1 Tg) li) + |LCg,) 
| <I(Gf 十 ICfa)， 
结合 ( 3 )， 这 就 证 实 了 
ICfit+f,)=I(f1)+7(f,). (4) 
我 们 现在 分 两 步 把 1 开拓 到 6 。 上 面 ， 第 一 步 ， 当 f€ C1 时 ， 
记 
1 一 广 一 广 ， 
这 里 和 往常 一 样 ， 信 二 max{f,0}， 扩 二 一 min{f,0})， 并 规定 
I =I )—1(f-). 
注意 到 如 果 g |， :是 Ei; 中 适合 f==g1 一 8g: 的 任意 两 个 滑 数 ， 那 么 
f+ 十 gs 二 gi1 十 fF， 从 而 由 (4 ) 推 知 I( 人 ==I(g1) 一 Tl(8:)， 通 过 简 
单 计算 便 知道 了 在 C6，% 上 为 实 线性 的 ， 第 二 步 ， 对 于 fE 6 。， 规 定 
: I()=I(Re)) +iI(Imf). 
再 作 一 次 显而易见 的 计算 便 知道 ，T 在 @E。 上 为 复线 性 的 . 
现在 已 很 明白 [利用 (iD]，7T 乃 是 @E。 上 一 个 非 负 线性 泛 函 ， 正 
如 (9.4) 那 样 ， 对 于 任意 1E CE。， 可 以 得 到 
MGCPIsI I ). 
由 这 一 事实 以 及 (1 )， 便 推出 
MIN=sup{ TOI :FE Eo,, lf.<1} 
: <sup{ICl :FE Go, 1fL<i 入 ZN， 
为 了 证 实 反 向 不 等 式 成 立 ， 给 定 e>> 0 ， 然 后 取 gE EC，,， 使 
lgl.<1, lo >1LI -a 
由 Ci) 得 到 
也 下 一 e< Cg) eI lal ) 夺 上 WIN. 
所 以 I = 上 LN. 口 
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《20.47) 定理 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 上 LE 
6 oCX)*， 则 存在 一 个 复 测度 x E€ MX)7， 使 对 于 任意 FE 6& o(X)， 


(i) LCf)= | fau=L,df). 


证 设 I 是 如 (20.46) 所 说 的 由 工 所 构造 出 来 的 ,根据 F .Riesz 
表示 定理 (12.36)， 必 存在 一 个 如 8 9 所 说 的 X 上 的 测度 ,。 使 对 于 
任意 fE E@Eoo(CX)， 都 有 


1(f) = | as 


由 此 可 见 


(X)= I(1)=sup{I(D:fE Cio, 1EL 
<sup{ IDL :f EGCo, fi,<1} 
= 上 I = 上 工 , . 
这 样 :全 是 有 限 测度 . 我 们 知道 (13.21)， @oc 是 中 1(X,.M,, 的 
一 个 稠密 线性 子 空间 ， 由 (20.46. 科 可知， 关于 只 : 范 数 ， 工 乃 是 这 
个 稠密 子 空间 上 范 数 志 1 的 一 个 有 界线 性 泛 函 : 其 实 ， 对 于 所 有 
FE Goo， 都 有 


EC <IC = | fi a= 1F 


这 样 ， 根 据 (14.40)〔( 或 根据 Hahn-Banach 定 理 )， 可 以 把 L 开 所 
成 为 C1 《XV,,: ) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 L', 使 得 由 性 1. 
现在 应 用 (20.19)， 可 以 得 到 一 个 函数 gER。(X, 奴 ,,:)》， 使 得 
lg ie 一 1 下 委 1， 并 且 对 于 任意 fE 8 (XM,,t)， 


L’(f)= | fgdi. 
然后 在 -YY , 上 由 以 下 规则 定义 4 
u(E)= |.s dt 
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部 么 4 是 (XX,-MV, ) 上 一 个 复 测度 ，4 关 于 i 是 绝对 连 续 的 ， 而 8 则 
是 如 (19.36) 所 说 的 4 关于 的 唯一 的 Lebesgue-Radon-Nikody 
导数 .， (实际 上 lul 就 是 :， 但 是 在 这 儿 我 们 并 不 需要 这 一 事实 ，) 现 
在 由 (19,36) 知 道 ， 如 果 f€ G(X)CP81(X,AM ,lul)， 那 么 


fan= | 1 8 a= DL 


末 屁 等 式 是 由 下 述 事 实 得 到 的 工 和 乙 在 6o 上 关于 81(X, .WY,,0) 

范 数 都 是 连续 的 ， 而 且 在 £ |, 币 密 子 空间 C6 4。 上 是 一 致 的 ， 尚 筑 

证 明 4 是 正则 的 . 设 BE .WV,， 并 给 定 e 汪 0， 因为 :是 正则 的 、 有 限 

的 ， 所 以 存在 一 个 紧 集 FF 和 一 个 开 集 吕 ， 适 合 z 
FCECU, i(UNF’)<e. 

这 样 一 来 ， 如 果 AE.NMV,，ACUTIIF’， 那 么 


ci 一 | | 8 di| iAECAUNF' )<e 


册 此 KE 大 (XX)， 这 就 完成 了 证 明 ， 口 
(20.48) Riesz 表 示 定 理 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 。 
则 由 : 
TU 一 工 : 
所 规定 的 映射 T( 参 看 (20.45))] 是 把 (X) 映 满 C olX)* 的 一 个 保 范 
线性 呐 射 ， 这 样 ， 彬 (X) 便 是 一 个 Banach 空 间 ， 而 且 ， 作 为 两 个 
Banach 空 间 ，AMf(CX) 和 GoCX)” 万 是 同 构 的 . 

”证 T 是 把 MM 映 入 C3 的 保 范 映射 这 一 事实 ， 已 为 (20.45) 所 证 
明 ， 从 (20.47) 推 知 ， 工 还 是 映 满 53 的 .是 线性 的 乃 是 平凡 的 事 
实 ， 既 然 T 既 是 线性 的 又 是 保 范 的 ， 工 便 是 1~1 的 ， 并 保持 Cauchy 
序列 不 变 。 这 样 ， 由 于 C3 是 完备 的 ， 肢 也 必 是 完备 的 ， 口 

(20.49) y 本题 设 久 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ,4€ M(X), 
又 设 I 是 如 (20.46) 所 说 的 由 王 , 所 构造 的 ECX) 上 的 非 负 线 性 泛 函 。 
斌 证， 如 果 : 是 象 (12.36) 那 样 相 应 于 7 的 测度 ， 那 么 := lul 、【 证 明 
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对 于 任意 f 6 © o， jxfd | 一 SUp{ fxgdn |:g€ G0, lgl <H). ) 
(20.50) 习题 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间， 并 存在 
LEM(X)， 使 对 于 任意 XEX，LC{x})= 二 0， 而且 lw (X)>>0, 试 
证 Banach 空 间 Co《X) 不 是 目 反 的 . 《在 MC(X) 上 由 D0Y) 一 
之 v4{x)) 规 定 D，)】 / : 


(20.51) 习题 (a) 设 X 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 假 
定 r 是 定义 在 缘 (X) 上 的 一 个 ( 非 久 ) 有 限 加 性 测度 ， 并 且 r 是 正则 的 ， 
就 是 说 ，T 满 足 定义 (12,39) 的 (Gi)，(ii)，Ci 这 ) 三 个 条 件 . 试 证 
还 是 可 数 加 性 的 .利用 (12.36) 可 得 到 六 上 一 个 正则 Borel 测 度 ,， 
“使 对 于 任意 f€ G6 6。0， fdr = dit, 然后 证 实 对 于 每 个 Borel 集 EE， 

t (E)=1(E), ) : 

(b) 试 证 ， 定义 在 乡 (X) 上 的 有 界 、 复 值 有 限 加 性 测度 7+, 只 
要 它 在 (20.41) 意义 下 是 正则 的 ， 那 么 它 必 是 可 数 加 性 的 ,就 是 说 ， 
tr €E MGX). : / 

在 (c)，(d) 两 小 题 中 , 设 ! 是 X 上 一 个 cx 有 限 正则 Borel 测 度 。 
试 证 以 下 两 个 断言 . 

(ec) 如果? 是 定义 在 多 (X) 上 的 一 个 复 测 度 ， 并 且 ><:， 那 么 
»€ MCX). 

《d) 如 果 "E MC(X), 而 ?=v ,十 ?是 v? 关 于! 的 Lebesgue 分 解 : 
那么 v; € MC(X) (j=1,2). : : 
(20.52) 习题 关于 Coo(X) 和 Go。(X) 的 结构 的 进一步 讨论 , 
(a) 设 X 是 一 个 非 空 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，M 是 ColX) 上 一 个 
积 性 线性 泛 函 .所 谓 E。(X) 上 的 积 性 线性 泛 函 , 指 的 是 W 满足 (9,1。 
iD 和 (9.1.iiD)，M 二 0 ， 以 及 对 于 任意 户 gE Co(CX)， 都 成 立 
M(fe)= MC Meg). 

试 证 必 存 在 一 点 ccEX， 使 对 于 任意 FE C6 o(X)， 都 有 
MC(D=E.(f)=f(a). 

提示。. 先 证 必 是 连续 的 ， 这 样 证 比较 简便 ， 事 实 上 ， 对 于 任意 
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fc e ,， 有 
本 MP < lf,. 
为 了 证 实 这 一 点 ， 假 定 M( 有 =a, 而 la 之 fl， 命 
g 一 一 > oa-:f!. 
这 个 级 数 一 致 收敛 ， 因 而 g€ 6 ,， 验 证 a-!f+g 一 a-!fg 一 0. 然 
后 就 会 得 出 / z 
0=M(0)=a-1MO + MG) — a MO MG) 
=1+M(g)—M(g)=1. : 
现在 知道 M 是 有 界 的 ， 应 用 (20.47) 可 写 出 


MPD= | fau= | fa, 


其 中 EM(OX), :EMICX), gE LD, (XK, BX), 1), gl ,< 
1 ， 如 果 4，BE 胞 (CR)，:C4) 和 5(CB) 都 是 正 的 ， 那 么 
ANB¥Y. z 
这 可 以 从 :的 正则 性 和 恒等式 MCf1f)=M(f1)M(fs) 直接 推出. 
现在 容易 看 出 上 仅 取 一 个 正 值 ， 这 是 因为 
(CA)=1CAN B+CAN BB, 1B)=1(A’ NB)+ANB). 
{FCX : F 是 紧 的 ，!(F)> 0 是非 空 族 ， 并 具有 有 限 交 性 ， 由 此 
它 必 有 非 空 总 交 , 比 如 说 Ruo。 不 难看 出 (Fo) 二 0 ,Fo 没有 真 非 空 子 
集 ， 就 是 说 ， 对 于 某 个 xcEX，Po={e}， 由 此 立即 得 出 结论 ， 
MCP=f(a). ) : 
(b) 试 证 ; 凡 G6oo(X) 上 的 积 性 线性 泛 函 M, 都 对 于 某 个 a€ XX， 
具有 E。 的 形状 . 
(提示 ， 取 fo€ C0 0 使 MM(fo)==1. 命 
Ux{xXEX:fo lx) 0)., 
再 命 
FS={E Co XHU CO 
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显然 在 某 种 意义 上 ， 则 可 以 把 SG 和 C6。C0) 看 作 是 等 同 的 (注意 UU 
是 局 部 紧 的 ). 在 上 泛 了 菠 M 是 积 性 的 、 非 零 的 ， 由 此 (a) 小 题 就 
表明 ， 对 于 任意 fE ，M( 拉 二 fla)， 其 中 a 是 中 一 点， 给 定 了 
gE€ GoolX)， 肖 数 gfo 属 于 人 ，M(gfo)=M(g)，、 由 于 fo《a)= 二 1， 
便 完成 了 证 明 .，) : 

(c) 把 (a) 小 题 作 如 下 推广 , 设 (X, .yk ) 是 一 个 有 限 测 度 
空间 ， 并 且 4(X)>0. 试 证 ， 对 于 任意 f€ 8 CCX，.Z， 4) 等 式 


| rean= |far | gdL | 


成 立 的 充 要 条 件 是 ，4 仅 取 0 和 1 两 个 值 ，[ 对 照 (20,37.c)，)】 

(Cd) (a) 小 题 可 以 作 如 下 解释 . 所 谓 代 数 4 中 一 个 左 理 想 , 是 指 
一 个 线性 子 空间 了 , 它 对 于 左 乘 以 的 任意 元 素 的 运算 是 封闭 的 , 即 

xETI 及 yE4 蕴涵 yxEI. 
完全 类 似 好 定义 右 理想 ， 如 果 一 个 集 既是 左 理 想 ， 又 是 石 理想 ， 
则 称 之 为 一 个 双边 理想 ， 在 交换 代数 中 ， 右 理想 与 左 理想 之 间 的 老 
别 消 尖 ， 和 自然 ， 这 时 就 使 用 “理想 ”这 一 述 语 . 

设 I 是 代数 A 中 一 个 理想 ， 如 果 只 有 整个 代数 和 4A 是 真 包含 I 的 
理想 ， 则 称 ! 是 极 大 理想 . 

在 交换 Banach 代 数 6 olX) 中 ， 每 个 集 

{fE GX) :fla)=0} 
都 是 闭 极 大 理想 ， 而 且 ， 几 G6 。CX) 中 的 极 大 理想 ( 不 预先 假定 是 闭 
的 ) 都 具有 这 种 形状 . 

[ 除 最 后 一 个 断言 外 ， 其 余 断 言 易 于 证 明 ， 对 最 后 一 个 断言 作 
如 下 提示 ， 如 果 S$ 是 @。(X) 中 一 个 理想 ， 并 存在 一 点 <EX， 使 对 
于 任意 f€ 83，f(la)= 0. 那么 仅 当 对 于 某 个 bE X， z 

d={f€E CX):f6)=0} 
时 ， 9 才能 是 最 大 的， 如 果 S$ 是 这 样 的 理想 ， 即 对 于 任意 a€ 义 ， 
fa) 志 0 对 于 某 个 f€ 3 成 立 ， 那么 ， 由 简单 的 紧 性 论证 以 及 当 
fE 3 时 ，ffE€ 3 这 一 事实 ， 就 知道 S 二 Co0(X)， 考 虑 代数 
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扣 一 Go(X)/S. 
它 是 天 上 一 个 线性 空间 ， 又 是 根本 没有 真理 想 的 一 个 代数 ， 由 此 推 
知 ， 名 是 一 个 域 ， 或 者 作为 所 有 乘积 都 等 于 6 的 线性 空间 ， 扣 就 是 
K。 命 表示 把 ColX) 映 满 65 的 标准 映射 对 于 任意 fE @Eo(CX)， 

(=f+ 3. 

假如 5 是 一 个 域 ， 设 h 是 6 。(X) 中 一 个 函数 ， 使 得 rz (有 ) 成 为 6 的 
乖 法 单位 元 ， 既 然 3 包 含 G6 oo(X)， 便 存在 一 个 元 素 9€ 3， 使 得 
1 一 2 1, 之 1. 


-了 oo 
k=1 


那么 正如 (a) 小 题 那样 ， 可 以 证 明 
1 一 0 一 900D 十 028 一切 . 
显然 9 一 92 属 于 S$，Y8 一 乡 也 属于 S， 这 是 因为 

TPBh—p)= THOTD T= Th — tT(h)= 0. 
所 以 及 属于 3， 从 而 7 (1)= 0， 荫 盾 .假如 65 不 是 一 个 域 ， 那么 
6 中 所 有 乘积 都 等 于 0， 特别 说 来 ， 如 果 fE€ €;， 那 么 二 =f 六 .地 
便 属 于 S， 由 此 可 直接 得 出 S 一 Go， )】 

(f)》 (e) 小 题 可 以 作 以 下 开拓 . 设 3 是 6 olX) 中 任意 一 个 闭 真 
理想 ， 那 么 ， 存 在 一 个 头 的 非 空 闽 子 集 F， 使 得 

9={/€ GX) :HF)= {0)}. 
(提示 . 可 利用 (6.80). ) 

(20.55) 讨论 ”我们 要 选 讲 的 Lebesgue Radon_Nikodym 
定理 的 最 后 一 个 应 用 ， 是 论述 在 一 个 确定 的 集 上 的 co 代数 序 列 以 及 
其 上 的 测度 . 

我 们 首先 来 推广 (19.43) 中 所 定义 的 Lebesgue_Radon_Niko- 
dym 导数 ， 设 X 是 一 个 集 ，. 双 是 X 的 子 集 所 成 的 一 个 c 代数 ，K 是 
Lf 上 一 个 有限 测度 ，7 是 .ft 上 一 个 go 有 限 广 义 测度 ， 命 

1 一 7 十 7。 


命 
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是 7 关于 4 的 《唯一 的 ) Lebesgue 分 解 [ 人 参看 (19。42)]， 又 设 f 是 X 
上 一 个 广义 实 值 、.w 可 测 函 数 . .如果 以 下 四 个 条 件 成 立 , 就 说 :是 
2 关于 4 的 导数 . 
(i) 对 于 任意 4€ .wy， .90=| ja 
存在 两 个 集 B，PE .w， 适 合 
(ii) 1(B)= 0, \7,.l (8B’)= 0; 
(iii) 《(P，P’) 是 关于 7”, 的 一 个 Hahn 分 解 ，; 
(iv) 在 Bf 站 PE，f=co， 而 在 Bf P 上 , f= 一 >. 
显而易见 ， 当 ?< 禄 4 人 (7 一 0 ) 时 ， 上 述 定义 是 与 (19,43) 一 致 
的 .这 时 无 非 是 了 到 B= P= 9. z 
为 了 确 知 这 样 的 导数 是 存在 的 ， 设 B 是 .中 使 (让 i) 成 并 (7,L 
4) 的 任意 一 个 集 ，(P，P' ) 是 关于 7, 的 任意 一 个 Hahn 分 解 (19.6)， 
fo 是 7 关于 4 的 任意 一 个 Lebesgue- Radon-Nikodym 导 数 ( 把 
(19,24) 应 用 于 7 和 7;， 得 出 月 和 f5)， 现 在 规定 f 为 
fo) XEB’ 
f(xX)=1 co, x€EBNP, 
|_w, xEBNP', 
由 于 f=f。 4-a.e。， 自 然 就 是 一 个 导数 . 
以 下 引 理 刻 划 了 导数 的 特性 ， 殊 为 有 用 ， 它 的 优点 在 于 没有 提 
到 Lebesgue 分 解 或 Hahn 分 解 . 
(20.54〉 引 理 设 s 是 X 上 一 个 站 义 当 入、 .可 测 函数 ， 对 于 
每 个 实数 ag， 命 
G(r E Xia) Pe), 
La= {EX:g(X)KA), 
当 且 仅 当 以 下 两 个 条 件 成 立时 ， 函 数 g 是 ?关于 4 的 导数 ， 
(i》 对 于 任意 实数 a 和 任意 46 .x%f， 都 有 
7CCon 4) 关 CACGGe fh A):; 
(ii) 对 于 任意 实数 c 和 任意 4E .mf， 都 有 
CEen A)Sau(L, (A). 
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证 假定 g 是 ?关于 /的 导数 ， 3 和 P 如 (20.53) 所 设 〈 当然 要 把 
f 换 成 g ) ， 那 么 ， 对 于 所 有 4E€ . 几 及 所 有 CER， 都 有 
nCGa (A)=7 .GaN 4) 十 7sCGefi4) 


一 | N44 gdui+n(Ga fl AN B)» 


auGoe lf) A)+7.CG6 (AN 8). (C1) 
既然 在 G。 上 g 之 之 一， 由 (20,53.iv) 便 知道 Gs。 们 4 站 BCP,， 从 


而 7, 《Gs 门 4 站 MB) 守 0 (19.4)， 议 一 事实 以 及 (1 ) 便 将 涵 (i), 可 z 


以 类 似 地 证 明 (ii)， 这 一 论证 留 给 读者 . z 
”有 反 过 来 ， 假 定 对 于 通 数 g，(i) 和 (ii) 都 成 立 , 设 了 是 如 (20.53) 

所 定义 的 7 关于 4 的 任意 一 个 导数 ，B 和 P 也 如 (20.53) 所 设 . 首先 证 
实 g= 1-a,e, 如 果 不 然 ， 那 么 一 想 就 明白 ， 或 者 有 

(a) ”存在 两 个 实数 a,B 和 一 个 集 FE€ .o ,具有 性 质 ，0 所 ACE) 
< 过 co， ,1 《FF) 二 0， 并 对 于 任意 xE€F，fCx) 信 a<p<g(x): 
或 者 有 

(b) 存在 两 个 实数 a,p 和 一 个 集 FE .of 具有 性 质 ，0 之 pCF) 
之 co， || (FE)= 0 ， 并 对 于 任意 XE 了，g (xXx) 夺 a<p<f(x). 
倘若 (a) 成 立 ， 根 据 (i) 便 得 到 

MNF)=n7(G0() F)BACGs {I F)= BUCF). (2) 

还 得 到 


NP=nAP= | fdr<anP. (3) 


由 (2 和 (37) 便 引出 明显 的 了 矛盾， 从 而 (c) 肯 定 不 成 立 。 同样 , 《2) 
也 不 成 立 ， 于 是 g 二 f 4U-ase.， 由 中 (20.53.i) 对 于 g 也 成 立 . 
现在 作 下 列 规 定 : 
L={xX€EX:g(X)=— 0);G= {XEX: g(xX)= 0}; 
Bo= BN (LUG);Po=BNG. 
我 们 要 证 实 (20,53,ii) 一 (20.53,iv) 对 于 B。，P。 和 g 都 成 立 ， 既 然 
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BuCB，HLCB) 一 0 便 是 显然 的 ， 而 (20.53.iv) 成 立 也 是 很 明显 
的 ， 这样， 只 要 证 实 几 | (B60) 二 0， (PosPo) 是 关于 7, 的 一 
Hahan 分 解 这 两 件 事 就 行 了 . 

既然 4CB) 二 0，7。< 攻 4， 便 有 17 (8B)= 0 .于 是 由 条 件 (ii) 知 
道 ， 对 于 所 有 4AE .sg 及 所 有 <cER， 都 有 

nCLs NN ANB)=7CL, NANB)<or LN AN B= 0. (4) 
显而易见 


LiCL;C. .U L,=G  ， 


所 以 ， 由 (19.3,.ii) 及 (4 ) 可 推 知 ， 对 于 所 有 AE fs ， 
‘7G’ NANB)=1im? (LNANBSO. 


我 们 得 出 结论 ，G’ ni B 关 于 7, 是 非 正 集 ， 同 样 ， 利 用 (i) 以 及 G- 1: 忆 
“G-:C… 和 | 6G-,=L' 这 两 个 事实 ， 可 以 证 明 L' 站 B 关 于 7, 是非 
负 集 ， 这 样 一 来 ，L' 站 G' 站 B 关 于 7, 便 既是 非 正 集 又 是 非 负 集 ， 从 
而 只 能 有 
ml CL NG’ NB)= 0. 
因为 Bi 二 BUG N GIN BY ,1 (3B') 一 0 ， 所 以 
|7, (Bo )=0. 
尚 需 证 明 ( Po。，P。 ) 是 关于 7, 的 一 个 Hahn 分 解 ， 很 清楚 


G= Ne r= Nr 


.这 样 ， 我 们 便 可 以 象 上 面 那 样 论证 ， 证 实 对 于 所 有 AE A 
nCGN AN B)>0, 7,(LN ANB)<O 
(这 时 利用 (19.3.iii) 以 及 7, 是 o 有 限 的 事实 )， 细 节 留 给 读者 ， 因 
此 ，Gn B 关 于 7。 是 非 负 集 ， 而 二 n B 关 于 7. 是 非 正 集 ， 由 于 Po 等 于 
30 G，Po 关 于 7m。 便 是 非 负 集 ， 因为 
Po 一 (Bf 三 门 G YOULLN BUB’, 
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而 io (B')=0，jCBnZnG'D)= 0， 所 以 我 们 知道 Ps 关于 
7* 是 非 正 集 . 这 就 拖 成 了 我 们 的 论证 ， 即 当 (i 和 (ii 成 立时 ，g 必 
是 7 关于 4 的 导数 ， 口 

(20.55) 进一步 的 讨论 在 (20.55) 一 (20.60) 中 始终 采 用 以 
下 记号 并 作 下 列 假设 ， 设 和 是 一 个 集 ，- 友 是 和 的 一 些 子 集 所 成 的 e 
代数 ， 又 设 4 是 -MV 上 一 个 测度 ， 7 是 -MY 上 一 个 义 测度 ， 再 设 


一 (hoD3?.: 是 X 的 一 些 子 集 所 成 的 xc 代数 序列 ， 并 且 U -Ac 


假定 4 和 加 | 在 各 个 c 代 数 - 录 ,上 都 是 zc 有 限 的 

对 于 每 个 zE N， 考虑 两 个 测度 空间 (和 -4)， (XM 971); 
就 是 说 ， 我 们 把 4 和 7 的 定义 域 限 制 在 - 妈 . 上， 在 . 妈 , 上 把 /写成 4 
而 7 写成 7.。 设 记 是 7 关于 上 的 导数 . 

我 们 要 探讨 的 是 ， 在 有 关 《 .MY ) 的 两 个 假设 下 ， 函数 序列 (及 ) 
的 点 态 极限 问题 。 要 建立 的 第 一 个 定理 如 下 

《20.56) ”定理 假定 : 

(Ci) MCANM ,TAM CC 


并 把 含有 【_」 .的 最 小 c 代 数 记 作 -bo ， 设 po 和 mo 分 别 是 限制 
在 .4o。 上 的 & 和 m。 则 函数 
(ii) 1=Lmf, 和 f =limf, 


都 是 7o 关于 Lo 的 导数 。 于是， 正如 (20.53) 所 痢 明 的 ， 就 有 :， 
《a) 对 于 4 几乎 所 有 x€XX， limfo nx) 存在; z 
《b) 对 于 任意 4€ .Mo。， 


| dim fd4=7,0); 
Ce) 人 7 的 4 坷 异 部 分 限制 在 集 {xEX， limj(z) 一 土 co} 上， 
证 设 a 是 一 个 实数 . 在 本 证 明 中 , 记  ，” 
Lao—={ EX: fx, Ge= (XCK;: f(X)>0). 
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鉴于 (20.54)， 只 要 证 盟 对 于 任意 4E. 录 oo ， 成 立 
7( 工 人 4) 生 cnU(CIen 4)， (1) 
及 
7CC。 人 4) 产 cUGGen 4) (2) 
就 可 以 了 . 【为 了 由 (1 )， 《2 ?得 出 (20， 54.i)，(20.54。ii)， 可 利 
用 明显 的 包含 关系 
txEX: (xz) 记 CC) 二 (EX: f(x)>a), 


(EX: (CDS<cy TYzEX:KZDSa， 


并 把 (1 )，(〈2 ) 中 的 4 换 成 其 与 较 小 集 之 交 ，)】 

设 (a.)5.1 是 一 个 严格 递减 的 实数 列 ,并 有 极限 a， 对 于 n E N， 
命 . 
H,= {x EX:inf{far Cx), frr2s (x), 1} a,), 

H,, 1={XEX:f,+i(X) 0}, 
H,, s= XEX:mintfariCX), es farp-1CX)} 
之 Qs， furs CX a), (pb 之 2). 
很 明 显 ， H,,» EN ,19, ‘4H,, »} pal 是 两 两 不 相交 族 ， HH, 一 


(1;，L:= (| HH,. 设 4 是 代数 [ 上.-A, 中 任意 一 个 集 ， 因 


pil LL 内 土生 


此 对 于 某 个 ze， 4E ( -YL， 当 mn 之 no，p 之 1 时 ， 集 玉 ,, 1 4 属 


于 MN,,;， 综 合 所 有 这 些 事实 以 及 (20。54)， 得 出 


NHN A)= DH 4)= > 113CHs, sh A) 


t=1 p= 


< Fat Hs, sf A)=au HN A (3) 


t=1 


《 3 ) 式 对 于 所 有 zz>>zo 成 立 ， 如 果 加 (4)< < ，HG4) < co， 那么 
(3 ) 中 当 np 时 取 极 限 , 便 得 到 
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N 4)=1imn (Hf A < lime Hf A)=au(L, (NA). (4) 
于 加 和 /在 -b ,上 是 rc 有 人 限 的 ， 所 以 (4) 式 对 于 任意 46E 


NM, 成 立 . 
设 {Pi}?.1 是 .Y :中 集 所 成 的 两 两 不 相交 族 ， 满 足 : X= 
LF,， 并 且 在 每 个 Fi 上 4 和 ln| 是 有 限 的 . 又 设 v 是 在 【) .4， 


FF =1 


上 由 下 式 定义 的 集 函 数 ， 
viCA=auCF NL (AICF NL NA), 


常规 计算 及 C4 ) 式 表明 ，z; 在 (10.3) 意 义 下 是 代数 【 .上 一 个 


| 


可 数 加 性 、 非 负 、 有 限 公测 度 ， 设 » 是 集 函 数 六 2 而且 仅 在 


到 


U - 录 .上 有 定义 .不 难看 出 。 "是 U .NM, 上 一 个 非 负 、 可 数 加 


站 办 了 LL 


性 、ac 有 限 测度 ， 根据 (10.。39， c),? 可 以 在 0 代数 Mo 上 有 唯一 的 一 
个 (可 数 加 性 !) 开 拓 . 这 一 切 便 蕴涵 着 (4 ) 式 不 仅 对 于 AE U AN,, 
而 且 对 于 任意 4€. 6， 都 是 成 立 的 ， 这 样 便 证 明了 (C1 ) 式 . 

《2 ) 的 证 明 很 类 似 于 (1 ) 的 证 明 ， 我 们 把 它 留 给 读者 ， 口 

以 下 特殊 结果 经 常用 到 . 

(20.57) 推论 假定 对 于 任意 n EN。7,<4:。 并 且 对 于 代数 


[Lj .4 中 的 任意 FE， 成 立 等 式 


Fi 学 
(i) lim | fan 一 | fd. 
着 -全 的 E 加 


则 n。 关 于 4, 是 绝对 连续 的 . 
证 “对 于 每 个 固定 的 FE N 及 任意 BE.bs， 有 
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7( 厂 一 7 EY= ,B= | jd 一 | fau. C1) 
. B 中 
当 # 之 HH，E 也 属于 . 妈 。， 从 而 ( 1 ) 式 可 以 推广 成 
CBE) 一 (了 ) 一 (us(E)== | fdn (2) 
-在 (2 ) 中 当 一 co 时 取 极 限 ， 并 应 用 (iD， 由 此 得 到 
"CBE)=lim | fd4= | fadhe C3) 
op E E 
由 于 九 是 9。 关 于 ks 的 导数 ， 便 有 
Go)s(CB)= | 六 an 
Fa 


再 由 ( 3 ) 式 ， 便 推出 对 于 任意 BE . 妈 :， 成 立 
MB)=7E)= 07), (可 (4) 


也 然 1 :任意 的 ， 这 就 证 实 了 mn。 和 (7。)。 在 |] .bi 上 是 一 致 的 . 


Fm 1 
根据 (10.3g.c)， 在 整个 zc 代数 . 妈 。 上 mo 等 于 (Is，[L| 
(20 .58) 评注 “条 件 (20.57.i) 无 疑 正 好 就 是 条 件 


| (lim fa du= lim | fed. 


如 果 所 有 通 数 jj| 都 由 + (XK, HM, 1) 中 某 个 确定 的 函数 所 界 
定 ， 那 么 Lebesgue 控 制 收敛 定理 (12.24) 便 保证 了 (20.57.i) 成 立 。 
如 果 lim 小 一 岂 1 =0，HCGK2)<ceo， 那 么 (13.39) 也 就 蕴涵 着 
(20.57. 让 ) 左 立 ，(13。39) 收 录 了 保证 (20.57.i) 成 立 的 其 他 条 件 . 

以 下 是 另 一 个 极限 定理 ， 它 类 似 于 (20.56)， 涉 及 隆 o 代数 序 
列 而 不 是 逢 0 代数 序列 ， 

(20.59) ”定理 假定 

(i) A DA DIDOANM DOD, 
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并 把 代数 门 .&, 记 作 -b。。 设 po 和 mo 分 别 是 限制 在 rc 代数 Mo 


1 


上 的 4 和 7， 假 设 4o。 和 lwol 都 是 zc 有 限 的 ， 了 和 了 的 定 义 和 (20.56. 
证 ) 一 样 。 则 了 和 了 都 是 7 关于 wo 的 导数 . 


证 我 们 首先 指出 ，f 了 和 了 都 是 -MV ,可 测 的 为 了 看 出 这 一 
点 ， 记 
ha=limlmintf,, frr1s »**, 记 


很 清楚 ， 久 是.- .可 测 的 ， 而 且 limhs 二 ( 参 较 (6.83)). 根 据 (i)， 
交 数 hn 都 是 -UM ， 可 测 的 ， 并 由 于 f = limhats, 可 以 推导 


于 对 于 任意 几 是 -可 测 的 ， 也 就 是 说 ， 了 是 - 隶 o 可 测 的 ， 了 的 证 
明 完 全 类 似 ， 

我 们 沿用 (20.567 证 明 中 的 记号 Ze ，G。， 目 然 ， Zr，Ge 部 
属于 . 友 ,， 正 如 (20.56) 的 证 明 ， 只 要 证 对 于 任意 4E.- 友 o， (20.56 
.1) 和 (20.56.2) 都 成 立 就 可 以 了 .对 于 每 个 实数 w&， 命 

Ms= {XEX:inf{(f, (x), f(xX), <C》， 
Hs={xEX:sup{fiCx), feCx), > 0. 
集 必 和 二 都 属于 -WV !:,， 但 未 必 届 于 -MV。。 假 定 对 于 任意 A€ .NM ， 
不 等 式 z 
IMT fl ASAuCM ff A, (41) 
nC(H, (Aa H(A) (2) 
都 成 立 ， 任 给 se 0 ， 包 含 关 系 L。 CM。4。:，Gs。CH。。 是 显而易见 
的 ， 从 而 由 (1 ) 式 知道 
nLaff A)=7CMo4 ef Lf 4) 生 (CC 十 se)UCMa+ {dL NA) 
=(aTe)u(La {| A). (C3) 
由 于 lml 和 /在 . 妈 , 上 都 是 c 有 限 的 ， 通过 简单 论证 并 由 (3 ) 式 便 推 
nL .02 委 CULCEe 人 47， 
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这 就 是 说 ， 当 (1 ) 成 立时 ，(20,56.1) 必 成 立 ， 同 样 ， 当 ( 2 ) 成 立 
时 ， 得 到 : 
ICGof 4) 关 CC 一 e)UCGo 4)， 

由 此 便 推 出 (20.56.2)，、 因 之 ， 为 了 证 明 本 定理 ， 只 要 证 实 (1 ) 和 
(2 ) 成 立 就 够 了 . : 

为 了 证 明 ( 1 )， 对 于 每 个 x*EN， 记 

j= {xXEX:min{f1(x), 、…, fx)}<a}, 

1 ;= (XEX:frxX)<a, frri(X)a, .frl(X)>a} 

(1<p<n), 
1 ,= (XENX:f, (xX)<a}. 


那么 ,7..) 属 于.V,，!{],.,) 5.， 是 两 两 不 相交 集 族 ,【 7, ;= 7 


ful 


由 为 的 定义 以 及 (20.54)7， 得 出 


nT .= > 70,. sf A) 


f=1 


= > 7xEX: fx I SA NT,. sf 4) 


p=1 


< > onc{x EX:fx) a}N ,sf A) 


P=1 


一 CL(1 .nn A). (4) 


显然 ， J Ca, LU 六 = mM.. 公式 (4 ) 及 可 数 加 性 蕴涵 
nM A ALuCM., A), 
即 证 实 了 C1)， 同样 可 以 证 明 ( 2 ); 我 们 把 它 留 给 读者 ， 口 
(20.60) 评注 极限 定理 (20.56) 和 (20,59) 态 是 概率 学 家 所 
谓 的 缺 定理 的 两 个 变型 说 法 、 这儿 的 论述 选 自 S.Andersen 和 
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jessen 的 文章 @. 感 兴趣 的 读者 也 可 参阅 1。L,Doob 的 论文 @。 我 们 
之 所 以 收入 了 这 些 极限 定理 ， 主 要 是 为 了 把 它们 应 用 到 测度 空间 的 
无 穷 乘积 上 去 ，( 参 看 §22)， 由 这 些 定理 可 直接 推出 若干 出 人 意 表 
的 有 趣 结 果 ， 不 过 ， 我 们 现在 仅 以 习题 形式 ( 附 详细 提示 ) 指出 其 
中 少数 几 个 结果 . 

(20.61) 习题 : 对 于 一 个 网 的 微分 设 CX， 人 YL，4) 是 一 个 
有 限 测 度 空间 ， 设 有 4 的 一 个 子 族 序列 ( -Ar。)?-:， 具 有 了 了 列 性 
(i) 每 个 .人 ,中 的 集 都 是 两 两 不 相交 的 ， 并 且 U. 人 ,=X. 

(ii) 如 果 FE .fr ， 末 么 0<U4CE)< co. 
(iii) 对 于 每 个 EE.N,，E= UU{F:F€EAN 411, FCE}. 
这 样 的 一 个 序列 (. 信 ,) ?i 叫做 一 个 网 ， 设 . 妈 , 是 由 ,但 ,生成 
的 Ju 代数 ， 也 就 是 .人 ,中 集 的 并 全 体 所 成 的 族 . 
(a) 设 7 是 .A 上 一 个 go 有 限 广 义 测度 ， 对 于 每 个 %EN， 命 
1 -- n(E) E 
FEE, u(E) 
试 证 : 对 于 /几乎 所 有 XXX， limfa《x) 存 在 ， 实际 上 ， lim 户 就 是 对 
于 含有 一 切 . 介 ， 的 最 小 o 代 数 的 7 关于 p 的 导数 . (由 Gi) 可 以 看 出 ， 
每 个 .六 ,是 可 数 的 。 同时， 当 五 E . 友 。，UCE) 一 0 时 ， 瑟 = 他， 因此 
显然 成 立 关 系 式 jz < 贸 4 ,而 函数 户 分 明 就 是 7 关于 心 的 Lebesgue- 
Radon-Nikodym 导 数 。 然 后 应 用 (20。 56) 以 及 (20. 53) 中 导 数 的 定 
义 ，】 
《hb) 设 9 是 R 上 一 个 Lebesgue 可 测 函 数 ， 并 且 对 于 任意 a >0， 
都 有 


全 I dA< 00, 


DDanske Vid. Selsk. Mat.~Fys. Medd. 25(1948), Nr.5. 
DJ, L,. Doob,Stochastic Processes,]., Wiley and Sons, 
New York,1953, 第 7 章 . 
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对 于 每 个 xE R， 设 1(z，z) 为 含有 的 区 间 
Ck .2-"，([ 十 1) .2-*( CEN, LEZY 
试 证 ; 对 于 4 几乎 所 有 x ER， 


lim 2" PdA= PX). 
RnR- CN YX) 


(提示 应 用 (a) 小 题 ， 这 时 对 = RR， A = ,, NN ,={(k2™", 
(十 1D)2-20)8 nD=| gd4，) 试 将 此 结果 同 (18.3) 相 对 照 . 


(c) 设 7 是 绍 (R) 上 一 个 og 有 限 广义 测度 或 复 测 度 , 并 且 lnl 和 4 
是 互相 奇异 的 ， 试 证 ， 对 于 4 几乎 所 有 x ERR， 
lim 2"n(J(n, x))=0., 


当 7 是 广义 测度 时 ， 试 证 ， 在 适合 jl (B')= 0 的 集 B 上 ， 
] im 2 “nCJ (Cn, X7) 一 co 或 一 co 


[应 用 (b) 小 题 ，(20.56) 及 (20。.53。iv)，] 试 将 本 题 同 《19.697 中 所 

描述 的 a 的 特性 相对 照 ， 

(20.62) 习题 ， 密度 ”记号 同 (20.61)， 设 E 是 ,wy 中 任意 一 个 

集 . 又 设 7 是 .gf 上 的 测度 ， 它 满足 ， 对 于 任意 4E€ .Af， 有 
uA)=wu(B( A). 

显然 ，7, 鼠 1 ， 命 bs 是 7 关于 4 的 Lebesgue~Radon-Nikodym 导 

数 ( 这 里 zE{T,2，…w} )。 函数 ws 时 做 五 关于 . 妈 .的 密度 . 

(a) 试 证 ， 对 于 4 几乎 所 有 x EX,1imxws(z) 一 wo(z)。( 本 题 是 
(20.56) 的 直接 应 用 ] 

(b) 假定 每 个 zw 除了 是 .zt ,可 测 的 以 外 ， 还 4 几乎 处 处 是 一 
常 值 实 函 数 ， 并 假定 存在 一 个 集 DE.&o ,适合 UKCDAE)?= 0. 导入 
u(E) 二 0 或 u(E’') 二 0，( 显 然 ， HL 外 名 imwe 是 一 个 党 妆 人 简 
单 的 论证 表明 ，w。4 几 乎 处 处 等 于 5b. 这 样 Eo 便 4-ave， 个 常 
数 . ] 

(c) 试 考虑 空间 X= (0,1[， 并 对 于 每 个 xzEN， 命 
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Ns,={k2", (KK 十 1)2- (GE710 1 2 一 1 

设 MV .是 由 .但 ,生成 的 集 代 数 ( 显然 有 限 ), 又 设 -V==HM (10,1(). 
命 P 是 [0,1[ 中 的 Cantor 型 集 ， 它 是 由 每 一 步 去 掉 中 间 的 四 分 之 一 
后 所 得 到 的 (6.62)， 试 确定 4(P)。 设 /就 是 41， 并 设 7(4) = 4(4 站 
P)， 试 计算 如 上 所 定义 的 w,， 并 求 出 limw. 

(20.63) 习题 : (20.597 的 应 用 假定 在 (20.59) 中 CX)=1， 
Lo 在 0 代数 WMV。 上 仅 取 0 和 1 两 个 值 . 

(a) 试 证 : &4 几 乎 处 处 limf, 是 常数 .提示 ， 考 虑 Lebesgue 分 
如 aa 

170 一 70ce 十 7o。， 
设 B。E€.NM ,是 适合 条 件 
LoCBo)=0, |7, sl (Bo)=0 

的 一 个 集 ， 又 设 g 是 7oo 关 于 上 wo 的 Lebesgue-Radon-Nikodym 导 
数 ， 那 么 ， 对 于 任意 BE . 隶 。， 都 有 


Poe(E)= | gdL0 一 | ,san 


既然 Lo 仅 取 0 和 1 两 个 值 ， 由 (12.60) 便 知道 ， 存 在 数 c， 满 足 
Ho({X EX:g(X)= 2})=1, 
从 而 在 Bo。 上 wo 几乎 处 处 成 立 


lim f,= 2, 
由 此 在 X 上 也 就 ku 几乎 处 处 成 立 这 一 极限 等 式 ，] 
(b》 试 证 ，(a) 小 题 中 的 a 等 于 z 
| fd)=7X), 


其 中 7 是 7 的 1 绝对 连续 部 分 . 
(20.64) 习题 命 X=(0,1(， 对 于 每 个 "EN， 命 
:NHN, 二 {ACX: 存在 一 个 .MV ;可 测 集 BC[0,2”(， 使 
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2”"-1 


A= |) (B+t2-")). 


k= 


注意 到 ，. 妈 ,是 一 个 0 代数 ， MOA DION ,I 试 证 : 当 
AENMo= 门 .4 时 ，4(C4)= 0 或 1(A)= 1. [提示 ， 把 (20.62。 


b) 应 用 于 集 和 4， 并 利用 (20,62,c) 中 所 说 的 递增 集 代数 . 显而易见 ， 
每 个 w。 是 常数 ， 从 而 
1(4) 一 0 或 4C([0,，1( 门 A’)=0. 】 
《20.65) 习题 (Jessen ) 设 / 是 8B:(00,1(，.a，41) 中 任 
意 一 个 函数 ， 并 对 于 任意 上 GZ 及 任意 xE[0,1(， 按 照 定 义 
{Cx +k)= f(x), 
把 1 开拓 到 R 上 去 试 证 ; 对 于 4 几乎 所 有 XE€RR， 成 江 


(i) lim 2 [三 fxt+k2-") | | {CD di. 


(提示 .，. 才 .，-MV。 如 (20.64) 所 设 . 又 设 有, 是 (1) 式 左 端的 通 数 .在 
定义 域 (0,1( 上 ， .显然 是 . 尹 . 可 测 的 ， 而 是 是 测度 7 的 Lebesgue 一 
Radon-Nikodym 导 数 ， 这 里 z 


7(A)= | fdac4 CMW 1). 


根据 (20.59)，f。， 4 几乎 处 处 收 敏 到 ?9 关于 4 的 Lebesgue-Radon- 
Nikodym 导 数 矿 . 由 于 


nt0,10= | fod4o= | fa 
并 由 于 (20.64) 及 (20.63) 都 成 立 ， 所 以 在 (0,1( 上代 a。e. 成 立 
lim f(x) = | fd4 


而 根据 周期 性 ， 上 式 在 R 上 4-a.e. 成 立 ，) 
(20.66) 习题 ， 一 个 鞭 定 理 X, AA,- 坟 ,Mo 及 p 如 (20,56) 
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所 设 ， 并 设 4CX)<ce。 假 定 ( 思 )3 .是 X 上 一 个 函数 序列 。 其 中 每 
个 函数 都 在 [0,2[ 中 取 值 ， 并 满足 下 列 条 件 . 

(i) 对 于 任意 n%EN， 下 是 .WN, 可 测 的 ; 

Gii) 对 于 任意 4E .b。 和 任意 EN，| fdp= [foridp 
G33) 对 于 任意 zxEN，| fdp=1. 四 


a 试 证 ;在 【 .x. 上 存在 一 个 有 限 加 性 测度 7， 


利空 于 


Giv) 对 于 任意 4E .和 任意 EN, nC4D= | fd 


Cb) 试 举例 说 明 7 在 【 ] .4, 上 未 必 是 可 数 加 性 的 


有 1 


Cc) 斌 证， 在 X 上 limf。 4 儿 乎 处 处 存在 并 有 限 .( 提 示 . 可 考 
虑 | ) .如 ,上 满足 以 下 条 件 的 有 限 加 性 测度 全体 所 成 的 集中 ; 


m= 1 


《1》 w@ 取 0 和 1 两 个 值 ， 而 示 取 其 他 值 ; 
(2 ) 对 于 / 零 集 ，ow 等 于 零 ， 
利用 邻 域 


N={0€EQ:0(0D=1A4€E [1.6.)， 


把 Q 作 成 一 个 拓扑 空间 ， 那 么 0 是 一 个 紧 Hausdorff 空 间 ，4 和 可 
以 转移 到 人 上去， 适当 应 用 (20.56)， 并 返回 到 XX。) 


第 六 章 ”乘积 空间 上 的 积分 


§ 21 ”两 个 测度 空间 的 乘积 


(21.1》 评注 假定 CX,.M,4) 和 (了 了,.A > ) 是 两 个 测度 
空间 ， 我 们 想 要 定义 乘积 测度 空间 
(XXY), HXN , UXvy), 
其 中 MV X.YNV 是 XXY 的 子 集 所 成 的 某 个 适当 的 o 代数 ， 而 4Xy 是 4 
Xx.N 上 一 个 测度 ， 它 满足 条 件 : 只 要 A4E.MN，BE. 信 ， 就 有 
pxXyv(AXB)=4(4) : v(B). 
也 就 是 说 ， 我 们 想 要 推广 通常 的 几何 上 的 矩形 面积 概念 . 
我 们 还 希望 对 于 XXY 上 的 函数 所 成 的 一 个 相当 大 的 函数 类 ， 
等 式 


| ranxo= | | favadu= | | jaua, 《1 ) 
将 是 成 立 的 ， 比 如 说 ， 我 们 需要 把 经 典 公式 


下 2 . 
| 1(x, ydS 一 | (Fax y7GydX 


=- | [re Wdxdy 


推广 到 更 为 一 般 的 情况 ， 正 如 我 们 在 初等 分 析 中 所 熟知 的 ， 上 式 对 
于 任意 函数 FE G6 ((a，b)X[c， 相 ) 都 是 真确 的 . 

假如 多 和 了 都 是 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 而 4 和 vwv 是 $ 9 那样 分 别 
由 Goo(CX) 和 G@uoo(C7) 上 的 非 负 线性 泛 函 T 和 7 所 构造 的 测度 ,那么 这 
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一 程序 可 以 如 下 进行 ， 先 构造 6 66C(XXY) 上 一 个 非 负 线 性 泛 丽 Ix 
J ， 然 后 命 4Xv 是 XXY 上 由 IXJ7 导 出 的 外 测度 ， 这 和 9 是 一 样 
的 。 这 一 构造 ， 其 梗概 粗 陈 如 下 ， 对 于 J€ 6&0oo。《(XXY) 和 y€Y， 
沙 数 71， x—f(xX, y) 属 于 CG 00oCX). 这 样 ， 在 了 上 便 由 

y 一 了 T( 太 71) 
规定 了 一 个 函数 ， 为 了 指明 是 关于 x“ 积 分 ”的 ， 这 个 函数 就 记 作 . 
7 ,(f)， 完 全 类 似 地 可 以 得 到 XX 上 一 个 函数 J,( 有 ， 其 次 ， 取 两 个 开 
集 TCX，TCY， 它 们 满足 条 件 ，U-，7- 都 是 紧 的 , UXU 富 {Cx， 
y) EXXY:f(x，y) 天 0}-， 利 用 (9.5) 可 以 找到 两 个 正常 数 &， 
BB， 它们 具有 和 性质， 对 于 适合 ?CU ) 忆 {40) 的 任意 PE€ C00o(X)， 
下 


I Sat mls, C2) 
而 对 于 适合 $CY') 忆 {0) 的 任意 gE Cool7), 有 
1) SB LY 1,. (C3) 


任 给 s>>0 ， 利 用 Stone-Weierstrass 定 理 47.30 )， 可 以 并 出 Xx 
Y 上 具有 以 下 形状 的 一 个 函数 g: 


gCX, 7) 一 > VICXIVICY), 
〈 其 中 所 有 2 和 % 都 满足 前 述 条 件 ) ， 并 满足 、 
| 一 8 .<e. 
因为 对 于 任意 YE 了 ，f'”71 一 g''1 属 于 GoolX)， 并 在 U/ 上 f"?1 一 
g'’” 1 等 于 零 ， 所 以 由 (2 ) 式 便 推 出 : 对 于 任意 yY 人 了 


17:CfPDCy) 一 > CGP OO = 10 一 Kg 
KA: sups Jf y)— g(x, ?| :XCX} 
a | f—eg | “<CQ2， (4 ) 
这 样 ， 1.《 有 全 是 G6 oo( 了 7 了) 中 一 个 函数 序列 的 一 致 极限 ， 其 中 所 有 郴 
数 在 V' 上 都 等 于 零 ; 由 此 JI.( 方 E Goo(7) 和 TI-( 旋 在 7 上 也 等 于 零 ， 
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把 这 一 事实 与 (4 ?结合 起 来 ， 由 ( 3 ) 便 得 出 


VO — 19)T (p70) 


1 = 1 


= IJ(,P— > I(P YN SBPae. 


j=l 


类 似 地 可 以 得 到 


10,CP)— ,ICP)T YN Spoe, 


我 们 得 出 结论 
TOT) = 10 ,Cf)), 

并 把 这 一 公共 值 记 作 IXJ(f)， 这 就 规定 了 CE ooCXXY) 上 一 个 非 负 
线性 泛 函 1XJ， 俞 Xr 表示 XXY 上 象 $ 9 那样 由 IX7 所 构造 的 外 
测度 ， 利 用 (12.35 ) 不 难 证 明 ， 对 于 任意 f€ & ooCXXY),， (1) 
式 成 立 ， 同 时 ， 对 于 任意 f€E81 CXXY, Ai;:,,， UX2»)， 
(1) 式 仍 成 立 也 是 训 无 疑问 的 . 关于 这 一 问题 的 处 理 方法， 其 详尽 
论述 ， 请 读者 参阅 Hewitt 和 Ross 的 著作 。 

虽然 上 述 方法 不 仅 给 人 以 美学 的 感染 力 ， 而 且 还 适用 于 更 一 般 
的 场合 ， 即 这 些 测度 空间 不 必 假 定 是 cx 有 限 的 ， 但 是 它 只 不 过 就 局 
部 紧 Hausdorfft 空 间 上 和 象 8 9 那样 所 构造 的 测度 ， 引 出 了 乘积 测度 
而 已 ， 我 们 宁可 就 任意 两 个 oc 有 限 测 度 空间 来 完成 这 一 构造 ， 因 为 
经 典 分 析 中 所 遇 到 的 大 多 数 测度 空间 都 属 此 类 .这 一 课题 要 出 现 若 
千 专 门 术语 和 一 些 技 术 性 细节 .这 令 人 厌烦 呢 ,: 还 是 让 人 迷恋 
取决 于 一 个 人 的 见解 . 

以 下 从 几 个 精确 定 义 讲 起 . 

(21.2) 定义 设 (X,， .NM ) 和 (YY,， .但 ) 是 任意 两 个 可 测 空 
间 ， 对 于 4E.M 和 BE.N， 集 4XBCXXY 称 为 可 测 算 形 ， 用 .NX 


CE.Hewitt and K.A. Ross, Alstract Harmonic Analysis 
1, Springer~Verlag, Heidelberg, 1963. pp.150~157, 
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.人 表示 包含 所 有 可 测 和 矩形 的 乏 XY 的 子 集 所 成 的 最 小 oc 代数 @， 关 
称 之 为 皮 积 0 代数 . 
设 ECXXY，xXEXX， 命 
Fs—~iyEY: (x, y) EE}, 
同样 ， 设 y€ 了 Y 了 ， 命 
一 人 往生 :YX y) EE}. 
这 两 个 集 分 别称 为 了 的 X 截 口 和 下 的 了 截 口 . 
对 于 和 XXxY 上 一 个 函数 j 和 国定 的 xEX， 设 /是 ZE 由 
fiz3 Cy)= fx, y) 
所 定义 的 函数 ， 辐 样 ， 对 于 每 个 y€Y， 在 X 上 定义 大 7 为 
三 ?72CX) 一 帮 X y). 
这 两 个 函数 分 别称 为 的 X 截 口 和 f 的 Y 截 口 . 
(21.3) 定理 设 《X,，.M ) 和 (YY，. 信 ) 是 两 个 可 测 空间 . 
则 可 测 和 矩形 的 两 两 不 相交 的 有 限 并 全 体 所 成 的 族 .gf， 是 XY 的 子 
集 所 成 的 一 个 代数 . 
证 首先 指出 ， 如 果 AX B，CXD 是 两 个 可 测 和 矩形 ， 那 么 
(AXB)N CXKD)= ANC XK BN D), 


读者 不 难 证 明 这 一 事实 。 这 样 ,如果 E= (【j」(4xB;)，PF= 


$=1 


【 (Cj;xD;)【 这 两 个 集 都 是 两 两 不 相交 的 可 测 和 矩形 之 并 ) 属 于 


| 


AL， 那 么 
ENF= 人 | (caiN ci)x BN DD)), 


iwil j=l 


从 而 EN FE .gy。 这 就 是 说 ，.2 对 于 有 限 交 运算 是 封闭 的 . 
如 果 AXB 是 可 测 和 矩形 ， 容 易 验 证 


@ 请 留意 ，.4x 思 并 非 -4 和 4 的 Cartesian 乘 积 ， 沿 用 这 个 记 
号 是 由 于 习惯 。 想 不 致 产生 混淆 . 
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| (4XB) =(A4 XB URXKB’Y, 


它 是 两 个 不 相交 的 可 测算 形 之 并 ， 当 EE 一 【 j (4XB ) .7 时 ， 


= 


有 Li 
E’= (| C4:XB)’, 


它 是 .中 集 的 一 个 有 限 交 ， 从 而 E’€ .of， 口 
(21.4) 定理 设 (X 2 和 (了 - 信 ) 是 两 个 可 测 空间 ， 
EE.NMXKAN. 则 : 
(i) 对 于 所 有 x€X， E.€E.N, 
(ii) 对 于 所 有 y€Y,，E’*E -4 
证 为 了 证 明 (i),， 命 
=4BENMXKAN :对 于 所 有 XxX EX B,C Ar》 
对 于 任意 可 测 矩 形 4XB 和 任意 xE X， 必 有 
B, XE€ 4A, 
AxB={ z 
必 ， FA。 
这 样 ，.9 便 包含 所 有 可 测 和 矩形 .为 了 完成 Ci) 的 证 明 ， 只 要 证 实 .7 
是 一 个 o 代 数 就 可 以 了 .， 如果 (E.)2?。C. 2， 那 么 ， 不 难看 出 ， 对 


于 所 有 x 和 


(Us E,).= U (et, 


LL 


由 此 ， 了 对 于 可 数 并 运算 是 封闭 的 设 瑟 CE .7 ， 那么 对 于 所 有 X € 
XX， 
(BE’),=(E:) EN, 
从 而 .对 于 求 余 运 算 也 是 封闭 的 ， 这 就 证 明了 (Ci)，(ii) 的 证 明 完 
全 类 似 ， 口 
(21.5) 定理 设 (X， NM) 和 (CY, -但 ) 是 两 个 可 测 空间 ， 
f 是 XXY 上 一 个 广义 实 值 或 复 值 、- 必 XX. 信 可 测 通 数 . > 则 
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(i》 对 于 所 有 xEX，Fc ;是 .人 可 测 的 ， 
《ii ”对 于 所 有 yE€E 了 ，f' 是 WMV 可 测 的 . 

证 假定 对 于 某 个 BE .MX 人 NH, f= 二 Ep， 由 于 fts1(y)=1; (xX， 
y》EEB; yE€ EB,; £8,(y) 二 1 这 四 人 句 话 是 彼此 等 价 的 ,可见 对 于 所 有 
XxX 全 及 | 

太一 上 Er。 
这 样 ， 就 | 一生 的 情况 ， 由 (21.4.i) 便 得 出 (iD)。 现 在 很 明显 当 
} 是 简单 函数 时 ，(〈i7 仍 成 立 ， 由 上 所 述 ， 并 利用 (11.35 》, (11.14) 
以 及 (11.18 ) ， 便 知道 一 般 情况 下 (i) 也 成 立 ， 千 理 可 证 (ii)， 口 

后 文 需要 以 下 纯 集 论 的 事实 . 

(21.6)- :定理 设 T 是 任意 一 个 集 ， sf 是 7 的 子 集 所 成 的 一 个 
代数 . 则 由 .ot 生成 的 o 代 数 ,9 (of ) 必 是 含有 .of 并 满足 以 下 两 个 条 
件 的 7 的 子 集 所 成 的 最 小 族 .多 : 和 

~ (i) 如 果 FE, EEF，FiC 性 Bri(n 二 1，2，.…)， 那么 


LU) 2,€. 
Ci) 如 果 EF， Fs 二 Fi(H 二 1， 2 )， 那么 
(| FEZ. 


于 是 ， 特 别 说 来 ， 当 代数 .满足 Ci 和 (ii) 时 ，.oz 必 是 一 个 代数 @， 
证 ”首先 注意 到 族 .多 是 存在 的 ， 这 是 因为 多 (T) 就 是 单调 族 ， 
而 含有 .oy 的 所 有 单调 族 之 交 仍 是 含有 .oy 的 单 调 族 ; 这 个 交 正 是 
FZ. 
由 于 任意 一 个 o 代 数 都 是 单调 族 ， 而 . AIA 机 见 . (of ) 
汪汪 .ff， 因 此 为 了 完成 证 明 ， 只 要 证 多 是 0 代数 就 可 以 了 、。 对 
于 单调 序列 (五,)?- ;, 我们 把 集 U ,或 站 HH( 依 (五,) 是 递增 


序列 还 是 递减 序列 而 定 ) 记 作 1imH、 当 BE. 多 时 ， 记 
@ 满 足 ( 让 和 (ii) 的 族 称 为 单调 族 . 


Fa={FEFFTNE EF, ENF’ EF, EUFE ZF)., 
注意 ，FE .多 8 的 充 要 条 件 是 BE 外， 此外， 显而易见 ， 如 果 
(FE.)?- :是 .多 中 一 个 单调 序列 ， 那 和 
(limF,)NN E 一 1imCF 人 ED E.G ， 
EN (UimF,) =EN(imF)=lim(EN FE Z, 
EU(UimF,.)=1lim(E UF,)E€ FZ, 
这 是 因为 多 是 单调 族 的 绿 故 、 所 以 对 于 任意 BE.FZ ，. ;5 必 是 单调 
族 , 
当下 ，PFE .Af 时 ， 由 于 .Vt 是 代数 ，E 便 属于 .Fs， 而 F 则 属于 
.Fp。 由 此 可 知 ， 对 于 一 切 EE€ .A ，A Cp、 赋 然 玫 是 含有 .的 
最 小 单调 族 ， 那 么 对 于 一 切 EE Af， CF sp， 于 是 对 于 任何 FE 
多 及 任何 BE.o，FEYr; 由 此 BE By， 这 就 表明 对 于 一 切 FE 
多 ，.ofC. 多 r。 由 于 每 个 .多 py 是 单调 族 ， 可见 对 于 一 切 F € 光 ， 
FCFp， 由 Fp 的 定义 便 知道 多 是 代数 . 
为 了 证 明 . 多 还 是 o 代 数 ， 命 ( 了, ) ?. CC ， 对 于 每 个 4€ NN， 
记 . 
Gs,=F, UF, U… UF,., 
那么 G1CG: 忆 …， 而 既然 玫 是 代数 ， 便 有 (G，) ?.1 忆 名 。 这 样 
一 来 


Ui= Ue=linGEg. OO 


=z 并 


(21.7) 推论 设 (X，.WV)，(Y, .人 ) 是 两 个 可 测 空 间 . 
则 -MV X.YH 是 含有 可 测 和 矩形 的 一 切 不 相交 的 有 限 并 的 XX XY 的 子 集 
所 成 的 最 小 单调 族 ,中 

证 由 (21.3) 和 (21.6 ) 立即 得 证 ， 口 


@@O 有 限 个 两 两 不 相交 的 可 测 和 矩形 的 并 ， 有 时 称 之 为 初等 纺 。 这 
样 ， 本 推论 的 结论 就 可 简单 地 说 成 ，.4 x /是 食 有 一 切 初 等 集 的 
多 xY 的 于 集 所 成 的 最 小 音调 族 ， 一 一 译 者 注 
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t21.8) 定理 设 (X，. 录 ,71)，( 了 .Jr，)》 是 两 个 6 
有 限 测 度 空 间 ，EE. 隶 X.A4r， 则 成 立 下 列 三 个 断言 ， 

(i) . 久 上 的 省 数 x+ 一 v(E. ) 是 . 帮 可 测 的 ; 

(ii 》 了 Y 上 的 函数 y 一 py( EE ) 是 .HN 可 测 的 ，; 


(iii) | y(E,) du( x)= | ucE YdvCy). 


证 设 对 于 EE.MX1，(i)，(ii) 及 (iii ) 都 成 立 ， 这样 的 
集 B 全 体 记 作 .FF ， 我 们 要 证 纪 是 含有 可 测 和 矩形 的 一 切 不 相交 的 有 限 
并 的 单调 族 . 如 果 证 明了 这 一 点 ， 那 么 (21.7 ) 就 说 明 多 =X 
;> 
假定 E= AX B 是 一 个 可 测 矩 形 ， 胃 为 E,= 二 8 或 EB. 二 名 〈 依 XE 
A 或 XYE€ 4' 而 定 )，E’ =A 或 EB' 二 名 ( 依 》€B 或 9》EB' 而 定 ) ,所 以 
有 : : 
vy(BE,)=v(B)S (CX), 
WF’)= H(A)E ay); 
因此 对 于 上 述 B， (iD 和 (ii 成 立 ， 还 可 写 出 


| vB dar) = | y BE d= B) + L(A) 
省 


一 | wsoao= | pcgy adr). 
于 是 对 于 上 述 E，(iii) 也 成 立 ， 从 而 BEE， 这 样 儿 便 含有 一 切 可 
测算 形 , 
设 {Ei， 9 :是 多 的 一 个 两 两 不 相交 的 有 限 子 族 因为 对 
于 任意 x EX 和 任意 y EY， 


(U E.),= U (E,):, (U E,) = U (Es)’, 


.和 


所 以 很 明显 ，( [FE.)e 区 ， 这样， 便 含有 可 测 和 矩形 的 不 相交 


Sl 


.4553 ， 


的 有 限 并 全 体 . 
”现在 设 ( B,) 83-: 是 中 的 递增 序列 ，B = 【8,=limE,. 

对 于 任意 zxEX， 正 如 (10.13 ) 所 说 ， 我 们 得 到 “” 
vAE)=limv((E,), )» 


从 而 由 《11.14) 推 知 ，(i) 关 于 E 是 成 立 的 . 同样 ， Ci 关于 巨 也 成 
立 ， 应 用 B.Levi 定 理 (12,22 ) ， 便 得 到 z 


| vB dA) = lim | vyCCE ZHUCX) 
XY #0 计 
=lim | uCCE,)’) dry) 


= | uC)dvy). 


因此 5 属于 .多 ， 从 而 .多 对 于 递增 序列 的 并 运算 是 封闭 的 . 

尚 需 证 明 .多 对 于 递减 序列 的 交 运 算 也 是 封闭 的 ， 为 此 ， 必 须 
利用 定理 中 和 的 oc 有 限 性 假设 才 行 。 这 是 因为 我 们 要 援引 (10.15 ) 和 
《12.24) ， 而 这 两 个 定理 都 是 含有 有 限 性 假设 的 设 CF ) “1 是 
多 中 一 个 递减 序列 , 它 满足 条 件 ,对 于 适 合 MC4)<< 及 B)<<< 的 


某 个 可 测 和 矩形 4XB，PiC4XB. BF (|F, 对 于 每 个 x EX， 


有 (Fi1): 性 B， 从 而 有 2v( (FD); ) 天 co. 由 (10， 15) 知道 ， 对 于 
任意 x EX， 
v(F, ) 一 1im CCP,),). 


这 样 ， 通 数 * 一 ?CF,) 便 是 一 个 .VW 可 测 通 数 序列 的 点 态 极限 ， 因 
而 它 也 是 -WV 可 测 的 (11,14);， 所 以 (i) 关 于 F 是 成 立 的 。 同样 ， 
(ii) 关 于 F 是 成 立 的 ， 由 于 


[xp yd | vB Eadieo, 


. B54: 


| jac dy(y) [cpssdr < 


Lebesgue 控 制 收 敛 定 理 (12,.24 ) 蕴涵 着 
| vF dz)= lim | yCCFa I d(x) 
下 on 时 


=lim | acCp YY ay) 


一 | ee， 


由 此 (CQiii) 关 于 FF 也 是 成 立 的 . 
利用 oo 有限 性 假设 ， 取 两 个 递增 序列 (ht ) ?1 己 -W 和 (Be 
CH， 它们 满足 条 件 ， 对 于 一 切 〖，4(4;) 之 %，? (Bi ) <co， 


而 且 久 二 LU A:, Y= [| B.. 命 
k=1 


GF={EE.MX.N :对 于 一 切 KE N, EN (A:XBi) EF). 
既然 可 测 和 矩形 的 一 切 不 相交 的 有 限 并 所 成 的 族 .x 是 代数 (21.3)， 
和 而且.wC8 ， 因 此 必 有 .CB， 如 果 《B，)”.; 是 8 中 一 个 递增 打 
列 ， 那 么 z 


(J Eo)N AxB)= () (EN CA XB ES, 


这 是 因为 多 对 于 递增 序列 的 并 运算 是 封闭 的 缘故 ， 于 是 对 于 递增 
序列 的 极限 运算 便 是 封闭 的 ， 如 果 ( E。)“- 1 是 2 中 一 个 递减 序列 ， 
那么 正如 前 段 所 证 ， 


( 人 E,)N (A: XB:)= 站 (EM (CA: XBi) EZ. 


R= 1 


于 是 B 对 于 递减 序列 的 交 运 算 也 是 封闭 的 ， 由 〈21.7 ) 看 出 8 = 
x .Ar 现在 设 (Fw)8- :是 多 中 任意 一 个 递减 序列 ,并 设 F= 人 ] FE 


LL 
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由 于 FEG， 那 么 对 于 任意 KEN, 便 有 FN ( 4;XB,) Eg 
根据 .多 对 于 递增 序列 的 并 运算 是 封闭 的 这 一 事实 ， 可 知 


F= \ | (FN (CA: XBIN ES. 


这 就 完成 了 .多 是 单调 族 的 证 骨 ， 口 

我 们 现在 定义 -VX. 信 上 一 个 集 函 数 ， 结 果 天 明 它 正 是 所 要 求 
的 乘积 测度 , 

(21.9) 定义 设 (X,，-M, 4)，(7 .YY，>) 是 两 个 5 
有 限 测 度 空间 ， 对 于 EE .NM X.ANH， 规 定 


:Xv(E)= | rgd duc%). 


”根据 (21.8.iii)， 还 成 立 


ux)= | wavcy)， 


(21.10) 定理 ”记号 同 (21.9 )， 则 集 函 数 uX? 是 .YMV X. 人 NV 
上 一 个 (可 数 加 性 ) oc 有限 测 度 .® 

证 设 人 ,| 是 -VX. 信 中 一 些 集 所 成 的 两 两 不 相交 的 可 数 
族 ， 那 么 由 ( 12.21 ) 扒 知 z 


on 


ex U5)= | .A([ U 5] Ja 


LL 


二 | > CCE。]。)dHUCZ) 
一 >, | v8) adnx) 


四 通常 称 定理 (21.10) 中 的 集 函 数 凡 x "为 上 和 ?” 的 梭 积 测度 ， 
并 称 ( 和 xy， 迪 xy HAx2 ) 为 测度 空间 CX，AK， HK) 和 (YY， 
WA，v ) 指 又 积 测度 空间 。 一 一 译 者 注 


*。 556 ， 


一 之 LXv(E,). 


=1 


这 样 xX ?> 便 是 可 效 加 性 的 显然 Xv 守 0，UXv(@)= 0 
所 以 jyX? 是 .MV X.Y 上 一 个 测度 . 为 了 证 明 4Xr»r 还 是 oo 有限 
的 ， 设 ( 人 4)3- 和 (了 )?2- 1 是 如 (21.8 7) 证明 中 所 说 的 两 个 序 
列 ， 那 么 


XXY= UU (A:X Bi), 


而 上 且 对 于 任意 1 EN， 都 成 立 z 
WXv(A: KBi)=4(A1) .DiD<co， 口 
(21.11) 注意 (21.8) 证 明 中 所 做 的 简单 计算 表明 ， 对 于 
一 切 可 测 矩 形 4X 38， 都 成 立 
HXvCAXB)=4(A) .1v(B). 
《 请 记 住 0 . ~%= 0，) 假 如 o 是 VX.NH 上 满足 以 下 条件 的 任意 
测度 .对 于 一 切 可 测 和 矩形 4XB， 都 成 立 
wo(AXB)=4(A) ' v(B), 
那么 对 于 可 测 矩 形 的 不 相交 的 有 限 并 全 体 所 成 的 代数 .中 的 一 切 
E， 便 都 成 立 
HXY(E)= 0(E). : 
既然 4X? 是 oc 有 限 的 ， 并 且 .F(.%f)= 二 -MX. 信 ， 那 么 由 Hopf 开 拓 定 
理 的 唯一 性 结论 (10.39.c ) 推 知 ， 对 于 一 切 E € .WV X. 人 A ， 都 成 
立 
Xv(E)=0(E). 
因此 乘积 测度 4Xv 由 两 个 条 件 唯一 确定 ， 这 两 个 条 件 是 ， 4X7 是 
-HM XN 上 的 测度 ， 并 成 立 
uxXvCAXB)=u(A) * CB)D, 


人 @@ 正 由 于 此 ， 乘 积 测度 也 称 为 独立 笋 积 测度 。 熟 悉 概 率 论 的 读 
者 不 难 明白 “独立 ”一 词 的 来 源 。 一 一 译 者 注 
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我 们 现在 可 以 证 明 关 于 乘积 空间 上 积分 的 Fuabini 定 理 的 两 个 
变型 ， 

(21.12) 定理 (Fubini) 设 (X,M14),，(Y,N ,vy) 是 
两 个 co 有 限 测 度 空间 ， (XXY,，.MVX.NY, uxXv) 是 如 上 所 构造 
的 乘积 测度 空间 、 如 果 f 是 XXY 上 一 个 非 负 、 广 义 实 值 、 MXKN 
可 测 函 数 ， 则 : 

(i) ”对 于 每 个 yEY， 函 数 Xx 一 1(X，y) 是 .MV 可 测 的 ; 

(ii) 对 于 每 个 x<€X， 函 数 y 一 1(x，y) 是 .人 可 测 的 ，; 

(iii) 函数 y 一 | fx， vy) du(lx) 是 . 信 可 测 的 ; 


Giv) 函数 xz 一 | fCx，y)dr(y) 是 -YY 可 测 的 ; 
Cv) 成 立 等 式 


| fCx, y)dLXv(x, y) 一 | | ru， yadu(x)dv(y) 


= | | rr ydzCyDdUCxzO@D ， 


证 结论 (和 (ii) 正 是 (21.5.i) 和 (21.5.ii): 只 是 为 了 
完整 起 见 , 才 又 一 次 写 出 了 这 两 个 结论 , 我 们 来 证 明 (iii) 一 (v)， 首 
先 假定 对 于 某 个 BE.NMNX.NH， f= Es、 显而易见 ， 对 于 每 个 yEY， 


| SE(X, au 一 | Erry(XJCUCX) 一 ACE7 )， 
下 . 不 
又 对 于 每 个 XEX， 

「 é2(X, y)dv(y) = | 5 Cy dv Cy) = rE,). 


这 样 。 就 5 来 说 ， 由 (21.8) 以 及 4Xr 的 定义 (21.9 ) 便 直接 推出 
(iii)，《 iy) 和 (vy)， 就 - 尹 X. 人 可 测 的 简单 函数 1 来 说 ,由 所 论 及 的 


一 


作 在 累 次 积分 中 ， 我 们 把 符号 | … aq 看 作 插 号 。， 例 如 
fyTxfrz，y)dnUz) dvr(y)= Tri rrzy)daUz)307C2 
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积分 的 线性 ， 断 言 (iii) 一 (v) 自 然 是 成 立 的 . 

最 后 ， 设 是 XXY 上 任意 一 个 非 负 、 广 义 实 值 .MVX.H 可 测 函 
数 ,. 命 (o.)*. ;是 XXY 上 的 非 负 、 实 值 \-VX. 人 可 测 简 单 通 数 所 成 的 
递增 序列 ， 并 具有 性 质 ， 对 于 一 切 (x,y) EXXY，0o.(X, yD) 
fx，y)《 11.35 ) ， 对 于 每 个 EY， (12,22 ) 表明 


| re 774HAAX) 一 lim | ec y)du(x); 


所 以 (iii) 中 的 函数 力 是 .可 测 函 数 序 列 的 点 态 极 限 ， 从 而 由 
(11.14 ) 便 得 出 (iii2， 同 样 ，(iv) 也 成 立 ， 为 了 证 明 (v7)， 再 用 一 
次 《12,.22 ) ， 就 得 到 


| f(x, yd Xv YY ) 一 lim | OnCXsy) dU XK VX, y) 
TxY #0 XxY 

=lim | | 0 (X,Yy) du(x) dv(y) 

= | [in | 0c,y Yd Cx) jy 


一 | | feed， 
同样 的 计算 可 证 明 等 式 z 
| fr, papx vCXsy) 一 | | fs avy dx). 口 


Fubini 定 理 的 以 下 变型 特别 有 用 . 

(21.13》 Fubini 定 理 设 (X, .NHN，4)，(Y， 人 NH,») 是 两 
个 oc 有 限 测度 空间 ， (XXY，-MYX. 信 ，uXv ) 是 如 上 所 构造 的 乘 
积 测度 空间 。 又 设 / 是 XXY 上 一 个 复 值 .入 x.A 可 测 函数 ， 并 假定 
以 下 三 个 积分 中 至 少 有 一 个 是 有 限 的 了 9. 


四 部 果 其 中 一 个 积分 是 有 限 的 ， 那 么 根据 (21.12.Y ) ， 三 个 
积分 便 都 是 有 限 的 〈 而 且 相等 ) 。 
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| fCx, y)| du Xvlx, y), z 
| re yl apncr) dary), 


| | IFCxX, vy) dv Cy dH), 


则 ， | 
Gi) 对 于 v 几 乎 所 有 yEY, 函数 x 一 f(x,y) 属 于 8 1(X, .As1)， 


《ii 对 于 4 几乎 所 有 xx EX， 人 
(YN ,Y ) ; 


《iii7 蚁 数 y 一 | fxsy)dpC*) 属 于 ， (Y, .7 , v)O®, 


(ivy) 函数 x 一 | f(x， yjdv(y) 属 于 R81(X, NM， 1); 
CY) 成 立 等 式 " 


| f(x, Wapxvlr, = |, | f(xX, yydu(x)advly) 


一 | | fcx, ydvCy)duCx), 
证 题 设 和 (21.12) 表明 
| |fl ds xX»= | | lf| drdy= | | I dvdp eo. (1) 


国 此 fE 81 (XXY,， MX，hXv). 记 

f=f1~—fz ti(fs—f,), 
其 中 fj € Ri (XXY, MXN, Lx»y), flfl (j=1, 2, 
3，4 ). 《iD 和 (ii 中 所 说 的 函数 根据 (21.5) 都 是 可 测 的 .由 
(1 ) 式 ， 对 于 > 几乎 所 有 ?成 立 


”外 自然 ， 这 个 函数 仅 对 于 能 使 + 一 了 (7 ,y ) 属 于 ，( X40， 
4 ) 的 那些 y&Y 才 有 定义 ， 类似 的 注释 适用 于 断言 (iv)。 
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| IfiCx, y)) dKCx) < | |fCx, y)| d(x) < 


从 而 对 于 "几乎 所 有 >， FE 1,(X, .HN, 1) Cj=1, 2 ， 3 ， 
4 .)》。 这样 (i) 便 成 立 ， 同 理 可 证 断言 (ii). 由 于 (iD，(〈iii ) 中 的 
转 数 对 于 > 几乎 所 有 ?>yE 了 有 定义 ， 它 的 .f 可 测 性 则 可 通过 对 每 个 
/应 用 《21.12.ii ) ， 关 了 线性 组 全 而 得 出 这 符 一 来 ， 对 于 ? 玫 
入 也 有 成立 


ik jC%, aeco|< f je | da) : 


从 而 应 用 (1 ) 式 便 推 出 (iii， diy) 的 证 明 完全 类 似 ， 最 后 ， 对 每 
个 应 用 (12.12.v ) ， 并 取 线 性 组 合 ， 便 得 到 (Cv). 最 后 这 一 步 是 
合理 的 推 这 ， 因 为 所 论 及 的 这 些 积分 在 各 个 8 ;空间 上 都 是 线性 的 ， 
而 且 (i) 一 (iv) 成 立 ， 口 

(21.14) 评注 〈a) 即使 . 妈 和 .4 都 “很 大 ”时 ,乘积 c 代 数 
-NX. 人 也 可 能 “相当 小 ”， 事 实 上 ,如 果 X 是 Hausdorff 空 间 ， 并 
是 和 > ¢， 那么 多 (X)X 儿 (CX) 并 不 合 有 XXX 的 所 有 闭 子 集 [参见 
( 21.20,.c)). 

(b) 如 使 (XX， .1 4 ) 和 (YN ») 都 是 完全 测度 空间 
(11.20), (XXY, HXN, uXyv ) 也 极 少 是 完全 的 [参见 
(21.21) ). 

如 《11。 21) 那样 ， 命 ( XXY， AXN xn .) 表 
示 测 度 空间 (XXY， AXN, LX» ) 的 完全 化 . 借助 于 下 述 引 : 
理 ， 就 可 以 把 Fubini 定 理 开拓 到 这 个 完 全 乘积 空间 上 去 . 

CT 15) 引 理 设 (X，.b，17) ， (了 ，.-A， 包 ) 是 两 个 完 
全 的 、.c 有 限 浏 度 空间 . 又 设 BE MX 适合 条 件 : xD 
并 假定 FEE， 则 z 

(i) uF’)=0 paseos 

《ii) YC(F,)=0 LU-asee 


站 561。 


证 我 们 只 证 (ii). 根据 21 12 ) 得 到 


0 一 -axcy(B)= | 1 trdvdp= [. ?CE oa 


由于 对 于 所 有 xz X; (E00 :可 网 (和 E， ) = 0 paie. 显然 
对 于 所 有 和 五 , 筷 - 再 号 汉 二 对 于 必 玫 半 饶 有史 Ps, € : 兴 
7 用 和 ES 
(21.16) 定理 (Fubini ) 没 (X, .4 , 4) CY NY 
是 两 个 完全 的 、o 有 限 测度 空 : 问 ， 和 入、 
-HX 可 测 隙 数 :' 则 * i 
iD 对 于 ?几乎 所 有 yE Y, 函数 xz 一 7 轨 是 -人 可 测 的 
,GD 对 于 4 几乎 所 有 XEX， _ 轿 数 gfx， 7) 是 可 测 的 : 


1 和 销 数 y -=> 了 大 为 CCD 是 :从 可 测 的 六 站 


- a 国 数 a |, fx 2 
有 道 了 7 成 衬 等 起 7 


下 + 7 ~ 1 


| fj YHX YK, 3) = | ,| fx ydHCKI dCy) 
4 、. - - - ,7 Nx .i 四 
一 | | i ydv Cy) dn xX), J 


“证 设 H € HX 7 按照 (11 :21 “真有 有 GU 的 形状 ， 这 
图 GE. 广 洲 , 对 于 适 全 ve 冯 ) 一 0 的 菜 个 BENK 注 ， He, 
对 于 每 个 *EX， 有 NH; 二 G; UF 从 而 由 C21. 15) 和 C21. 2 1 
可 知 ， 对 于 4 几乎 所 有 xEX， TEA -这样 ， 启 广 名 的 情况 ， 便 
证 明了 G3 类似 可 证 Gi)), ”“””“ : 
前 眉 还 表明 ， 对 于 4 几乎 所 有 xEX，»( H, ) 二)G:). 让 


| mrCX9 Wdvy) = rH )， 


包 568: 、 


| x= | gj Cx, B00 和 四 


pe 6, y. -这样 ， 衣 a 本 
主 归 于 Gv 类 俱 时 证 G1)3.- | 
为 卫衣 1 一 56 的 情绪 延明 Cr》 .我们 注意 到 - i 


| énd HHAAD ERKKG) 


-人 f godpdv= | | éndidy, 


类 似 可 证 (v) 中 第 二 个 等 式 , 其 余 证 明 如 (21, ,12 ) 那样 。 口 

(21.17)“ 注意 Fubini 定 理 ( 21. ,1833 对 于 .NX 可 测 函 
数 也 是 成 立 的 ， 这 一 事实 可 以 由 (24 16 推出 x 这 和 陈 和 23 .12 
推出 (21.13 ) 的 情况 完全 一 样 ， 似 乎 不 必 重 复 这 些 细节 了， 

积分 论 中 很 多 论证 取决 于 所 和 矿 党 光 音 个 测度 或 参 个 测度 的 正则 
性 ， 如 9 所 构造 的 测度 :固然 自动 是 正则 前 ( 参 较 (9.24 ) 和 
(10.30))， 但 就 这 类 测度 的 乘积 来 说 ;: 项 正 则 性 就 远 非 显而易见 的 
了 .以 下 定理 中 ,， 我 作 再 证 明 一 些 事实 ， 即 一 个 乘积 测度 的 完全 化 ， 
如 果 其 因子 都 是 正则 的 (而且 oc 有 限 )， 那 么 它 也 是 正则 的 个 “其 钙 - 
因为 长 实 罕 并 也 各 乏 际 ,不 过 方法 并 法 

; (21.18)” :定理 ; 设 X 和 Y 都 起 局 部 紧 科 8sdorff 空 便 ， 
(ZX; Ay; 2) 痢 是 如 雪人 -30 部 冬 的 5 有 限 测度 空 
间 ， 则 按照 下 述 意 义 ， xx? 的 完全 化 XY 在 -YY， ,又 - 友 ,上 是 正 、 
则 的 ,如果 已 EX: 达 。， 那么 : i 
(9. AR Bi (Xd): EC UE Wh, XA 0 
是 Re 开 集 》， . Ne 2 

SEX (可 二 sptUX?(CP) ， EO; PET XM; “FR 
入) ， 、 | 

“证 ， 设 多 是 能 使 (1) 和 有 (1iD 度 交 的 集 EE 图 ， < 生体 所 成 的 
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集 族 。 要 证 多 一 .pv X. 录 p 
假定 CE, )S-， 王 罗 ， 并 记 互 一 U E,， 如 果 对 于 某 个 4 


WX»r (BE., ) 一 co， 那么 (i) 对 于 是 平凡 的 ， 而 就 (ii) 来 说 ，E。。 
含有 具有 任意 大 (有限 ， ) 测度 的 紧 予 集 ; “所 以 E 在 组 中 . 因此 候 
定 对 于 一 切 ?EN， 都 有 /xy? (下 ) 之 co， 对 于 任意 6& > 0 和 每 个 
?EN， 取 一 个 紧 集 忆 E .和 ZX. 友和 一 个 开 集 0.E.b,X.,， 使 


F.CECU, uxXv(U, 下 


v= U rr，F= (JP 
me - 炽 三 生 


便 有 ， FCECU; USFCA, XA 以 及 站 


px BE)< pS jxvCU NF’) | 3 


好 一】 


1 


<> LXyCUN EF, 


. 备 本 二 地 


由 此 可 见 | 
pv) 一 pxXxB) 二 HaXanB/ ) <uxr(B)+s, (1) 
LXE)=pXv(F)FHXYI (ENF ) CHLXKICF) te (2) 
既然 U0 是 开 集 , 由 (C1 ) 式 推 知 (i) 对 于 成 立 ， 民用 (2) 式 和 《10,183》 
得 到 | | 
: xyCE)<limtxa(P， U…UFDTe 。 
并 由 于 对 于 一 切 p， FiU.. .把 症 紧 集 ， (ii) 对 于 E 也 就 成 立 . 所 
以 多 对 于 机 数 养 运算 是 封闭 的 . 
其 次 设 4XB 屋 可 测 和 矩形 . 利用 c 有 限 性 题 设 ， 到 两 个 逢 序列 


(4) ?CMs 《Bi) ?CAM 使 X= U az- Us, 
| .i . 四 | a 
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而 对 于 一 切 n€N， (A), CR)<co 那么 
AX B= (CANM A.)XCBN Bs)), 


从 而 假如 我 们 能 证 明 多 包含 每 个 具有 有 限 测度 度 边 他 的 可 测 和 矩形 ， 由 
前 段 便 推出 4XBE 多 ， 因 此 假定 ULC4)<ce，B)< ce ， 利用 4 和 
y 的 正则 性 ， 取 两 个 升 紧 集 序列 《 C，) si 和 (人 De) 3-: 以 及 两 个 降 
开 集 序列 (UD) ?和 (CV,)%“.1， 使 得 z 
CnaC4dCUCX 
D.CBCV.CY: 


AU )— HC) < 


vAV) 7D EL. 


那么 对 于 每 个 %EN，U,XV7, 是 开 集 ，C,XD， 是 紧 集 ， 而 有 EC, xD, 
CAXBCU,XV,， 此 外 还 得 到 
uxv(AXB)=4(A) . v(B) 

=lim(A(U,) ， v(V, 7 一 1 xsXP)， 


HUXzC4XB)=AC4) vB) 
=lim (HAC,) vCD, DlimuxC. xD, yy 


于 是 4XBE 5， 从 而 终 便 含有 一 切 可 测 矩形 

”为 了 完成 久 二 ,MN XH ;的 证 明 , 只 \ 须 证 实名 对 于 来 余 运 算 也 外 
封闭 的 . ( 4,X Bs ) -4 如 上 所 设 . 规定 
B={EEB:EC A XB,}. 

自然 ， 和 :对 于 林业 并 运算 是 封闭 的 设 媚 属 于 2， 任 给 > 0 ， 叫 


一 


。 。 @ 这 里 代用 “ 边 。 这 一 直观 语言 和 ， 来 启示 可 测算 形 这 一 概念 的 
来 源 ， 如 果 4 x 8 为 可 济 失 形 、 通 常 称 4 和 B 为 它 的 “ 边 ”， 自然， 
A 和 有 B 都 不 一 定 蚌 尺 内 的 区 间 。 一 一 译 者 注 


。 5665 ， 


然 E€ 22， 便 存 在 一 个 紧 集 FP 和 一 个 开 集 [C 都 属于 .4 pa YM). - 适合 
FCECU, HXHAUNF DO< Ee. i 
由 于 A, XB， EH, 便 存在 一 个 紧 集 ] 和 一 个 开 集 WW ( 都 属于 xx 
-AM 3 :示人 痊 -… i ee 
1 TA XB CW .AXAWN] J CE 
:条 炭 诈 XF' 是 开 集 ; JUV 是 紧 集 、 此 处 最 然 和 和 
JxU’ CCA,XBONE CWAP; - ed Rs 人 
uxXv(WNF’)— px CIN UV ye pe FN ONU’Y’) 
<uxvWNF NT PAXAWHTEN UU) 
< 2 十 2 一 2 | - 可 
这 就 证 明了 《〔〈 4,XB,) 站 名 在 疡 ;中 ， 我 们 得 出 结论 ， 次, 乃 是 
A.XB, 的 一 些 子 集 所 成 的 "代数 、 


加 EEAa XA :对 于 任意 EN; .EN (A-X BIE 
由 上 E 是 和 
所 成 的 oo 代数， 这样 A a 


We 


MX 
于 是 对 于 任意 FE 多; 便 有 E/E， 二 此 对 字 -- yb’ NM CAsX Be) 
便 属于 乡 ， 从 而 
= Un xD 


卫 此 对 于 速算 也 旦 对 半 的 总 之 ， 我 们 已 证 明了 了 : > = 
MxM 1 
最 后 ， 没 上 是 27KCY 申 任 冲 一 个 集 ， 那么 了 -eu 
人 M1 XM + 对 于 适 1 合 4Xr?(B) 一 9 的 菜 个 EE X.4 4 SE, 
XO eH (CD 和 (ii 对 于 五 自然 都 成 立 ， 因此 候 定 XrCG) 
给 定妆 0 所 到 两 个 开 集 0w 和 一 个 紧 伟 :C， CG 哪 属 开 MN, 
Xx. Dp > ， 适 合 - i i 
CCGCU, ECYV, uxvUN Cys Xd Zs 8 
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则 得 到 . 

cczcr Up 权 i 

LXy TU UP 一 xe px tax AIN Coe 1 

由 此 国 见 : ;5 i 

| pxveU Ur RidD tae, 
aux 2 

从 而 (i) 和 (Cii) 对 于 瑟 也 都 是 成 立 的 ， 口 | 1 

从 以 下 两 个 习题 (21.19 ) ，(21。 20 ) 中 ， 起 者 可 以 了 解 到 5 
代数 .MX. 信 究竟 有 多 大 ， 其 实 它们 是 相当 小 的 > 

(21.19) 习题 设 X，Y 都 是 拓扑 空间 ， 每 一 个 都 具有 拓扑 的 
一 个 可 数 基 . 访 证 ZOOXB) = BX DD) 【利用 (6.41) 和 
(10.42)，] 

(21.20) 习题 (a) 设 7 是 一 个 集 ， 2 是 T 的 一 于 集 族 ， 试 
证 ， 由 @ 生 成 的 T 的 子 集 所 成 的 o 代数 .9(@), 恰好 是 由 适合 以 下 
条 件 的 集 FCT 组 成 的 ,对 于 某 个 可 数 族 BCE@，FE.I(B). 

(b) 试 利用 Ca) 证明， 如 时 义 ， Y 都 是 拓扑 空间 ， FE BOX) XK 
BY), 那么 必 存 在 形 如 U x7 的 集 挤 成 的 一 个 可 数 族 乡 其 中 是 
X 下 的 开 驱 ,VV 是 了 由 的 开 集 ) , :使得 FE FC). 人 

(c) 试 利用 (Ca) 证 明知 果 X 是 一 个 集 ，D 一 {Cx， Xx):*EXX} 是 
XX 钨 中 的 对 角 集 ， 那 么 DE CX)Xg 儿 ( 广 ) 的 充 要 条 件 是 X 志 。. 

[ 当 和 去 时 ， 假 定 XCR, 并 利用 (21.19)。 和 如果 DE 儿 (X)X 多 (X)， 
则 取 一 个 可 数 族 G CRX)， 全 DEP tAXBiA,BES}) ,Ma 
后 证 明 把 X 映 入 乡 ( ) 的 映射 *+ 卫 {CE : xEC} 是 1~1 的 . Y 

Cd) 试 求 一 个 局 吕 紧 Haisdorff 空 间 X， 满 是 ， Xe © 而 生 多 
(FXKKY EBAIKBNY 人 

乘积 测度 一 般 说 来 并 不 是 党 全 的 ; 目 而 的 本 是 请 明 宁 让 -上 2 

(21.21) 习题 (a). 设 (X,M14), (CCP Ar， 2 ) 都 是 完 
全 的 外、 oc 有限 测 度 空间 . 月 定 存在 一 个 集 4CX， 48A 并 假定 


Q@“ 完 全 的 ”三 字 是 译 者 加 的 。 一 一 译 者 注 | 
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存在 一 个 非 空 集 BE .4r，>CB) 一 0 .。 试 证 《XXXY ，.NX. 信 ， 
4Xv ) 是 不 完全 的 ， 
(b) 试 证 CR?，-NM ,XMN1，4X4) 是 不 完全 测度 空间 。 
(21.22) 习题 试 就 RXR 上 由 下 列 公式 定义 的 各 个 通 数 ,计算 


Cl irt 
f(xX, ydx dy | YW dydx, | be, y) | dxdy， 


| 
| ,| ,rceplaoae: 


2 2 
(a) fCx, ete 
0 ， 其 它 ， 


(c) | f(x, 7) 一 = 


Df Wr 
”将 计算 结果 同 (21.13 ) 作 比 较 . i 
(21.257 习 题 ” 设 (X，. 隶 ，1) 是 一 个 c 有 限 测度 空 间 ， 并 设 厂 
是 定义 在 X 上 的 一 个 非 负 、 广 义 实 值 、. 女 可 测 函 数 ， 规 定 
V*f={(x, 1) EXXR:0<tCfx)}, 
V*f={(x, t) EXRXR:OCI<Hx)}. 
试 证 ，yV*f 和 Vxf 属 于 0 代数 YXB(R)， 并且。 
G) pxMy7*PD= kxMYsf ) = 人 fan 加 
[等 式 (i) 说 明 : 的 积分 等 于 “ 髓 线 y 一 故 z) 下 的 面积 . ) 
(21.24) 习题 设 4 是 ( 0，1 ] 上 的 计数 测 度 ， D={C7X, Xx), 
xE00 ,1)}， 记 X= 了 一 [0,1)， 试 证 : | 


|， | sauaas 人 | sodaan. \ | 


这 并 不 同 ( 21.12 ) 矛盾 ， 为 什么 ? 
“508 * 


(21.25》 习题 设 《(X，Ms，4) 了 (7 了, 和) 是 如 (21.18) 
所 说 的 两 个 测度 空间 ， 试 证 ， 四 

(a) 凡 XXY 的 紧 Gs 子 集 痢 属 于 .AL :X.N，。 

(b) NZ oo CXXY) 中 的 函数 都 是 -A ,X.Y ， 可 测 的 . 

(21.26) 习题 (a)》 命 1=(0 ,1). 假 定 ECIXI 适 侣 条 件 ， 
对 于 任意 x,yEIJ，ACE,) 二 ALIN CE?)”) = 0. 试 证 8 不 是 NM,X 
A ,可 测 的 . 

(Cb) 二 证 (a) 小 题 中 所 说 的 集 B 是 存在 的 [ 设 J 是 适合 ,= ¢ 

的 最 小 序数 (参见 (4,47 ) 和 (4。48 》). 又 设 ox 是 把, 映 满 1 
的 任意 一 个 1-1 映 射 ， 规 定 z 
E={(xs, Xp): pb<a< 人 

则 对 于 任意 2， y€El, 


FE<e, IN(BE’)’ <e. 

假如 承认 连续 统 假设 (4.50 ) 是 正确 的 ，. 那么 所 有 这 些 集 便 都 是 可 
数 的 。 总 之 ， 由 《10.30 )，《(6.66 ) 及 〈6.65 ) 可 知 ， 如 果 这 些 
集 都 可 测 ， 则 它们 都 具有 零 测度 .) 

《21.27) 习题 试 证 . 存在 IXI( 其 中 I 一 ( 0， 1)) 的 一 个 
子 集 5， 它 具有 性 质 ， 对 于 任意 x,y € JS: 和 1，S7<1， 但 Se 
人 1XAM'1.【 在 以 下 证 明 概 要 中 ， 请 读者 补 上 许多 缺 挥 的 细节 . 
设 多 是 适合 1X4ACF)>0 的 紧 集 FCIXI 全 体 所 成 的 族 .J 如 (21.26) 
所 设 ， 并 设 c 一 ,是 把 Ps 映 满 纪 的 1-1 映射 取 C(x。，y。) EFo. 
如 果 B<-4， 并 且 选 好 了 534 一 {(*。 ya):ac<B}， 使 得 8* 的 垂直 截 
口 或 水 平 截 口 都 不 含有 一 个 以 上 的 点 ， 则 命 Be 一 tyETA(CFp)。) 
0}》， 由 于 4(Bp) 盖 0， 便 存在 xzeEBe fi {Xx。:a<B}’'. 现 由 于 
1( 《Fs)oo) >>0， 便 存在 ys E (Fe 人 {7oc<B). 命 S={(Cxo， 
y。) :0 之 I}， 显 然 对 于 任意 g，S 们 Fs 三 多， 从 丽 由 于 具有 下 测度 
的 任意 可 测 集 都 含有 某 个 F。， 因 此 5$S 就 不 可 能 是 可 测 的 ，) 

(21,28) ”习题 请 读者 回忆 ， 我 们 在 (20,37 ) 对 超 滤 子 及 其 
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相应 的 有 限 吉 性 测度 所 作 的 讨论 ， 设 人 VY 和 是 的 一 些 子 集 所 成 的 
两 个 超 滤 子 ， 满足 ， WY Eta ot: a€ R}, YN bY): bER, } 
对 于 任意 ECR， 规定 ， 一 


那么 6 和 在 22(R) 上 都 是 有 限 加 性 的 _ _ 设 /是 R 上 适合 条 件 imftz) 
aslimf x ) 一 8 的 任意 一 个 有 界 实 全数 ， 其 中 B 是 任 营 给 定 
的 灾 数 ， 试 证 ; : 


(a) 对 于 每 个 yER， {jer perc- C; 
CD 对 于 牌 个 * ER, fert yay) = 加 
co res 二 dp(x2d9C 一 a 


(d) [ ffxt par yan =8. 


这 样 一 来 ， 在 缺少 可 数 加 性 条 件 的 情况 直 , 对于 一 些 向 单 的 了 

而 言 ， Fubini 定 理 也 完全 可 能 不 成 立 ， | 

”以 下 定理 描述 了 ， 在 形 志 乘积 测度 时 ， 绝对 连续 性 及 厅 异 性 的 

~ -1. ,29) 定理 - 设 CX， pS 罗江 7 是 商 不 训 测 空 

间 . 又 设 /和 7 是 〈 HY ) 上 两 个 0 有限 测 度 ， "和 ?是 (Y ,1) 

上 两 个 "有 限 测度 。 如 果 几 i 才 K，i "ry, 则 有 

pt KX z 

而 且 对 于 任意 (zy 力 EXXD Wi 


d(HUX v1!) 
GD os (x, y) 0 (x) . 


dv 
dv 
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如 果 w- 作 或 9 则 有 - 
: {Ht KPt: lH A i i 
把关 于 4 的 Lebeseue 分 角 等 等 记 以 下 标 o 和 和 民有 
(ii) (CUtX2zt) 一 上 FTXyot 
(iii) 《Li+X2) :一 (LetX?et2 十 CU Xt) + Ls tx 1). 
证 假定 ut 4，vt bp， 并 设 EE.NX.NV 适合 hnXY(E)= 0， 
根据 (21.9) 得 到 


0= WXv(E)= | veg dC). 1 


由 (12.6),， 集 4 二 {x EX:2?(B.) 之 0} 具有 4 测度 0， 根据 题 设 , 则 
有 HiC4) 一 0， 而 当 x€ 4 时 ， "tCE, )=0. 因而 


px)= | vi(F, 57 人 于 J EV) ， 


= 
i 


和 he 


+ 1 Ede 


-== 0 十 人 oa 一 0. 


这 就 证 实 了 pt xy tepxa 我 们 来 证 (i)， 《为 了 简便 起 见 J 
作 了 fo， 一 一 记 作 go. 把 (21+,.13) 应 用 于 任意 je 2 (xX) X 了 ， .ex 


YY， pm). 并 注意 到 ( 19. 24)， 便 得 出 Li 
J RA KN = -| | fxs Sy ocd,” 机 


了 =] [hn fx Da ava 
| x | si , yey dro fol) dz) ,| 类 光村 


= | fe phos)go War Wa), CD - 
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XXY 上 的 函数 Cx，y ) 一 fx，y)folx)go( 力 显然 是 YX .人 可 训 
的 ， 从 而 可 以 把 (21. 13) 应 用 于 C1 ) 式 最 后 一 个 积分 ， 得 到 


|, 上 f(x, Dh go ard ) 
一 | fx, fa) go Cy dX vs, y), (2) 


然后 结合 (1 ) 及 (2 )， 并 设 / 二 54， 这 里 4EA XA ，4 XC4) 
<o， 由 此 推出 


jt yt A)= | ga who go Cy) dry). (3) 


因为 ut Xvt 是 o 有 限 的 ， 所 以 (3 ) 式 对 于 一 团 46E.Ub X .信者 是 或 
立 的 ， 而 由 (19,24 ) 中 唯一 性 规定 ， 便 证 明了 (i). 

现在 假定 x+L4。 设 B 是 - 比 中 适合 4(B) 二 0，u1(B’)= 二 0 的 一 
个 集 ， 那 么 正如 ( 21.11) 所 指出 的 ， 便 有 z 

WXBXY)=u(B(Y)=0, | 

ut Xvt (CBXY)Y ) =utXvt (BXY) 一 AtCB' )r'(Y)=0 

这 就 蕴涵 pt Xv1 上 h4X»。 对 于 任何 4，41，? 及 ”+， 都 有 
Wt Xvt= Ht THst) Xt 十 ?st) 
= t Xvyt)it ut Kyt FL Xpyot) 十 CUT Xv ), 

由 此 不 难得 出 (ii 和 (iiD. 口 ， 

Fubini 定 理 和 Lebesgue 控 制 收敛 定理 是 分 析 . 学 的 奠基 石 
Fowrier 变 换 理论 ， 以 及 很 多 别 的 理论 问题 无 不 最 终 依赖 于 这 两 个 
定理 ， 本 节 其 余部 分 ， 我 们 致力 于 阅 述 这 两 个 定理 的 若干 应 用 .以 
下 第 一 个 结果 是 一 条 简单 的 引 理 ， 证 明 空 间 XXY 上 函 数 的 4X? 可 
测 性 时 ， 要 用 到 这 一 引 理 。 

“ (21.30)” 引 理 设 V 是 定义 在 RL 上 的 一 一 个 实 值 Borel 可 测 函 
数 ， 并 满足 条 件 ， 如 果 MCR,ACM) 二 0, 那 么 9"1(M) EM1XN， 
有 AXA (9-1CM) ) = 二 0， 则 对 于 R 上 4-a.e。 有 定义 的 任意 复 值 
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Lebesgue 可 测 函数 户 Fo 9 是 -HiXAN 可 测 的 . : 

证 先 假设 1 二 64， 这 里 4E.NM1. 根据 (10.34 ) ， 我 们 有 
4 二 BUM， 其 中 BE 络 (CR)，4CM) 二 0， 则 不 妨 记 64009 = 二 4， 其 
中 z z . : 
=9-1C(A)=9-1CB) U1M). 
由 于 


1B)EBCR ICAH ,XN 1s 


Pi1CM) EN Xi 
就 f==&4 的 情况 便 证 明了 引 理 ， 因 为 
(f+g)o9=fo9i+goP, 
所 以 当 f 是 简单 函数 时 ， 引 理 也 上 成立. 

最 后 设 f 是 定义 在 RN 站 F' 上 的 一 个 复 值 、Lebesgue 可 测 函数 ，， 
其 中 FCR，ACF)= 二 0， 利 用 (11,.35 ) ， 可 以 得 到 R 上 的 一 个 复 值 ， 
Lebesgue 可 测 、 简单 函数 序列 (ss ) ， 满 足 ; 对 于 任意 x € RN ER ， 
5.(X) 一 f(x)， 那 么 对 于 任意 nEN，5。09 是 Hi1XN 1 可 测 的 ， 
并 且 除 了 在 9™"1CF) 上 之 外 ， 都 有 

s, 0 9 一 fop. 
由 于 
Xx ACPIUF))=0, 
可 见 Fo 9 是 .bi:X-h 可 测 的 (11.24)， 日 

(21,31) 定理 设 f 和 g 属 于 P81CR)， 则 对 于 几乎 所 有 x€ R， 

函数 y 一 f(x 一 y)g(Cy) 属 于 81CR)， 就 所 有 这 样 的 x*， 规 定 


GD fxgo)= | fx—yg dy 


则 ##gCz)ERiCR) ， 而 且 1fssglu<nflisllsti ( 函 
数 了 *# g 叫 做 f 和 5 的 卷 积 ， ) 
证 暂且 假定 函数 (x， 一 f(x 一 y)g(y) 在 RI 上 是 HM KM 


。 573 。 


-一 


Ti 


可 测 的 . 应 用 (21.12) 写 出 、 


人 ， rr | 对 
“ys Ep 六 di 和 


1 村 全 We d¥dy : 和 一 ~ 本 


续 
让 


EE 
& 
汪 ? 


-六 aCy A 人 ea i 


一 全 ‘el. [fl 0 | 1 1° | tal, 1 “高 

<<co 、 1 (2 
这 洋 便 满足 了 Pubini 定 理 (24 13) 的 假 湾 。 ;人 丰 : 而 对 于 几乎 所 有 
XE€R,， yf(xX—vy)g(y) 属 于 © 1.《R》， fokig CD (BY 出 扔 :一 : 衣 


| if*g | 1 人 | 全 jz—yety)dy | dx i a a i 


人 人 es-pgooled ,7s 
2 :和 | rm ,i 和 人 网 


> 2 brhr 4 mn 
i ee i Ir nr 


Te 上 jC -oaool dx rey Ry 
| 人 
= |], 1 gl < -~. 


现在 来 证 明 函 数 (x， y) 一 x 一 ya(y) 确 平 是 MY 1XNM, 可 测 
的 ， 函 数 (x， 80y) 是 MX XM Rn ; 可 测 的 ， 原因 是 对 于 任意 
,BEB(K)， 都 有 : 

(C(x, y) ER: gy EB ERX EB EM RAM 
这 样 ， 只 须 馆 明 画 数 (2 芒 了 14- 仿 站 0 KA 可 汕 的 . 对 于 
(Xx, y) ER? 站 全 “- A a * 趾 

PX, 2 二 Ty, i 

由 于 9 是 连续 的 ， 因而 5 是 BorcI 霜 漳 的 ， 从 而 我 们 二 日 证 实 有 只 只 要 
伏 必 )= 二 0 就 有 MX 9 Ca) 一 0 那么 由 (21 ?0 仿生 友基 
望 的 结果 ， 1 
,“… 设 人 是 R 的 这 样 的 一 个 孙 集 。 那么 ， 记 本 wt 
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OM= {Cx y) ER Cx- EM = Pp,, 


是 下 


其 中 P, 二 {(x， y)E RI:CxX— YEM, 加 < 人 ， 我 们 通过 验 明 对 于 
任意 zxEN， 都 有 PE M1XNM:，4X4(P,)=0, 来 完成 证 明 ， 
辕 定 n€ N， 并 选取 R 的 一 个 递 世 开 子 集 序列 (Us? ， 使 得 


MC Nn Us Hom 
Se 二 , 加 “ ee ， 

全 

z A ER EU 四 < 分， 


我 们 马上 看 出 CB， CB (RY), PC -站 Bi. 利用 Gl0 15), (21.12) 
及 (12.44)， 可 写 出 一 站 


ixa( 站 Bi)=1im AX ACB) 
k=1 


一 lim | 全 sx， Wardy 


km 


Ee 
li | | 辐 SvsCX dxdYy 


-le 2n4CU 1) =0. 


Ko 


一 


既然 P,C a Bi 我 们 便 证 明了 55 入 和 CpJ)- -0. 口 


k=l 


“有 可 能 作 某 此 函数 偶 的 着 积 ， 而 其 中 的 函数 并 非 都 属于 8 ICR7; 
全 以下 两 不 定理 愉 及 天 (2 56) 中 前 明 这 一 事实 ， -一 

.(21.32) ,定理 假定 1<p<%%， f € © 1 CR),- .而 gE€ 2 CR): 出 
对 于 几乎 一 切 xER， 函数 A A 都 属 
于 ,1CR)， 对 所 有 这 样 的 Xx， 记 . | 
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jg)= | fx—y edy, 


gu*f(X)= | A : 
风 f 兴 8 二 go a,€e,, f*gE€ LR, 而 县 z 
ee | oly, 
证 照例 ， 命 p/ -7 .并 设 hE 8 ,CR), 如 同 (21。 3 一 样 ， 
可 测 的 ， 应 用 (12.44)，(21. 12) 以 及 H61der 不 等 式 (13.4), 到 


了 人 \f Cx —y) eCy) h(x) dydx 


、 一 | IhC x )| | fCx— yg Cy dydx 
一 | laCx)l | f(D gx— Gidx 
一 | ral | laCx—t) hx))| dxdt 
< ol gl Haledt 


| ,yal “gg 


一 人 <， C1) 

(如 同 (8.1 人 和 (12.44) 一 样 ，g- :表示 由 一 坊 生 的 g 的 平移 . ) 由 于 

1 可 以 恒 不 为 堆 ， 例如 取信 *) 二 exp( 一 x*), 所 以 (1) 息 昔 涵 对 于 几 

乎 所 有 xER ， 积 分 | IfC(x 一 y)gCy) onl, CDsCw~ D1 

是 有 限 的 。 这 就 证 明了 命题 的 第 一 个 断言 。 . 
由 (1) 及 (21.13) 还 得 出 ， 映 壬 


" 9716 *- z ~ 


hn— | xy glx)dx 


是 9,CR) 上 一 个 有 界线 性 泛 函 ,并 具有 不 超过 是 有，* 上 Lg 上 ,的 范 
数 ， 定 理 (15， 12) 表 明 ， 存在 一 个 函 数 VE SP) ， 使 对 于 任意 
hE€ 2 3,,(R), 


| xxzow(zax= Ta 2 


而 且 
9 1 让 
由 (2 ) 式 ， 并 作 一 般 性 论证 ， 便 得 出 结论 : 9 二 /水 8 a.e， 还 得 出 


f*gE RCR)， 而 且 | 了 汪 gs 让 了 人 | 8 证 ae 最后 我 们 有 
人 FaCoO= | wee | fdaCx— d= esf) 


对 于 几乎 所 有 zx 成 立 ， 也 就 是 说 对 于 使 得 这 些 被 各 本数 民 于 S (CR) 
的 所 有 x 成 立 ， 口 
(21.33) 定理 设 1<b<eo， fe 2 ,CR), gE,,(R)( 这 里 


当 p>>1 时 ， pb = 而 1 一 59) 在 R 上 规定 1* 8 为 


ps0= | Fee 


则 7 # g 在 R 上 一 致 连续 ， 而 且 | 
| fg EAE, | el 
如 果 p>1， 则 fj*g€ Go(R). 
证 “ 当 办 >1 时 利用 (13.4)， 而 当 # 一 1 时 则 利用 (20。 16) ， 便 知 
道 对 于 所 有 xE RR， j# g(x) 是 存在 的 ， 而 且 | z 
ifrgl .<} fl » Tgh,.. 
其 次 设 有 任意 的 >0. 根据 (13.24)， 总 存在 6 之 0， 使 当 zizER， 
jx 一 有 < 时， , 
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Lo ra re 


| f.—f, | ;gl,<e. 
那么 当 x 一 x| 之 6 时 ， 便 有 


etre < ef eldy 
<|f—f|,. jg ,,< e. - 


这 样 ，f* 8 在 R 上 便 是 一 致 连续 的 . 
现 假定 >1， 给 定 c 六 0， 选取 二 个 紧 区 阐 F 一 (一 a a]CR, 适 


~、 -一 --- 


-A 
9 ' 四 
Fa 


),. saace! ,J la dker, 


~, 3 。 Ei , bi La 


(由 C12. 22) 或 12。 24) 立 即 推 知 了 是 存 在 的 . ) 那么 ，, 当 x.ER; 
zx >2aN, 全 有 (zx 一 x 十 <aJCF ， 由 此 


ec <||， wee 1), -wa | 


<( |， 下 2 Hg,, 十 ? ， ， 


上， ,i 和 - | ji , i, 
» ” . 


(op 
<([ 人 co ol / al» + 和 fl, ， 的 


<(| if 0 le hil. 


tht gh) 
于 是 4 在 无 穷 大 处 等 于 二， 因而 fg€ 多 CR) :0 : 
(21.354) 定理 按照 作为 乘法 的 佑 积 。 £1 CD 成 为 复 变 妆 
Banach 代 数 : 站 
证 ”我们 留 给 读者 来 做 必要 的 计算 ， 中 证 明 : 对 于 任意 
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f， gj © ,( 情 ) 和 任意 a € K， 都 成 立 人 
A 
: 闪光 测 认 二 (fxg) 中 并 的 ; 人 
0 f*g)= (of sf ig; 实 源 1 11， 
在 (23232) 中 已 如 ， 眷 称 是 交换 和 55 二 三 人 21 -3 和 
[fxg sirfl gd 
既然 £ 1 是 复 Banach 空 间 (13， 11 .那么 守 XC7 人 中 的 要 求 都 
已 达到 了 。 i 
代数 & 1:(CR) 通 常 斌 做 R 的 群 代数 
(21.85) 定理 ”代数 各; (PR) 没 有 飞 泪 单位 元 ， 
证 倘若 ,CRD 有 一 个 滋 法 弟 位 元 u， 次 是 次 ， u€ .CR), 而 
对 于 一 殷 /€ 2 CR), 和 
j} a.e, 


根据 (12， 34), 粮 估 在 实数 3 >0; 使得 


、 下 和 1 四 区 二 :rp th 


| gel. i 


SS 


全 = 6c-8,6)， 那 么 1f€ 2， CR), 从 而 消 于 几乎 所 有 x ER， 得 到 
.4 
eo, wx 一 -fdy 上 


学 人 | -iy Wy 2 


1 二 edy Ry MAD dE 和 WA 


既然 4(( 一 6，6))>>0， 那 么 必 有 x EK 一 -8 ;8)， 使 得 


f : + 于 ‘I Om jE Aidt 和 和 


1 站 dt | 人 aC) di< < jC dt<1, 
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这 个 矛盾 证 明了 定理 。 
虽然 &i(CR) 没 有 单位 元 ， 但 是 它 确 乎 有 一 些 “ 近 似 单位 元 ”， 
正 是 后 者 在 不 少 论题 中 很 有 用 处 ， 以 下 给 出 精确 定义 . 
(21.36) 定义” 设 有 一 个 序列 (ws.:C RCR)， 如 果 它 满足 
下 列 三 个 条 件 ， 则 称 之 为 近 信 单位 元 (或 正 核 (positive kernel)). 
《i) 对 于 一 切 n， 之 0; 
(ii) 对 于 一 切 s， as :一 
Ciii) 对 于 0 的 每 个 邻 域 P， 六 


EE Di 0. 


显然， 近似 单位 元 是 存在 的 ; 例如 ， 到 .一世 , 二。 


以 下 定 理 说 明 我 们 所 采用 的 这 一 术语 是 有 道理 的 . : 
《21.37) 定理 设 (1,) 是 全 1(R) 中 一 个 近似 单位 元 ， 如 果 1 志 
5< cc， 则 对 于 任意 FE CR)， 都 成 立 
lim | fxus fl 一 0. 


证 设 FER&IR) 并 给 定 e>>0， 利用 (13.24) ， 在 R 中 可 以 找 
到 0 的 一 个 邻 域 V， 使 得 只 要 yEV， 就 有 
2 1 f_y 一 上 | ?< 2 ， 
其 次 利用 (21.36.iii)， 选 取 no EN， 使 当 # 之 no 时， 
41f1 | ude 


现在 国定 一 个 任意 的 x 之 ns ,那么 (21 .31) 或 (21.32) 表 明 (了 2 一 力 
E 8 ,CR)， 从 而 对 于 任何 hE 8，(R)( 记 住 1 一 co)， Fubi 想 证 理 
(21.13) 和 Halder 不 等 式 (13、 4) 则 表明 | 


| | Cra)— Kh) dx | 
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=| | ee-paop-Koxoy)aoieoaz | 
eol sx 一 2 一 Kol loolaxdy 
< oA ft 


< | us 和 "dyt | wc)21 fl p " | 时 站 | sdy 
<elrl,,. 


这 样 ，8;.CR) 上 的 有 界线 性 涝 函 一 | (fx*w, 一 人 hd2 便 有 不 超 过 
e 的 范 数 ， 因 而 由 (15.1) 得 出 ， 当 yp 之 1 时 ， 
| frus—fl ,<e. : 

至 于 p==1 的 情况 ， 在 上 述 计 算 中 无 非 是 取 h=1， 口 

(21.358) 评注 (a)》 我们 现在 研究 RL 上 各 种 函数 类 的 Fourier 
变换 . 这 种 变换 在 分 析 应 用 中 是 极其 重要 的 ， 三 描述 Banach 代数 
8 1《R) 的 结构 时 也 大 有 用 处 ， Fourier 级 数理 论 与 Fourier 恋 换 理 
论 之 间 ， 既 有 其 很 类 似 之 处 ， 也 有 某 些 重要 区 别 ， 以 下 论 述 中 过 
到 此 类 地 方 时 ， 我 们 将 指出 这 种 相似 和 差异 

(bp) 我 们 复习 一 下 函数 fE & ， (RD) 的 Pourier 变 换 f 的 定 义 
(16。,36):， 对 于 任意 y€ RR， 


(i) ff f= (2n) | fxyexpC—ixy dx. 


为 了 方便 起 见 ;(i) 中 写 上 了 因子 (2r) ”六 读 者 会 注意 到 Fourier 
系数 了 (Cn) 定义 (16.33) 中 所 用 到 的 正规 化 : 即 所 有 积分 都 除 以 27. 
这 样 做 就 使 {fexplinx)},ez 变 成 (一 Ti) 上 的 正规 正 交集 ， 还 顺便 
得 到 了 (16。37》, (18.28) 及 (18;29) 中 一 些 有 用 的 结果 ,倘若 我 们 用 


| …d4 来 代替 cam:| .ad 那么 陈述 有 这 些 定理 时 就 和 
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一 -一 


数 复杂 蕊 了 ,就 Fourier 变 换 而 言 , 也 有 类 似 情况 ， 用 因子 (2r) 一 六 
“正规 化 ” 找 论 及 的 积分 是 很 有 道理 的 ， 在 适当 时 机 我 们 要 指出 这 
样 做 的 理由 . 


(ec) 其实 ， 也 家 各 苍 f … 汉 都 用 ss -hie 是 很 


方便 的 ， 在 (21.38) 一 (21.66) 备 自 中 ， 我 们 就 约 必 都 信 样 代 痊 ， 闪 
约定 ， 当 1 委 0< co 时 ， 


et Wie -| Li 


和 4. 
中 入 


| 3 


| Kt 次 站 过 攻 


而 分 别 由 (C21， LDR 3 从 知道 # 以 下 两 外 不等式 关 


‘i 1 | 六 8 ssf 由 utig | 以 人 OF Fd, 
a:! i 相 fr pg js 宏 是 有 Fg. 次 本 二 志 


明 然 俗 成立,.. {1 3 
加 ,我们 的 第 [个 庆 理 是 很 简单 的 ,。 人 
(21.39) Dy eran 如 打上 是 于 :1 CR 出 
上 属于 第 ARD. A A 二 时 ey 人 
证 对 于 非 过 7ER， 我 们 有 | 


f(y)= (2r) 开征 KG?expk 一 [Xp dx 


CD D2 J Hop i i 


$s i 


. i :这 所 pe 二 全 f(x)exp CG i 外 二 jz 本 


本 He 和 ey . \ 和 


池 本 把 诸 宇 事实 辐 (16.35) 相 对 照 . 
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-bao -#1(# 23)erpc mer 
21fCy) =| cm 一 各 人 fcr)expC—ixy)dr 
一 (27) 一 去 | 1 (ceo | 


(27) 2 上 下 2 pm)| dx 


| = C27) -| oA: De 


考 虚 到 (13， 24), 这 就 表明 当 让 | 充分 大 时 ， 1 全 CO 可 任意 小 
尚 需 证 明了 是 连续 的 . 给 定 。 >0， 取 一 个 紧 区 间 了 工 一 (一 00] 
(a>0), 使 


4 小 Wok dx<e, . 和 0 1) 
然后 到 3 >>0, 全。 | 


of el ace 2 


既然 对 于 任意 zxE R， 都 成 立 Sin < ul ， 那么 二 KD 和 (2D 失 知 
当 y，tE€ R， 世 之 6 时 ， . 


(27) 六 站 《4? 十 £) 一 f Cy)l |! ， ~ 
=| | Feoexp( 一 ?pz?Cexp( 一 5 一 Daz| 
| . | j 
< | Hzx 放 »« lexpC—itx)—1| dx 


站 583 站 


= 上 六 xz) | sin(- fx la : 


<2), et lol ， lixl zt 


< of ee dx 加 
< E . 


这 样 ， 了 了 在 R 上 便 是 (一致 ) 连续 的 . 口 
(21.40) 评注 显而易见 ，Fourier 变换 f 一 了 一 一 它 把 
£1(R) 映 入 E "CR) 一 一 是 线性 的 ， 它 也 是 有 界 的 ， 这 是 因为 


了 | “一 SUP (2r)》 se foxpC nna | 


< 一 | fooldz= Hf 


下 一 个 定理 则 表明 ， 这 一 变换 还 是 保 乘积 的 ( 2 ,中 的 卷 积 变 成 6。 

中 的 点 态 乘法 ) 。 Fourier 变 换 又 是 1-~1 的 (21.47) ， 而 且 其 值 域 在 

6 ,中 一 致 稠密 (21.62.b)、 看 来 没有 简单 的 方法 来 水 质 上 描述 @。 

中 这 样 的 表 数 ， 即 对 于 某 个 fE  :， 它 具有 了 的 形状 . 
《21.41) 定理 设 f;，g 都 是 1(R) 中 的 函数 ， 则 


) fxrg=}.8 8 
和 人 我 们 有 


~ _ | - 
fung = (C27) 二 | fr gx)expC—iyx) I 
(2x) | cm -去 | Kx 一 DgGDdicxp( 一 pz8 


”88 人 4 ， 


= | g(t) | xx— Dexpl~ iyx)dxdt 


| = | sp | FoexpCiGF dd 


=- 二-| glexpC™—iyt) be fexpCiyw dudt 
= f(y). 8 (y); | / / / 

我 们 充分 利用 了 Fubini 定 理 和 (12. 44). 口 

接 下 来 我 们 研究 从 一 个 函数 的 Fourier 变换 怎样 来 重新 构造 这 
个 函数 . 关于 Fourier 级 数 的 类 似 问题 在 前 面 (18。 29) 和 (18。 47) 已 
经 讨论 过 了 ， 以 下 引 理 清楚 地 表明 ， 这 一 问题 与 用 一 个 近似 单位 元 
卷 滋 一 个 函数 ， 以 此 来 源 近 这 个 函数 的 问题 二 者 之 间 是 密切 相关 
的 . 

(21.42) 引 理 设 /kt 都 是 &:CR) 中 的 函数 ， 记 x= 人， 并 假 
定 对 于 任意 !E R，u(t) 二 zi( 一 !)， 则 对 于 任意 XE R， 


(DD (2x) | fF (yy)explixy) dy= jsx(x) 
= (2z) 一 诅 { F(x 一 5322(3725， 
证 设 x€R， 由 于 函数 (s, 二 AD 属于 81CRXR), 在 
下 列 计算 中 便 可 应 用 Fubini 定 理 ， 
G2) | 文 whexplisy) ty 
= 二 上 | | f(DexpC~ iyt)dtik(y)exp ixy) dy 
-工人 TCD | KoDexp( 一 5 一 zy2dyd 


= (C2x) 一 二 | ACR Ct x) de 时 


一 (2z 一 二 | ‘Jax—Ddi 1 
uf(x)= ftu(x), . 口 / 
(21.43) 点 访 可 和 性 定理 设 ( 如 i 是 名 1C 如 中 一 个 函数 
序列 ， 记 w= 假定 对 于 每 个 CEN， 有 wu,€ RCR), (27) 
ja 以 及 对 于 任意 1€ R，w( 一 已 =x(D. 此 外 , 还 假定 
存在 一 全 鸭 数 zy: Ea 它 具 有 以 下 三 个 人 性质- : ~ i 
(DD. 2UE BICb0, :Sef7 A 的 
“GIi)... -4 在 (05 [上 是 非 增 的 和 绝对 连续 的 OO 
加 lily. :对 于 任意 t>0 及 任意 mE N， (| nae 则 当 厦 
1 (R) 中 一 个 函数 ， 而 x 是 1 的 Lebesgue 点 时 ， 就 有 


(Civ) lim (2) i j ,fkaCy)explixy) dy= f(x). 、 
Rp * 7 3 0 下 4 | i 


特别 ， 当 f 在 x 连续 时 ，(iv) 成 立 ， : 
证 设 x 是 了 的 一 个 国定 的 Lebesgue 点 ， 关 嵌 到 引进 C21， 42)， 
只 要 证 明 limf* w(x) 二 人 x) 就 行 了 . 我 人 有 


ful#)— f= 2m | Kx 一 Do(Dat 
nt dia 
" } 
一 (27) 一 二 | KGz 一 D 一 Ko)mCDd 
+ Gr | Cer) Hr) war 
一 Cry EFCx+D + 2 uD dt 
(1) 


如 同 (18.29) 一 样 ， 雇 pC 二 f(x 十 让 十 JCx 一 和 一 21(x)， 既 然 对 于 
RN | 由 Gab 甘 便 得 由 


Fs 
‘Em 
mi 


} IfeusCx)— fx) se ‘la)| nant) adi. (2 
” 型 控 a } 
ED» 2 Qn tO ue EY 


A a 人 Ne 


;所 
3 和 
“十 
区 


A 
< 和 1 
当 h 之 0 时 ， 命 :大 丰 者 江 和 AR 和 2 
~ » 


A jn > a 
.D(H)= | pe ED | :YL 


降 然 * 是 1 的 Tebesgue 点 18， 全 Cy 


~ P<E, hE a). z (3) 


ve 
虐 然 非 增 ， 并 属于 8 100,c0()， 壮 实则 入 侧 由 黎 必 (12.24) 就 知 


道 存在 一 个 整数 no， 使 当 n>no 时 , 便 有 


{ 
co £) rN CN, JS 一 2 
| Wdy< 5 (4 ) 
| Cc z 
而 县 hm CD 1 一 
MUHCNC ) 一 -一 na (nn ) 所 |: 和 ， : 
人 DU ei 《3 "4 人 站 过 Ce 
S| ~ 二 J ~ 


~ 


5 ~ 9 
sm [usa os) 
现 设 a 是 大 于 一 max( 二 ， 小) 的 会 各 烙 数 |- 则 有 mm， + 


ww 了 .| 
| p(t) nunt) di= | | na Cpt dt 
0 . 0 CN 


二 je! |2CD| nuCnt) di + | pl nuCnt)at . 


把 ( 3 ) 式 应 用 于 7，， 和 


7 去 | ec maul0) din@(L Jp<eo 二 < 和 0 >》 


为 了 研究 1;,， 我 们 进行 分 部 积分 (18.19)， 利用 ( 3 ) 和 (5)， 并 再 
进行 分 部 积分 ， 则 得 到 下 列 估 计 式 : 


73 一 jp (pO nuCnt)dt. 
= Panura)— D(H JuxC1) 

- | ， .Dre Cad 本 
Coreorel Je 


一 | Dnu nt)dt ,， 


< tu | Ens CdD 
| CC” Cc . 17 a C 


2 £ £ 
二 二 十 WO) 一 已 (nou(na)— ant) dt 
< 全 二 2.0) 二 二 十 2(0) 十 和 | uydy 


he er 


中 请 记 住 (mn) 
" 588 


<<(2e+2u(0) 十 [sway) < 8) 
以 下 利用 显而易见 的 估计 以 及 (4 ) 式 ,可 写 出 


Ts= | lp run dt / 
< J “CCxtt) + Cx))| ruCnty dt 
+2 jc 本 uCnt di 
mCne) «21 Ft2 Ya) r- ww 


SLND (9) 


这 样 一 来 ， 绪 合 ( 2 )，( 6 )， (7), (8) 及 9), 我 们 便 得 出 久 
论 ， 当 n>n1 时 ， 就 有 i 
”aa (x)— Fx) < ee. | 
由 于 凡 f 的 连续 点 都 是 1 的 Lebesgue 点 ， 定理 的 最 后 一 个 断言 也 是 
成 立 的 . 口 

(21.44) 注意 读者 想必 已 注意 到 (21.43) 和 (18.29) 两 个 证 
明之 间 的 类 似 性 ((18.47) 则 不 同 ). 处 难 把 (18.29) 拓 广 到 核 
(xn)?.1 所 成 的 核 类 一 一 它 具 有 周期 25 ， 并 满足 对 (21.43) 中 的 
(x.)” ;所 加 的 那些 假设 条 件 ， 在 (21.43) 和 (18.29) 的 论证 中 ,其 
本 质 差异 仅仅 在 于 前 者 需 用 Fubini 定 理 交 换 积分 次 序 , 而 后 者 只 
含有 和 数 与 积分 ，《 当然 ,等 式 了 | 一 | 了 是 Fubini 定 理 的 特 
例 ， ) 
有 不 少 序列 (有 3; 满足 (21.43) 的 条 件 ， 我 们 下 面 举 出 这 种 序 
列 的 三 个 古典 例子 ， 在 各 例 中 读者 都 应 验证 (21.43) 的 假设 条 件 都 
是 成 立 的 . 


rc 于 he 
wie trp rte A 


| 


.91.45) 例 (a) 命 后 Go ex 二- 光 ) 允 于 叙 人 2 
有 


和 于 


由 这 硬 ,站 (8 划 送 攻 于 这 设 十 通 地 生还 熙 是 
| exp( 一 2 ly ?exp (一 站 dy、 = 
RCR > A ACORN: 二 oh ~ 


= 上 exp((a—1il) 2ayt END 
Se (EX | | 
1 1 1 1 i 
le Len gn pi) 
和 ~ i x x 3 


ww 
] epi CetiDD] 


afin a it 、 
Neh | Sd: (CORTENY 
_ 24C 
0 十 给 “: 


1。 入 
i 
(Ce) .Lb CNIS i ¢) 3 可 


因此 : 


茶 汕 对 对 和 匀 首 CCDC8D 1 全民 信人 全 开 来 一 各 六 
mit)= k=( 


a 
对 于 (21,43) 中 的 画 数 wt 遇 关 让 、 et 
最 出 容 商人 个 一 汪 题 从 加 2 yi! 二 


机 Le 
和 ; 


«0-(2) te 
二 起 , 、 
入 个 (08,8705N, LS、 和 a 3 


谤 人 序列 ee- 和 为 Kg 路 ES 
bo, 辣 1 et i 对 于 任 沁 加 六 由 并 部 
斥 分 江 得 本 人 CSD 人 CN 生计 在 计 攻 该 拉 法 这 ,7265) 
fi 让 了 eA wy 人 . 永生 NV cin 2 让 本 ER 4 人 水 
. 帮 .和 、. ， De ! 本 人 a 罗 A 1 VW 了 
各 多 慎 {edb) eilyy 人 €i DS 
| 人 0 [a < 对 

汽 昧 下 明 革 道生 全 人 EN- ie SY 和 全 
强 各 六 王 办 人 C003， ya 全 人 瞪 让 


人 二 
个 这 昔 少 数 数 风 个 可 以 通过 观察 计算 出 来 的 Fouricr 变 换 之 一 


人 
“590 


本 中 | 
一 CE 
-3 2 Ci nf) 2 和 
Rm _wG= 人 GD- gm 0. .| - 人 


2" 


= 这 个 床 列 (a)? 区 为 Foej6r 接 。 还 可 参 
看 下 广 (21， 55) 外 


.Cc) - 命 K 0 要 证明 


生疏 


和 二 -人 oa La 3 


这 里 取 zx= 一 xi。 这 个 序列 叫做 Gauss 核 . 

《21。467 注意 《a) 定理 (21， 43) 和 诸 实 例 (21. 45) 说 明了 
定义 了 前 积分 中 要 加 上 因子 (2z) 一 去 的 道 天。 加 上 这 全 因子 之 后 ， 
我 们 用 来 积分 Fourier 变 换 的 那个 积分 ， 也 正 是 用 它 来 积分 原始 函 
数 . 这 是 很 方便 的 ， 而 且 有 助 于 后 面 某 些 推 证 (21.53)，” 

(b) (21。,45) 中 所 列举 的 三 个 核 ， 显然 都 可 以 理解 为 取决 于 
任意 正 实数 a， .而 不 依赖 于 正 整 数 %.. 当 a 一 oe 时 ， 等 式 (21， 43iv) 
对 于 这 三 个 核 都 是 成 立 的 . 

“21.47) 推论 (唯一 性 定理 ) 如果 f，g 都 属于 ,CR) ， 并 且 
站 = 5， 则 f=g a。 e. 于 是 f= 六 是 1-1 的 ， 四 

. 证 ， 命 h= fg 那么 0 .从 而 由 C21。 43) 和 (21， 454a) 推 知 


(x)= 1im 『 0 ， :CDexp(Gixy)dy 一 0 本 


,对 于 1 的 所 有 Tebesgue 点 都 成 立 ， .名 对 于 几 也 本 有 xER 都 成 这 


《18.5)， 口 
°. BO:* 


(21.48) 评注 . 下 一 个 定理 说 明 , 有 时 用 很 初等 的 方法 就 可 以 
从 半数 f€ 8 (RR) 的 Fourier 变换 了 重新 获得 函数 f .关于 Fourier 
变换 ， 与 Fourier 狼 数 的 部 分 入 f 相 类 似 的 表达 式 最 詹 是 


GD ， Gom 一 ¥ °F)erpciny) yy 


而 且 这 一 表达 式 当 4 一 oo 时 的 极限 ， 如 果 存在 ,就 等 于 与 Fourier 级 
数 的 和 数 > fyexpCinx) 相 类 似 的 量 、 众所周知 ， 这 两 个 极限 


并 用 一 四 


都 未必 存在 ， 但 是 ， 假如 他 jy & 1:(R), 当 4 一 “时 (的 极 限 : 很 


i 


。 夯 就 要 证 明 这 一 点 
(21.49) 上 ourier 反 演 定 理 设 十 8， 《RD 下 一 个 通 数 ， 如 果 
了 也 在 ,CR) 中 ， 则 对 于 的 每 个 Lebesgue 点 x， 都 成 立 


0G) (2m) 一 二 ? exp Gnas ft). 


因此 了 北 乎 处 处 等 于 @， BN RCR) 中 一 个 函数 . 如 果 f 连 续 ， : 
则 Ci) 式 处 处 成 立 . : 
“证 假定 了 E81CR)， 养 设 x 是 1 的 一 -个 Lebesgue 点， 按照 
C21, 43) 和 (21， 45.a)， . 便 有 
Fx) = im (2x) Poem (时 yl )expCixy) ds 
oD) 
此 外 ， 对 于 任 部 0E 对 及 任意 yE R; 都 成 立 ， | 
” 怪 (y)exp 人 和 Jeace (< 1 tok “(2) 
而 且 对 于 任意 YE R， 有 可 
四 limexp (+ 2) 1. i 站 (3) 罗 


由 于 他 | EeeiCR)， 从 (1)，(2)， (3) 以 及 Lebesgue 控 制 收 敛 定理 
(12.30) 便 知道 (i 让) 成 立 . 

定理 (21， 39) 表 明 (i) 式 左边 是 6 oCR) 中 -一 个 函数 ， 从 而 可 知 第 
二 个 断言 成 立 . 因为 两 个 ae. 相 等 的 连续 函数 万 是 同一 个 画 煞 人 

见 最 后 一 个 断言 也 成 立 . 口 ， 

我 们 现在 打算 规定 2 ,CR) 中 所 有 函数 的 Fourier 变 换 ， 先 要 建 
立 两 个 引 理 . 

(21.50) 引 理 假定 f € SiCR)IIn ee-(CR)， 并 假 定子 是 实 值 
的 、 韭 负 的 ， 则 了 属于 8 1CR)， 从 而 就 而 言 ，(21.49) 的 结论 都 
成 六 ， 

证 试 考察 Abel 核 


YY2AN 去 n 
"=F) trp 
对 于 任意 xER 和 任意 zcEN， 有 


ixxsCol 一 (2z) 2 | | fx- uCas | 


a Reed 
: j,i(* DT 


< 上 二 -| 一 全 一 = 171。 


7 


、 在 (21.42。i 中 命 * 一 0， 并 利用 (21.45.a)， 则 对 于 任意 EN ， 得 
出 四 
(27) -二 | fyexp (—22t)ay=pru(0)< | fl -<c。 
(1) 
烃 然 了 非 负 ， 便 可 以 把 B,.Levi 定 理 (12.22) 应 用 于 (1 ) 式 左边 ， 得 
, 593， 


到 
(2 二 | 了 opa<1f1。<oo 
因此 了 属于 8 1CR)， 由 (21,49) 知 道 其 余 结 论 正确 、 口 
(21.51) 引 理 设 FE 81CR)， 在 R 上 规定 了 为 
fx)=R—x5, 
则 对 于 任意 y€ RR， 


人 


Cy)= f(y). 
证 ”我们 有 
于 (<(2z) ~ | 了 cexp( 一 ic)zz 
一 (2z) 二 | R= exp(iyxX) dx 


(27) | fpexp( 一 ppDd 


= 了 f(y). 中 
就 FE R:(R) 而 言 定 义 了 的 过 程 ， 其 第 一 步 如 下 ， 
(21.52) 定理 设 f€ 81CR)N R82(R), 则 fE 8s( RR)， 


并 且 
, .一 去 人 2 ,7, ,eo 一 去 2 D 
G) (2m 二 | Fide (2m) | elsez 


GO(Ci) 中 的 ( 2z) 表 固然 无 关 紧 要 ， 但 但 如 果 在 (21.38。i) 中 不 写 上 
因子 (2z)- 访 ， 等 式 就 不 成 立 了 .。 


* 5694 ， 


证 了 如 (21,.51) 所 设 ， 命 

一 大于. 
”由 于 了 ， 了 E 81CR)， 便 有 gE€ 81(R)C21.31)， 从 而 (21.41) 和 
(21,.51) 北 洱 


又 由 于 ff € 22CR), C21, 33) 则 表明 g€ 6 ,CR). 于 是 g€ 8 1(RR) 门 
oR)， 从 而 (21.50) 表 明 

1 了 1 := 8 € 8 ,CR), 
而 且 反 演 公 式 (21.49,i) 对 于 g 来 说 处 处 成 立 ， 这 是 因为 连续 的 毕 
族 ， 因此 对 于 所 有 x ER， 


C2m | frty) Toddy= 28)¥ | za 
fx Fx) = (2 [2g 
=~f*f (x)=g(x) 一 (27) | Bg (y)explixy) dy 


= (2 | IFC rexplixy)dy, (1) 


在 (1) 式 中 命 X 一 0 。 便 得 到 (i)。 0 
(21.53) Plancherel 定 理 存在 8,(R) 到 2 ,CR) 内 的 唯一 的 
一 个 有 界线 性 变换 工 ， 满 足 : 对 于 & :CR)n Re:(R) 中 的 任意 六 
Tf= 了 ,0 
此 外 ， - 
(i) 对 于 任意 f€ RCR)?，17f1 := 一 人 1712， 
《1ii) 对 于 任意 f,g€ © 2 CR), ‘Tf,Tg)»= 《f, g»; 
@ 函 数 了 Tj 叫做 f 的 Fourier 变 换 . 有 些 作者 称 它 为 Plancherel 变 措 ， 


不 过 “Fourier 变 换 ” 这 个 术语 用 得 较为 普 避 ， 因 此 我 们 保 廊 这 
一 名 称 。 


Ciii》 了 把 2.《R) 映 满 人 :CR)， 
证 在 8 1 人 8。 上 规定 T 为 


: Tf= 了 ， 
由 于 GoCgRgnhg&， 由 (13.21) 郑 道人 2 在 & ,中 稠密 ， 双 于 
fcER&:， 设 (f 是 Rn 8; 中 适合 上 f 一 了 ,1 上, 一 0 的 任意 序列 ， 那 
人 么 (1 ) 帮 是 & :中 的 Cauchy 序 列 ， 从 而 (21.52) 草 涵 


1rf 一 TFT = | ff El 

. (ms oy 

这 样 ,CTf) 也 是 &: 中 的 Cauchy 序 列 , 而 鉴于 只 :是 完备 的 (13.11)， 
便 有 唯一 的 一 个 函数 TJFE &:， 满 足 ， 
Tf—Tf, 1 :一 0 (一 co). 
不 难看 出 Tf 与 所 采用 的 特定 序列 (f,) 无 关 ， 这 样 便 定义 了 8 到。 
内 的 T， 还 不 难看 出 T 是 线性 的 ，(21.52) 叉 缠 涵 
Irfl sliml Th l= limlf, l= ll. 


其 中 (Cf,) 如 上 所 设 ， 因 此 (i) 成 并 . 既然 T 是 保 范 的 ， 所 以 是 有 界 
的 、1-1 的 ， 由 (i》 和 极 化 恒等式 (16， 5) 就 得 出 结论 (i 让 一 一 它 说 明 
了 由 范 数 确定 了 内 积 ， 唯 一 性 语句 是 由 下 述 事 实 推出 的 ， 即 如 果 两 
个 连续 芍 《 蜂 入 一 个 Hausdorff 空 间 的 》 映射 在 其 公共 定义 域 的 某 
个 稠密 子 集 上 一 致 ， 它 们 就 在 所 说 的 定义 域 上 处 处 一 致 . 

尚 需 证 实 T 把 8 ; 映 满 整个 ,，。 既 然 T 保 范 ; 而 ;又 是 完备 的 ， 
T 的 值 域 便 是 &* 引 的 闭 集 。 因 此 只 要 证 7 的 值 域 在 &: 中 稠密 就 可 
以 了 ， 、 
我 们 来 计算 算 子 TT 的 伴随 T*C16.40)， 对 于 f,P9E R81 有 8:， 记 


gx)=(27) | pexpdizyyay, ® (1) 

于 是 得 到 : 
这 就 是 说 ， 正 如 (21.49,i) 所 定义 的 、g 是 9 的 反 演 Fourier 变 换 。 
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由 - 


Top 一 《To 一 | 7 
f Tf, P= C2 | fy) TO dy 


1 ' 
= | | fyexpC—iyx)ax HDdy 


1 . 
2 | re | wpexpGizyyayax 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


一 (27) 记 | re g(xX) dx= lf, g», (2) 


这 里 根据 Fubini 定 理 是 可 以 交 挽 次序 的 (因为 f,9 € 8 1CR), 所 以 被 
积 函 数 属于 8 1CR?))， 既 然 呈 i 由 2, 在 8 ,中 稠密 ， 而 且 对 于 任意 
hE€ Ps,， 映 射 j 一 《f, 有 在， 上 连续 ， 那 么 (1) 和 (2) 蕴 涵 ， 对 于 任 
意 9E€ 2, 门 RS 和 任意 x6E 玉 ， 


CT*OICx)= C2) | pcexpCizy) dy=7(—z), (3) 


设 2,% 属 于 & :人 Rs*， 并 记 
f=T*9, g=T™y. 
那么 (21,41) 和 (3) 式 蕴涵 对 于 任意 x ERR， 
z Boy C2) = PBB) =f gC +). (4) 
由 于 f, g 属 于 2，，(13.4) 则 表明 fg 属于 8 1，9*#Y 也 就 属于 8 ,此 
外 :9*# 还 是 连续 的 (21,33)， 这 样 一 来 ， 便 可 应 用 (21.49) 来 反 演 
x， 对 于 任意 y€ R， 得 到 


-去 (> oe 
pxp = C20 -二 | pnp Cryexpliyx)dx 
一 C22) | fC~2)8C—x)expCiyx) dx 
C27) | ,eyexrpC—iyx)ds 


= fg(y). : (5) 
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闻 时 ，(4 和 (21.39) 还 表明 fgE GEo， 从 而 
fgEpgineiceineR:， 

〈 不 难 验证 上 述 包含 关系 ， 从 略 ) 因此 由 (5) 式 看 出 ， 对 于 任意 %， 

JE Rn SR: ，2x9 属 于 7 的 值 域 ， 

现 设 (y,) 是 一 个 近似 单位 元 (21,36),， 并 且 (Y,)C81N Re, 又 
设 pE Rn e:. 前段 说 明 对 于 任意 n€EN，9xp,E rngT. 而 (21.37) 
指出 
| lim 9~— Pp, | ,=0; 

由 此 ， 既然 rngT 是 :中 的 闭 集 ， 便 有 %ErngT、 于 是 (82 
rngT， 从 而 rngT 在 8 ,中 稠密 . Di 

《21.54)” 评注 (Ca) 从 (21， 53) 的 证 明 中 看 出 ， 如 果 9,VE 28! 
人 285, 则 必 存 在 一 个 遂 数 hE 8 1 站 5 os 通 合 有 一 gay， 其 实 ， 久 二 
fe， 这 里 /二 T*9，g 二 T*y z 

(b) 就 讨论 问题 的 方式 而 言 ， 定理 (21.53) 类 似 于 Riesz- 
Fischer 定 理 (16.39)， 当然 ， 证 明 这 一 定理 要 比 证 明 (16.39) 难 得 
多 了 . 这 是 由 这 样 一 个 事实 造成 的 ， 即 8 1(( 一 zz)) 刁 2i([ 一 x， 
区 )， 而 ,CR) 却 既 不 含有 1(R)， 也 不 含 在 8 1CR) 中 ， 

《21.55》 例 Piancherel 定 理 可 以 用 来 求 某 些 积分 值 ， 我 们 


以 积分 Fejsr 核 (21.45.b) 为 例 来 说 明 这 一 方法 . 对 于 a >0， 显 而 
易 见 ， 


eol 二 |， Ero (dy = (a): 
: 根据 C21. 52.1), 当家 : 

1 Te :2) 。 本 
”很 男 显 . i 
/ fimo OO 一 人 am) 到 | sxpciozax 
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一 (2ry -去 exp(—iy0) ~—exp(iya) 
—iy 
吉 ， 
-8) ge, ” 
合 (1) 和 (2)， 对 于 任意 正 实数 a 便 得 到 


in(ay): , . | . 
Lm] a (3 
就 Fejér 核 来 说 ， 则 对 于 任意 z， 痢 有 / : 
(2) | (2z) -去 | Se | di=1. (4) 


介绍 Fubini 定 理 的 下 一 个 应 用 之 前 ， 我 们 先 布置 用 于 习题 ， 说 
明 并 推广 卷 积 和 Fourier 变 换 这 两 个 概念 . 

(21 .56) 习题 (W， 五 oung) 设 pyg 和 i 都 是 实数 ， 并 县 
1>p, aq>1, 天 十 去 一 1 二 地 >>0 假定 有 € SRPD ， 5 &Rv(R). 
试 证 ， 着 积 疡 = 属于 ， CR), 而 且 : 

Hixgl sf ， Hgls, 
1_1,1 


【提示 ee 并 且 a=% 六 一 工 十 下， 二 = 二 二 二， 
注意 到 工 十 了 十 上 一 1 ， 并 对 于 乘积 


(rz 一 PElgG5 下 (fx 一 Di 2) 人 (lgo5l ) 
运用 广义 H6lder 不 等 式 (13， 26).) : 
(71, 57) 习题 (a) 对 于 FE 8 1(R)， ER, 命 
Kx) 一 f(x 二 a)。 
: Ff) = f Cyexpliay), 
(by) 试 证 ， 如 果 ffE€ 1(R)，。aE€ Rs eC Texp i 于 


么 对 于 任意 yER， 
a 599 0" 


faly)=( fy), 
(c) 设 f, gE 8 ,(R)， 试 证 : 


| fCx) 8 (x) dz= | 了 (xy gx) dx. 


(d) 设 /属于 &:CR). 试 求 要 使 7 成 为 实 值 的 ， 了 应 满足 的 充 
要 条 件 . 再 求 要 使 了 成 为 偶 函 数 ， /应 中 的 充 开 条 伍 

(21.58) 习题 〈a) 试 求 两 个 函数 f,g€ :CR)， 它 们 都 处 
处 不 等 于 零 ， 但 fxg=0. 提示， 利用 (21.57.b)，(21.45.b)， 
(21,47) 及 (21。41)， ] 

(b) 假定 1€ 了 1(R)，fxf=f ae 试 证 1f=0 ae “ 

(c) 假定 fE 8 1(R)，fxf=0 a,e. 试 证 f=0 ae。 ““ 

(21.59) 习题 (a) 设 fE 8 1CR)， 并 对 于 任意 XE R， 记 

2(X)=—ixf(x), 

又 假定 g€ & ,CR). 试 证 了 在 R 的 每 一 点 都 具有 有 限 导数 ,而且 
人 1 一 8，( 提 示 ， 证 明 | 全 所 全 一 1| < |x|， 并 利用 (12.30).) 

(b) 假定 1€ 2 ,(R)，f 在 R 上 绝对 连续 ，fr € 8 1(R)， 试 证 
对 于 任意 y€ R， 


fiy fy). | 


(提示 ， 记 
"5 z MM 
Kb) f= | fF Grd, | 
并 应 用 (12.30) 来 证 明 
limf(b)= limf(a)=0, : 
然后 记 


人 人 / : 
f (y= 1im (27) | (x)expC—iyr) dx, | 


并 进行 分 部 积分 ， ) 
eggr。 


《21.60〉 习 赂 在 R 上 规定 1 为 fx)=exp( 一 写 )， 试 利 用 
(921,59,2) 证 明了 = 了 (提示 . 记 了 一 9 根据 (21 .59.a7 便 有 


oO)=i2m 二 | 《一 YY) exp( — < )expC—iyx) dx. 


”进行 分 部 积分 ， 则 对 于 任意 yE€ R 可 得 出 8'(y) 二 一 ypCy)， 对 于 任 
意 yE R， 入 证 为 [7G erpC 71 注意 到 


cocor-(] ea (全 Jo) 人 (ee 人 区) 


加 | ,exp (于 汪 ) jaCx，y) 


~ 全 | exp (~ )rdrd0=27, 


由 兹 可 知 2%(07 一 1， 

(21.61) 习题 (a) 设 ER:(CR)， 假定 2 在 R 上 是 二 次 可 微 
的 ， 9’ 和 9 都 属于 8 ,CR)，9 和 9%/ 在 R 上 都 绝对 连续 ， 试 证 : 存在 
一 个 函数 JE 全， (R), 俩 得 了 一 9 (利用 (21 59.b)， 证 明 对 于 任 
意 y€ R97(y)= 一 了 :ply). 由 此 得 出 PE 8 ， 《R)， 然 后 利用 反 演 定 
理 (21。49)。] 

(b) 试 证 ， 当 9?9,8' 及 只 都 属于 & ,CR)N 站 GEoCR) 时 ，9 一 定 满 
足 (a) 的 题 设 , 本 

(21,62) 习题 (a) 设 F 是 RR 的 一 个 紧 子 集 ,，U 是 R 的 一 个 开 
子 集 ， 并 且 FCU.。 试 证 ， 存在 一 个 函数 fE £ :CR)， 使 对 于 任意 
y€ FF， 有 了 (y) 二 1， 而 对 于 任意 yE RNU' , 则 有 了 (?)=0. (利用 
(21.61) 或 (21.54.a).，) 

(b) 命 

ACR)={ :ER (R)). 
试 证 3 CR) 在 ECR) 中 关于 由 一 致 范 数 导出 的 拓扑 是 笛 窗 的 . 《 利 
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ee 


用 Ca) 小 题 以 及 Stone-Weierstrass 定 理 . 】 了 
C21.63) 习题 (a) 设 c 之 0， 试 证 ; 


| [2] dy= 2 


( 命 1 = 一 bg. -a os 计算 人 并 应 用 Plancherel 定 理 ， 
参看 (21.55).，】 
(b) 试 计算 


| [2 ] dy. 


[利用 (21.53,.ii)，(a) 及 (21 .55》。)】 
Cc) 当 g € 了， nE€15,6, 7 时 ， 试 求 以 下 积分 值 ， 


sin(ay) 用 
| dy. 
《21.64) 习题 本 习题 需要 一 些 有 关 解 析 函 数 的 基本 知 识 .3 
(a) 设 f,8 是 8 1(R) 中 的 两 个 函数 ， 并 且 对 于 任意 x 之 0， 
Ox)=g(X)=0. 假定 fxg=0 a.e, 试 证 /二 0 a,e. 或 g = 二 0 aoe， 
{提示 . 考虑 一 个 复数 xz 一 :十 这 其 中 去 0， Fourier 变换 了 可 以 扒 
广 到 


T= C27) -去 | expC—izx)F cr), 


证 明 是 人 Imz<0} 中 的 解析 浮 数 ， 又 是 {3: Imz<0} 中 的 连续 台 
数 。 证明 
Te 


fxg (z)= (2z ) 8 (2) (Imz 妇 0)， 
这 样 ， 解 析 函 数 了 8 8 在 {z:Imzs<0} 中 便 但 等于零， 由 此 可 推 知 在 


中 本 教材 别处 并 不 需要 预先 具有 解析 函数 知识 ， 尽 管 大 多 数 读 者 想 
必 已 具备 这 方面 的 基础 。 本 书 其 它 地 方 反正 都 不 用 (21.64)， 
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telmz<c0y 中 ,条 -0 或 8 = 0， 假 如 了 一 0， 那 么 对 于 任意 :ER 
也 有 字 (s) 一 0、 于 是 唯一 性 定理 (21.47) 表 明 f=gaseJ] 

(b) 试 证 Hermite 还 数 (16.25) 是 8 ,CR) 中 的 完全 正规 正 交 
集 ，[ 提 示 . 设 f 是 ,CR) 的 任意 一 个 元 素 ， 对 于 一 切 zEK， 命 


Fz) = (C27) 六 | ,exp (~izx—-S-)FD dx. 


证 明 对 于 一 切 zEK，F(z) 都 有 定义 ， 而 且 F 在 整个 z 平 面 上 解析 . 
再 证 明 F 的 4 阶 导数 "由 下 式 给 出 


， 下 
F(a)=(20) (~— i)’ | rrexp(—izx—- 竺 -) FAD ds 


如 果 f 与 所 有 Hermite 通 数 正 交 ， 则 寻 于 任意 n€ 40,1 ,2… 都 有 


FeO ODE CD" | wrexn (天 Joxr 
从 而 本身 必 恒 等 于 零 ， 对 于 实数 z， 则 得 到 


0 =F(s+2i0) 
一 《27) -二 | eXPC 一 ?3SX 7) exp( 一 为-)dz， 


由 此 根据 (21.47)，exp 一 的 一 0 a。.e, 因 而 f= 二 0 a.e.) 
(21.65) 习题 关于 CR 的 结 移 的 进一步 讨论 在 本 5 习 题 
中 ， 我 们 指出 Banach 代 数 & ， (RD 的 某 些 代数 性 质 ， 它们 类 似 于 
(20,52) 中 就 6 olX) 所 得 到 的 那些 性 质 . 一 . 
(a) 设 3 是 8 1CR) 中 一 个 闭 理 想 ( 定 义 见 (20,52)).，; 试 证 : 
fe 9 及 aE€ 了 蕴涵 f。€ 3., 【提示 ， 就 gh€ RCR)， 4ER， 验 证 
(gah gx(he) = (g*h)o, . 
603% 


于 是 ， 当 Cw”) 是 8 ,(R) 中 一 个 近似 单位 元 (21.36) 时 ， 关 系 式 
uCf fo, (za )xFE S 

便 证 实 玉 f,€ S，) : : 

(b) 设 M 是 8 ,(R) 上 一 个 积 性 线性 泛 函 ,就 是 说 ，M 是 8 :CR) 
上 一 个 非 零 线性 泛 函 ， 并 且 对 于 任意 六 gcE&:CR)， 都 成 立 

M(fxg)=M(fM(g),. 
试 证 : 对 于 任意 /E€ & ， (RD, 
CPP lef ,. 

【重复 (20,52) 中 就 ColR) 所 概述 的 证 明 ，) 

(c) MM 如 (b) 小 题 所 设 . 试 证 {fE€ 8 1CR):M( 有 ==0) 二 3w 是 

8 :(R) 中 一 个 闭 极 大 理想 。 

《4d) ”AM 如 (Cb) 小 题 所 设 ， 又 设 x 是 任 意 一 个 实数 ， 了 属于 
& CR)n 3xw 试 证 ， 

( i) 数 Y(xz)= 了 CD)VMCT ) 与 无 关 ， 

(ii) 要 数 x 一 XC*) 是 RF 的 连续 画 数 ,并 且 对 于 任意 *,yE RR， 
XXTFy)= XXIXCY); 

(iii》 jxXi 二 1,， 
(提示 ， 当 f,g€ 821《R)，xE€R 时 ， 则 有 (f)*g=fx(gs)， 
MODMCg)=MCDM(g:)， 由 此 

_M(f,) _ M(g,) 


bid 


M(f) M(g) ° 


然后 着 碟 oyE 尼 正 闻 Cc) 和 (a) 两 小 题 所 指出 的 ， 如 果 邓 (用 六 0， 
那么 M(f) 关 0， 所 以 : 


MAC 8 Mf ) 


取 fE 8 ,CR)， 使 得 MC Ff)=1， 那 么 
Cxty) x) = [MG )— MNS Tf mt, l, 


一 | f,—f | i 
根据 (13.24) 便 得 到 
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lim ixCxt+ y)—xXCx) =0. 
因此 XxX 是 连续 的 .此 外 还 有 
Xx = lI) Ef = ifh:, 
所 以 X 文 是 有 办 的 ， 这 就 蕴涵 |X| =1.)】 

”Ce) MX 如 (b) 和 (d) 两 小 题 所 设 ， 则 对 于 任意 fE 8 ,CR)， 
都 有 z 
M(f )= (27) -二 | x x)dx. 

[提示 ”根据 (20.19)， 存 在 hE 了 。(CR)， 使 对 于 所 有 fE€ 8 (CR)， 

M(f)= (C27) 一 寺 | faaz. 
取 g CE 8 ,(R)， 使 得 MC(g)= 二 1， 则 对 于 所 有 yy ER， 


ee 


HC = MB- ) = C27) | gx—yhCr) dz. : 


对 于 任何 ER ,CR)， 则 有 
(27x) - 喜 | fay 


=(27) ， | | gcx—y) hx) dxf Cy) dy 
一 (27) |! | | gCx—wf dyhCr) ds 
= (2z) -二 | gwfCx)hCx)dx 


—M(8g*f) 
=M0). ) : 
({) 凡 Banach 人 代数 ,(R) 上 的 积 性 线性 泛 画 M， 对 于 某 个 轿 
定 的 yER 而 言 ， 都 具有 如 下 形状 


M(f)= (27) 4 | FrGz?exp( 一 zz)dx， 
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这 就 是 说 ， 了 的 Fourier 变 换 了 表述 了 所 有 积 性 线性 泛 函 在 了 的 
值 .[ 利 用 (e) 小 题 及 (18。46.a). 】 

(21.66) 注意 在 C20。52.f) 中 识别 了 ColX) 中 的 闭 理 想 ， 就 
人 :RD) 而 言 ， 闭 理想 就 要 复杂 得 多 了 .迄今 为 止 还 不 知道 怎样 来 完 
善 地 表述 它们 ， 这 种 理想 所 成 的 某 个 类 显然 是 下 述 形式 ， 对 于 一 个 
闭 集 FCR， 命 

Sr= (fcER 1CR): 对 于 任意 yE FF， 了 Cy) 二 0}. 

大 家 知道 ， 在 & ,《R) 中 确 乎 有 一 些 闭 理想 并 不 具有 这 种 形式 ， 但 目 
前 几乎 没有 什么 进一步 的 了 解 ， 关 于 这 方面 的 详细 论 述 ， 请 参看 
W.Rudin®. z : 

”我 们 现在 转向 Fubini 定 理 的 一 个 截然 不 同 的 应 用 一 一 得 出 很 
一 般 铺 况 下 的 分 部 积分 公式 . 

(21.67) 定理 (关于 Lebesgue-Stieltjes 积 分 的 分 部 积分 法 ) 
设 a 和 Bp 是 R 上 任意 两 个 实 值 非 减 水 数 ,4。 和 46 为 其 相应 的 Lebesgue 
一 Stieltjes 测度 (9.19)。， 则 当 a,5ER，a< 过 b 时 ， 就 有 

(i) hal(a, b()=a(b—)—a(a—); 

(ii) Aal{b})=a(b+)—a(b—); 

(iii) As(lta, b))=a(b+)—a(o—); 


(iv) | pz 二 )d4sCx) 士 | Q(xX— )d/s (Xx) 
[ae $1 . lie] 
=a0pb+ D+)—ala— bla—); 
BCX++)+p(x—) 
C4) | EY dx) 
十 | al(Xx 十 ) 十 a(x 一 ) dAsCx) 
《en 了 2 
=-Qkb 十 )B(0b 十 ) 一 ae 一 )6(Ca 一 ) 


DW.Rudin, Fourier Analysis on Groups, lnterscience 
Publishers，New York，19862， 第 七 章 ， 
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证 对 于 xER， 规 定 
ZukXYJ7 一 CCX 一 ) 一 CC0 一 ) 
那么 co 是 R 上 适合 co(0) 王 0 的 一 个 左 连续 非 减 函数 ; 这 就 是 说 ，c 
在 (19.46) 意 义 下 是 正规 化 的 ， 很 明显 
Qo=0—~ Qa(0—), 
或 许 在 a 的 (可 数 个 ) 不 连续 点 出 现 仅 有 的 例 外 ， 这样 ，(8.17) 列 
涵 着 在 @n。 "CR) 上 两 个 Riemann-Stielt jes 积 分 S。 与 S。 ,是 一 致 的 ， 
因此 (9.19) 裘 明 
1。 一 和 4。， 
由 (19.47) 可 知 
oa, BO=h1o, Ca, b=a(DO—a lo)=a(b—)—a(e—); 
所 以 (i) 成 立 ， 根 据 (19.52) 得 到 
4D}= ha ({b})= limos (b+ — ob) 
=lima((b+h)~—)—ab—)=a(bt) ab—)) 
所 以 (ii) 成 立 ， 等 式 (i) 和 (ii) 相 加 便 得 出 (iii)， 
为 了 证 明 (iv)， 命 
E={(x, y)E[la, bX(a, b):y<x). 
由 于 E 是 紧 的 ， 便 有 EEB(R?)=B(R)XB(R). 应 用 (21. 8.iii) 
得 到 


| 1a (EB) dA (x) = | NEVdNsy), (1) 
[2, $3 _ [eco 点 ] 


由 于 对 于 任意 Xx,y Elasb)， FE,=—[a,*x), E’ =[(y;b), 那么 把 等 式 
(iii) 应 用 于 (1) 式 [显然 ， 等 式 (iii) 不 仅 对 于 c， 而 且 对 于 B 也 是 成 
立 的 )， 便 推出 


| ; BCxt)dasx)— Ba) albt) aa~)) 


@ 原 书 误 为 ao(6), 一 一 译 者 注 
。607. 


- | ,Cob+) aCy—)) dy) 


at)BGH) Aa) | ay dh 


(2) 
”现在 (2) 式 中 把 y 换 成 x*， 移 项 便 得 到 (iv).。 为 了 得 出 (vr)， 只 要 在 
(iv) 中 互 换 < 和 ， 把 这 一 新 等 式 加 到 (iv) 上 ， 然 后 除 以 2 就 行 
了 . 口 
” (21.68) 评注 比 (21.67) 更 为 一 般 的 定理 可 以 按 以 下 方式 用 
公式 表达 ， 即 允许 a,B 是 R 的 每 个 有 界 区 间 上 的 任意 两 个 有 限 变 兰 
函数 ， 并 考虑 相应 的 广义 或 复 Lebesgue-Stielties 测 度 ， 所 要 研究 
的 只 是 通过 引用 Jordan 分 解 定理 (17.16)， 把 这 一 更 为 一 般 的 情况 
化 为 (21.67) 的 情况 ， 我 们 把 这 件 事 留 给 读者 去 做 . 假如 4,8 都 是 
"绝对 连续 函数 ， 由 4。 区 4，4s 安 4，(21.67) 就 变 成 了 (18.19)， 
(21.69) 定理 ( 积分 第 一 中 值 定 理 ) 设 / 是 (a,b) 上 任意 一 
个 有 限 ( 非 负 、 电 可 数 加 性 ) Borel 测 度 ， f€E GC (a,b])， 则 存在 一 
个 实数 £&， 适 侣 a<&<p, 而 且 


{ ,fodp)=F Ca, 5)). 
证 ”由 f(a,5) 是 闭 区 间 ( 也 可 能 是 单一 的 点 ) 这 一 事实 以 及 
显而易见 的 不 等 式 
min{f (0) :x Ela, Dir py 1 人 CdUCx) 
<<max{ff(xzJszcEra， b)}, 
便 直 接 得 出 本 定理 . . 口 z 


(21.70) 定理 (积分 第 二 中 值 定理 ) 设 c,6 是 (ey 纪 上 两 个 
实 公 非 碱 函数 ， 假 定 8 是 连续 的 ， 并 设 4* 是 相应 于 有 的 Lebesgue- 
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Stielties 测 度 (9.19)， 则 存在 EE€)a,b(、 使 得 
(了 | ‘ax) dhs x)=aa) BE) — Ba)) 


+aCb)BD) — BE)), 
证 当 xX 过 a 时， 命 
a(x)=ala), p(X)=p(a), 
而 当 x 之 b 时 ， 则 命 : 
a(x)=a(b), BCx)=B(D). 
设 4.，4s 是 相应 于 Q,B 的 Lebesgue-Stielties 测 度 。 那 么 
z : a(a—)=a(a), al(b+)=a(b), 
而 对 于 所 有 xER， 
BCx 十 ) 王 BOx 一 ) 一 DZ) 
从 而 (21.67,v) 变 成 


| BCxydasCxz) 十 | EOE) dhs CY) 
aa 61 a» $1 


一 CCDD)OCDD) 一 CGIOCa) (1) 
根据 (21.69)， 必 存在 EE }a,bt， 使 得 


| BCr dds (x)=B Ea b= a) ae)). 
人 5 ， 


(2) 
既然 8 是 连续 的 ， 则 对 于 任意 x， 便 有 4s({x /=0(19.52)、 由 此 


| [dx 一 | aCx)dAs Cx), (C3) 
tae. 51 2 b1 . 


这 是 因为 两 个 被 积 函数 仅 在 一 个 可 数 集 上 不 同 的 缘故 . 
把 (2) 和 (3) 应 用 于 (1)， 则 得 到 


BE Cah) — ala))+ | oC)d As) 


=a(tb) pb — ala) pla). . (4) 


显然 由 (4) 式 便 立即 推出 (Gi) 式 ，“ 口 

Fubini 定 理 的 下 一 个 应 用 ， 其 本 身 就 是 很 有 意义 的 ， 另 外 ， 我 
们 打算 介绍 的 另 一 个 应 用 ( 见 后 面 (21.76) 和 (21.80) 两 个 定理 ) 也 需 
要 它 ， 

(21.71) 定理 设 (X,-MV,4) 是 一 个 oO 有 限 测度 空间 ，f 卫 是 X 
上 一 个 非 负 、 实 什 、 尼 可 测 函 数 ，E 是 .YN 中 任意 一 个 集 。 又 设 9 是 
一 个 实 值 非 减 函 数 ， 它 有 定义 域 (0,co)， 并 且 在 任意 区 间 (0,a) 
(a 宝 0) 上 都 是 绝对 连续 的 ， 还 假定 9C0) = 二 0， 当 1 之 0 时 ， 命 

:= {XEX:fCx) Lt. 

则 


CD | vofcraxcr)= {pCEN GY as, 
证 利用 (18.16) 可 以 看 出 


| o fCx) duCx) = | scoCe o PCxzyduC2z) 


fx 
= | si(x) | p’ (1)didu(x) 


一 | cm) |# o, fect CH) C1)dtdu(x%). 


(1) 
又 XL0,co( 上 的 函数 (XY 外 一 510， fz)L( 力 是 集 {X59 四 :有 (X) 之 由 的 
特征 画 数 ， 这 个 集 正 是 如 (21.23) 所 定义 的 Vxf. 所 以 它 是 -AX 
可 测 的 ， 从 而 XX(0,o[ 上 的 汕 数 
(x, ti) Eg(X)Eros ac (1) 
便 是 非 负 的 、-YUX.HM; 可 测 的 ， 因 此 可 以 把 (21.12) 应 用 于 (1) 式 最 
后 一 个 积分 ， 由 此 得 到 


| EeCx) | se. fe tt) (1 didu(x) 
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一 | | sc js I(t)P’ (tdrdulx) 
= | | és)éto, teed) Gd 
- | | Sax)é0 Cr du) (dt 


| czneow war. 口 ， 


(21.72) 推论 (X,_NH ,1)， E,f 和 Gi 如 (21,71) 所 设 ， 又 设 
了 汪 >0. 则 有 


(ji) | 三 44 一 aznceoar 
、 加 人 


证 在 (21。 71.i) 中 命 op 人 (一 如 ，， 口 

(21.73) 注意 当 p 一 1 时 ， 等 式 (21.72.i) 可 用 作 | fa 的 定 
义 ， 只 要 (0,co( 上 的 Lebesgue 积 分 为 已 知 就 行 ， J ,Radon@ 就 曾经 
采用 过 这 一 方法 来 定义 Lebesgue-Stielties 积 分 @， 还 应 当 指 出 ， 
当 了 一 数 征 某 个 xc 有 限 、. 女 可 测 集 的 外 部 等 于 零 时 ， 这 时 即使 X 不 是 
0 有 限 的 ，(21.72.i) 对 于 FE& (XAM 4) 仍然 是 成 立 的 ， 

我 们 所 要 介绍 的 Fubini 定 理 的 最 后 一 个 应 用 ， 是 用 其 证 明 一 
个 著名 定理 , 这 一 定理 归功 于 英国 数学 家 G.H， Hardy(1877- -1947) 
和 J,E.Littlewood(1885—.  ). : 

《21.74) ”记号 和 定义 在 (21.74) 一 (21.83) 中 ， 我 们 要 一 直 
采用 以 下 记号 和 定义 ， 首 先 ,f 是 R 上 一 个 非 久 ,广义 实 值 ,Lebesgue 
可 测 函数 ， 并 且 对 于 所 有 紧 集 F， 都 有 | .ja4<oo, 按 以 下 规则 定义 
玄 数 1 人， f40 及 f5， | z 

(DJ,Radon, Theorie und Anwendungen der absolut addi= 

tiven Mengenfunktionen, Sitzungsberichte Akad. Wissenscha~ 


ften Wien 122, 1295-1438(1913)。 
回 也 称 为 Lebesgue~Radon 积 分 .一 一 译 者 注 
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拉 Cx)= sup{ | ‘farme )x ,col ) 


fj25 Cx)=supl ! | faaizE)-=， x[ }; 


XxX—U 
f(x)=max{f " (x), fx)}. 
对 于 每 个 ! 污 0， 命 
z Gi:= {xX:f (x) >+}; 
Mif= {x:f Tx CF=1, 7 
M= {x:f (x)>1). 
(21.75) 引 理 对 于 任意 上 >0， 成 立 等 式 


(GD AM)=1 | fa (nm D 
和 不 等 式 
(ii MDO<2 | fd 
- Mt 


证 我 们 只 就 j=? 的 情况 证 明 (i)， 至 于 j 一 ! 的 情况 几乎 完全 一 
样 ， 不 难看 出 ，M9 是 开 集 ， 这 是 因为 在 Jx,co[ 内 函数 


> 1 一 
” | aa 


是 连续 的 。 设 {B47:()?.: 是 适合 条 件 
M， 一 {] JPi, val 


的 两 两 不 相交 区 间 所 成 的 唯一 的 区 间 族 (6.59)， 考 虑 一 个 区 间 
Bisp st 《 筷 当 然 可 以 是 无 界 的 ) 。 对 于 每 个 x € JBisyi ls 开 集 


N,={s: | Faas—x), st x, ?INR } 


非 空 ， 当 入 = 一 ce 时， 这 是 显然 的 ， 当 <co 有 时， 倘若 对 于 某 个 
.612 - 


XEIP, yt, N. 是 空 集 ， 那么 必定 有 ww 过 yj， 使 
| > 一 人 
于 是 得 到 
w w pe 
| fa = fei- faa4>1Cw sy ty x) 
3 


=t(W—Yy.). 
这 一 不 等 式 蕴 浪 y: E M4 引出 矛 慎 . 命 S: 一 supN 我 们 要 证 
5: 二 7 i， 倘若 5, 之 Yi.， 便 成 立 等 式 


Sz . 
| faA=1i(s,.—xX) : 


遂 过 人 简单 的 连续 人 性 论证 就 可 证 实 这 一 点 ， 因 为 集 N,, 非 空 ， 所 以 存 
在 一 个 实数 € )ss9p.)s 使 得 


| fdA>i(y— ss). 
Ss 
由 此 可 见 
(far>10—*), 


昭然 ?之 这 就 出 现 矛 层 . 所 以 对 于 一 切 x* E2pisyys( ,都 有 ss; 二),， 
从 而 不 等 式 : 


J 
| fd4>H 一 ZX) 
成 立 ， 命 x 一 有 则 得 到 
加 yp 
| fd41 之 1 一). 
BB: 


如 果 P, 二 一 吕 或 者 7, 二 2， 便 推出 等 式 (i)， 如 果 )B;,y,{ 有 界 ， 便 
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人， Ta 

流 是 因为 ,并 不 属于 0 因此 在 所 有 情况 下 都 有 
pr 
| fdi=it(y:—B). 

等 式 (i) 得 证 ， 


为 了 证 明 (ii》)， 我 们 注意 到 MM, 二 Mf"? Um 由 此 得 到 
ACMOSAM "TF ACMiD i 


=1| | faa+ ju a 


2 
< jy faih, 痢 


(21.76) 关于 人 ,《p 记 1) 的 Hardy-Littlewood 极 大 定 理 设 
p 是 一 个 实数 ，p 之 1。 记 号 如 (21.74) 所 设 ， 则 


Gi) | oo 了 <- 工 | PaiTG=n D), 


GD | | Ga T <2 | Pei 
证 (依次 ) 利用 (21， 72)，(21.75.i)，Fubini 定 理 C21, 12) 
以 及 H61der 不 等 式 (13,4)， 计 算 如 下 : 


| cos Gy?rex= | pe ac) a 


一 PD | | f(x)}adxdat 
=7 | | gyfer-sdtdx 
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= 也 | | 


Cf DCxY ?I 
了 | Ke) HS 二 了 dx 


< 二 ij ,fa 于 
| | ee? a]. 


-aE fe [fe 
一 = 一， 那么 当 人 (jE 8 ;时 ， 可 推出 不 等 式 (i)， 为 
了 验 明 这 一 点 ， 利 用 (21.79.i)[ 它 仅 依赖 于 (21.75)) 可 写 出 


| den) dre 


TR | | Keara 


然后 作 如 上 论证 ， 便 得 到 


fAdcs) 
| Cf Mr dr 区 CT YE |， CfCx)) dx, 


可 以 利用 Fubini 定 理 的 原因 是 , 集 Ja，oo) 在 映射 (x D- 
501.0)CX) 下 的 逆 象 , 当 a 之 1 时 为 名, 当 a 之 0 时 为 RX(0 ,ool, 而 当 
0 过 a 之 1 时 则 为 {(x，):f4Cx) 之 让 ， 上 述 每 个 集 都 是 乘积 可 测 
的 . 
以 (21.75.ii) 为 基础 ， 经 过 同样 计算 可 证 明 (ii2。 “日 
叙述 以 上 定理 时 ， 通 常 以 区 间 代 兰 R， 而 f4"”， 了 4 和 f4 则 为 
较 小 的 遂 数 .下 述 推 论 就 包括 了 这 种 情况 ， 

(21.77) 推论 f 如 (21.74) 所 设 , 此 外 还 假定 E 是 一 个 Lebes~ 
gue 可 测 集 ， 并 且 fCE’)= 二 4 0)， 设 p 1， 则 成 立 
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确 i 


(i) 「 oreopyar<(C2 | roraz OG=r, D 


(ii) | f° (x) dx <( (2) J f(x) dx. 


证 “既然 对 于 非 负 的 g 总 成 立 | ， sik gd 本 结 里 便 是 


(21.76) 的 直接 推论 。 口 
(21.78) 评注 ”假如 (21,77) 的 集合 在 菜 个 区 间 Ca， 有 中， 
则 当 a<x<B 时 ， 显 然 有 


fe x) = sup{- 1 fatx<t<p8 }. 


这 是 区 间 情 况 下 f4 "的 通常 定义 ，f42 和 六 完 全 类 似 . 

关于 8 ,中 的 函数 ，Hardy-Litttewood 极 大 定理 还 有 一 种 变 
型 ， 正 如 常见 的 情况 那样 ( 有 点 难以 理解 )，8 (p> 1 ) 情形 下 
正确 ， 但 8 ,情形 下 却 不 对 ， 我 们 需要 以 下 引 理 . 

(21.79) 引 理 ”记号 如 (21.74) 所 设 ， 对 于 任意 4EJj0，1 
和 任意 1i> 0。， 有 


(i) ACM:7?’)< fdA (j=r, 1)， 


mr | 
(1—11 Gr 


2 | 
《1 一 天) | sa. 


《ii AMIS 


证 在 R 上 函数 g 规 定 为 
f(x), fx)>Kkt, 


g(x)= {， 网 


则 得 到 : 
fs x) 一 $ up( = | gdA 
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+ 一 fa:y>x 于 
3 一“ x, JE Gts 四 
<g2” (xz) 十 Hi 
记 Nv 一 (xige(xX) 全 人 (> 0)。 显 然 
M:” CNu-ea 
把 (21,75.i) 应 用 于 函数 g， 便 得 出 


, i ， 。 
4M < | gd4. (1) 
(F—k)t Nk 


由 于 在 {x: 失 x) 信 Ht} 上 ，g 半 0，(1 ) 式 右边 的 积分 便 等 于 
fai; 


Ne 1 人 Gt | 


由 此 可 见 


MCM < | 了 
这 样 ,就 j=7 便 证 实 了 (i);， 就 ==! 怎样 得 出 (i), 以 及 怎样 证 明 (ii)， 
这 都 是 显而易见 的 . 口 
(21.80) 关于 & ;的 Hardy- Littlewood 极 大 定理 立 数 三 如 
(21.74) 所 设 ， 并 设 也 是 . 妈 ;中 任意 一 个 集 ， 对 于 适合 0<k< 1 的 
每 个 b 成立 


(i) | fd4< 寺 ACE) 
+ jC log fe) dxO (7 一 六 D, 


GD | f1a2<i gtrf Cx de 


而 当 0 < 之 p 之 1 时 ， 则 有 
请 记 住 log 1'1= max{logt，0}) (0<!1 二 % )，。 参 大 (13.37)， 
.617 。 


1 AE)!? z , 
Gi | Fa ( | fd) =n D, 


， ACEY 1 ON 
Civ) ja )a4<2 dE (| 1a1) ， 
证 为 了 证 明 (i)， 我 们 利用 (21.72) 及 (C21.79) 计 算 如 下 ，; 


| fraa= (acty: sf > a 


= (Cau:n Eydt 
-| + 人 


1 1 | 1 
< ACE)+ T 一 元 Gat 


1 


= ” 1 c 
[二 /rt ns GR XI dxdt 
A(E) ,1 = 1 1 
kk ey | xy | Sen? t dtJax, 


~ (1). 
C1 ) 式 来 一 行 中 的 积分 (…}， 当 fx) 之 1 时 等 于 


bp 1 
| 41dt=10gf(x), 


iE 


Wf 时 由 为 零 (这 里 可 用 初等 计算 ， 你 愿意 就 用 020, 5) 也 


ACE) + . 
Tr 了 | relog f(r) dx. 《 2 ) 


由 (1 7 和 (2 7) 便 直 扫 得 到 (i2， 为 了 证 明 (ii)， 在 (t7> 式 中 用 
. 818 . 


《21.79.1i) 而 不 用 (21.79.1i). 
证 明 (iii) 时 ， 需 作 略 为 不 同 的 论证 ， 设 a 是 任意 正 实数 。 不 妨 
”假定 (8)> 0， | fd4<eo， 那 么 ， 利 用 (21.72)， 可 写 出 - 


J 1 44 jacon Edi 


上 
加 ? | Tp | 
， oo 
AUB + | | rards 
“7 Ci 


ei J rien na), es， 
推论 (20.5) 表 明 


iowa (PD) froas 


不 难 验 证 
| ssé0,x)ds = fa), f(x) >a, / 
‘0 | f(x)<<a. 
茎 然 p 小 于 1，(3 ) 式 末 一 行 便 等 于 : 


ET (x)max{0,07 ~—f(x)? 1}dx, 


这 —p 好 r= 一 天 ) 二 | 
z 4) 
”而 (4 ) 又 不 超过 . . / 


1 ， ?十 力 | p ~ 
Eyer+ ( nr afd jz 和: 《5) 
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2 0 EN 


如 果 把 5 ) 看 作 a 的 函数 ， 可 以 看 出 它 在 a =T5C4(E)) - 中 fd4 


处 刚好 取 极 小 值 . 对 于 这 个 (65) 的 什 流 等 
1 AE)!-? ? 
CI 1p (J a2)’, 
因此 对 于 适合 0 之 £ 之 1 的 每 个 +， 便 有 


| 7 ya < (|). 


命 f 一 0 ， 就 得 出 (iii2， 在 上 述 论证 中 ， 利 用 (21.79.ii)， 作 显 而 
易 见 的 修改 ， 便 可 推出 (iv).、 口 
(21.81) 习题 命 


1 
f(x)= zany ，X 3 |, 
0， 其 余 ， 
试 证 : f€E 吕 1(R)， 而 f° 6) Ee 1《R),. 【提示 ， 证 明 当 
1 4 1 
zc 0， 到 时 ， Eo | 
(21.82) 习题 (T.M.Flett) 对 于 函数 fERi (CR)，bt> 
1， 命 41 (办 表示 适合 上 fs 一 4ADD 了 的 数 。 在 &;CR) 中 
rn 1-1)p 1 to, 1{, 


f.(xX)= 
0 ， 其 余 。 


试 证 limAfn(p) = 由 此 证 明了 (21.76.i) 中 的 党 数 1 一 - 乃 是 


最 佳 可 能 值 . / 
(21.85) 习题 (人 .LL.Phillips ) f 如 (21.74) 所 设 ， 试 证 ， 


post (mir | fa 一 co<tSxsuc<eo， 中 
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$ 22 ”无穷 多 个 测度 空间 的 乘积 


(22.1) 引 窜 ”如 果 有 人 往 上 抛 硬币 次， 就 有 2" 个 可 能 的 结 
果 ， 每 个 结果 是 由 0 和 1 所 成 的 n 元 数组 ， 换 句 话说 ， 结 果 数 是 {1， 
2 ，3 ，…… 好 到 {0，1 内 的 函数 的 个 数 ， 直观 上 很 明显 ， 假 如 
这 枚 硬币 均匀 ， 这 些 函 数 中 任意 两 个 出 现 的 机 会 很 可 能 是 相等 的 
例如 ， 所 有 n 次 上 抛 都 出 现 正面 的 机 会 ， 与 正面 、 反 面 、 正 面 、 反 

、… 交 错 出 现 的 机 会 很 可 能 正好 是 一 样 的 ， 直 观 上 看 来 同样 苏 
白 ，“ 在 大 量 实验 中 ”( 当 ? 和 趋向 ce 》， 结 果 大 概 是 这 样 的 ， 即 出 
现 正面 的 次 数 约 为 抛掷 总 次 数 的 一 半 . 我 们 可 以 把 “大 概 是 ”这 一 
词语 理解 为 ; 对 于 {0 ,1 (二 序列 二 (1 to，…, 1,，"…) 全体 ， 
其 中 对 于 所 有 j， 刀 等 于 0 或 1] 上 某 个 适当 选 定 的 测度 4， 我 


们 有 
et HE) | 


可 以 设想 ， 研 究 概 率 测度 ， 例 如 这 里 所 指出 的 测度 ， 其 最 方便 
的 途径 是 ， 考 虑 测度 空间 的 无 穷 乘 积 ， 这 一 事实 足以 说 明 为 什么 要 
收入 这 一 节 . 除 此 之 外 ， 在 整个 分 析 学 里 ， 测 度 论 中 不 少 重要 而 又 
有 实用 价值 的 构造 及 其 应 用 ， 也 无 不 依 束 于 测度 空间 的 无 穷 乘积 上 
的 测度 ， 由 此 看 来 ， 这 一 论题 极为 重要 ， 不 容 忽 视 . 

用 于 研究 无 窃 乘积 测度 的 一 些 概念 堂 无 难 理解 之 处 ， 只 是 记号 
很 复杂 ， 大 概 有 点 令 人 望 而 生 苦 . 读者 自始至终 都 要 牢记 住 (22.2 
中 的 记号 才 行 . 

(22.2) 定义 和 记号 ”整个 这 一 节 ， 对 于 含 在 某 个 指标 集 厂 中 
的 每 个 y，《 工 ;， MM， wy ) 将 表示 一 个 测度 空间 ， 其 中 人 > card 

W 而 且 对 了 任意 ?CT ， 都 有 45， CT， ) 王 1 命 


T= XT 


Ya 
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T 的 元 素 ， 通 常 记 作 t= (1,)， 这 里 夫 表 示 t 在 ?的 值 . 

符号 9 ( 带 下 标 或 不 带 下 标 ) 将 表示 三 的 有 限 子 集 ， 余 集 9/ 将 
总 是 就 六 而 言 的 ， 即 9/ = 天 2 

对 于 适合 gs JJCT 的 任意 集 A， 命 


T = XI, 


PEA 
( 比如 特别 说 来 ，Tr 二 TT)。 应 当 注 意 ， 当 J 持 夏 时 ，Ts 并 非 工 的 
子 集 . : 
对 于 QQ 二 {1，92s ym} 己 厂 《所 有 yj; 互 异 〉， 设 Bo 是 集 
Ay XAy, XX A Ay, EAMy,) 
全 体 所 成 的 集 族 这 是 与 关于 两 个 空间 的 乘积 的 可 测 和 矩形 相 类 似 的 
一 些 概 念 ， 对 于 六 的 任何 子 集 MJ， 设 .A 是 含有 一 切 集 AoX Tyno* 
(其 中 心 了 到 遍 - 的 一 切 有 限 子 集 ， 而 4o 则 取 遍 2 的 所 有 集 ) 的 了 。 
的 子 集 所 成 的 最 小 代数 ( 不 是 0 代数 ).® 又 设 -Ns 是 0 代数 (人 4)》， 
并 把 .4 写成 . 妨 ，. 录 r 则 写成 .6 和， 应 当 指出 ， 就 有 限 的 2 来 说 ，e 
代数 .bo 正好 就 是 9CEo)， 
(22.3) 讨论 我 们 的 目的 在 于 构造 MY 上 一 个 (可 数 加 性 ) 
(i) ACT) 一 1， 
(Gi) 当 4，E.A (ij 一 b 2，…7) 时 ， 
LACCA XA I XTy, ,yay 
= CAy hy CAyo) Cd 
然后 我 们 要 就 这 一 张 积 测度 ， 来 证 明 与 Fubini 定 理 相 类 似 的 两 个 
命题 ， 以 下 先 建立 一 个 专门 引 理 . 
(22.4) 引 理 设 {J。}。1? 是 厂 的 非 空子 集 所 成 的 一 个 两 油 


EE 


OD 记 .49o xXT sne' 作 为 了 s 的 子 集 ， 我 们 便 犯 了 一 点 小 错误 ， 尽 管 所 
指 的 意思 是 很 明白 的 。 为 了 辩 明 这 一 点 ， 请 参看 (22.4). 


二 本 
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不 相交 集 族 ， 有 j=7. 则 映射 


(1) (tr (C(tfy)ye so) oer = DH) 


是 把 7 映 满 乘积 空间 
x 了 1p 一 了 
的 1 一 1 映射， 而 映射 则 把 -YV 映 满 含有 一 切 集 


XX As, 


. FEeP 


的 rt+ 的 子 集 所 成 的 最 小 代数 .b+ ， 这 里 对 于 任意 CE P， 44, € 
-WN 1,， 并 且 仅 有 限 个 集 4 4 与 Ts 不 同 . 

证 “ 引 理 的 第 一 个 断言 是 一 目 了 然 的 ， 映 射 中 无非 是 “重新 组 
合 ”了 (tr)vez 中 的 各 项 fir， 为 了 证 明 第 二 个 断言 ， 先 考察 集 


A= X ArCT, z (C1) 


YEF 


其 本 了 ArE My, 而且 集 人 = {yET: Ay 丰 Ty} 是 有 限 的 ， 


B= BCA)= x (xa) : (2) 


EP rEédPD 


既然 集 2 有 限 ， 那 么 除 有 限 个 集 之 外 ， < 41 都 等 了 To。， 而 且 很 
了 明显， 每 个 兴 .4* 都 在 Yao 4 中 ， 因 而 @C4) 便 在 -Yi 中 ， 


显然 ，-WVH 力 是 含有 形 如 (1 ) 的 所 有 集 4 的 7 的 子 集 所 成 的 最 小 o 代 
数 ， 由 于 人 多 是 1~1 的 ， 它 便 保持 所 有 Boole 运 算 不 变 ， 因 此 

/ 3 DMICAT. : 
不 难看 出 ， 集 族 -YV1 力 是 含有 形 如 ( 2 ) 的 所 有 和 集 B 的 Tt 的 子 集 所 成 
的 最 小 oc 代数 ， 因 为 B"1(8) 具 有 A 的 形状 ， 万 以 有 

DO CM )C.Hs | 
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从 而 又 有 
MECBAM). DO 
在 7 上 构造 测度 w 过 程 的 第 一 步 ， 是 要 证 明 :， 就 有 限 乘积 而 言 ， 
4 是 由 (22.3) 中 的 条 件 所 唯一 确定 的 . 
(22.5) 引 理 设 D 一 (7?;，?:，…，?。} 是 三 的 任意 一 个 有 限 
非 空子 集 ， 则 .&。 上 存在 唯一 的 一 个 测度 po 使 对 于 所 有 XX Ar € 
Go， 都 成 立 


(i) | Xo )= [1 pp) 


证 C1 ) 先 假定 Q= (ys, y2}. 设 uu 是 (21.9) 所 规定 的 .Ws 一 
.My1X-Mjs 上 的 乘积 测度 pv1X ys 出 (21.11) 知 道 yo 是 唯一 的 ， 

| ) 我 们 通过 施 妇 纳 于 8 中 的 元 娄 个 数 来 完成 证 明 . 假设 对 于 
”具有 个 元 素 的 厂 的 一 切 子 集 ， 结 论 成 立 ， 并 假定 

. 人 一 人 ?1 pay 9 ?ay ?arif。 
设 4 是 满足 归纳 假设 的 -A ty1， pz，…，?a 上 上 的 唯一 测度 ， 又 设 4 是 
My1 Vn} XMrs,1: 上 适合 以 下 条 件 的 唯一 测度 : 对 于 所 有 B € 
AM {yi …， ys} 和 所 有 Ay,,1E oy， 都 成 并 
LCBX Ays,1)=H (CB) Hparil Arr,1), 

《1 ) 已 保证 了 4k 的 存在 和 唯一 性 ， 引 理 (22.4) 指 出 ; 可 以 认为 
.NAtyb ?2 …， Va}XAAMysn 和 - 坟 o 是 等 同 的 ， 因 而 在 .WVo。 上 可 规定 测 
， 度 4， 为 此 ， 对 于 My; 中 的 集 Ay;， 得 到 

HCArviX Ays XX ArsX Ars, 1) 

=—L((Ay Xx Ays XK Ays) XK Ay,,1) 

=M (Ay XX Ars) * ys, Arst1) 

一 Ai) * Hr Ara) HaCdys) * UrolCAys,1), 
把 刚才 所 构造 的 测度 4 就 当 作 定 理 陈 述 中 的 4o. 为 了 证 实 4o 的 唯一 
性 ， 注 意 到 满足 (1 的 -6 上 的 任意 一 个 测度 上 自然 定义 了 
-Ai … ?4} 上 的 一 个 测度 。 鉴 于 /0/ 的 唯一 性 ， 这 一 测度 就 等 于 
4 ， 就 人 二 4y1。7?;} 的 情况 求 说 ， 根 据 46 的 唯一 性 可 知 


* 624。 / 
， 人 
立 ” Te 四 


、 wp 
“| 


人 


k=pg ， 口 

以 下 结果 也 是 很 有 用 处 的 一 项 技术 性 细节 . 

《22.6) 引 理 如 果 81 站 8; 二 BD，BoyE -M090y(1 一 1，2)， 
则 

(i) kgiU9s (BAX Bos)= LU91(BQ1) * HQ Bo,). 

证 利用 引 理 (22.4)， 把 -M91U 02 和 .HM g1XHM9: 看 作 是 等 同 
的 如 果 Bgjy 焉 @ 9; 中 (7 二 1，2 )， 那 么 BqQiX Bos 便 在 E891U8: 

HQiU Qs Bo X BQ)= HQ BA1) * HQ BA): 
一 等 式 两 端 是 同一 乘积 ITx, (47; )， 这 样 ， LQ1U Qz 和 和 HQA1IX UNSs 
便 是 -Mg1U gs 上 的 两 个 测度 , 而 且 对 于 Q==0 人 1 U8: 满足 (22.5.i). 
根据 (22.5)， 它 们 乃 是 同一 测度 ， 口 

我 们 现在 研究 完全 的 无穷 乘积 7 一 T+,， 先 证 明 -- 项 预备 事 
实 . 

(22.7) 定理 ”在 集 代数 .4 上 存在 唯一 的 一 个 有 限 加 性 测度 
AH， 使 对 于 所 有 9 及 所 有 406E .bo， 都 成 立 

(i) AC48XTop') 一 4o(C48)， 

”证 设 (i) 式 定义 了 hp， 先 说 明 这 一 定义 是 非 二 义 性 的 ， 为 此 ， 


假定 | | 
4ortxTor 一 4o:xTox ® 1) 
记 0, 一 Q1UQ,， 那么 ( 1) 可 以 改写 成 | 
AniXTosN gr XT Qs'= A9: XTosNgs XTgs.. (2) 


集 491XTosn9r 和 Ag:XTQsnN 9 部 在 -A9s 中 ， (2 ) 式 说 明 一 者 是 

相等 的 ”下 理 (22.6) 则 表明 , 
LosCAn XToQsN QD)=L0( A910) :1=L9(An1), 
Lo Ans XTQsN Qa’)= Hg A9:) “1=L9.CA9s). 
四 原文 为 full， 也 可 译 为 “丰满 > “全 ”等 等 。 一 - 译 老 注 


@ 记 4o;,x7p;:= Ag,XT gs:， 我 们 又 写 得 不 够 妥当 ， 因 为 这 两 
个 集 询 元 素 请 乎 是 不 和 的 实 入， 还 是 引 理 (22.4) 纠 正 了 这 一 失误 ， 
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因此 (i) 式 完全 确定 了 4 
对 于 任意 集 4E .~， 不 难看 出 ， 存 在 9 和 集 4cE.4o， 适 合 
4 一 40xTo (3) 
这 一 简单 事实 的 证 明 从 略 . 当 4:，4: 是 .4 中 不 相交 的 两 个 集 时 ， 
同 (3 ) 式 一 样 ， 可 记 
~ A;=AoyXToy’ (=1, 2); 
叉 记 02; 二 0Q1U0;; 然后 记 
4 一 40,XxTeos (i=1, 2 ): (4) 
显而易见 ， 这 是 办 得 到 的 ， 而 且 497 ENVgs， 此 外 ,A 中 
4 “os= 多 也 是 很 明白 的 ， 因 此 ， 利 用 (i 及 pop* 的 加 性 (22,5)， 便 
有 
M 4 U4) 一 Ap CA0 UAQ2) 
= ho A + Hg, A 
=u(A1)+L( A ). 
这 就 是 说 ，L 在 .人 上 是 有 限 加 性 的 . 口 
既然 每 个 Lo 是 可 数 加 性 的 ， 是 不 是 可 以 利用 (C22.7) 的 办 法 来 证 
明 4 其 实 是 可 数 加 性 的 呢 。 这 是 令 人 感 兴趣 的 问题 ， 但 是 这 个 方 法 
肯定 不 能 成 功 ， 因 为 未 必 能 得 到 古 的 一 个 有 限 子 集 8， 使 得 所 论 及 
的 可 数 多 个 集中 每 一 个 都 成 为 Tg 的 子 集 。 此 外 ， 也 不 能 应 用 (10.， 
36)， 原 因 在 于 可 能 存在 一 些 两 两 不 相交 族 {C,)}* .CC.Y ， 使 


(Uc.er., 
但 是 .No 却 不 含有 满足 条 件 
z 站 C= Ans XT 9 . 
的 集 4qg，€ -如 gs 全体 ， 例 如 ， 命 
太一 入， T=(0,1)", 


Cm] 


B={£ ET:0<ii< 二 ， k=1, 2, .| 
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然后 记 
:=B1’, C=B, NCBNNB-1) (n>1). 


显然 【」C.=T， 并 且 对 于 4, EM (1,…,n)， 有 


C= A.XTI,..…,n}’s 
而 对 于 任意 D,-1€.M11,…, n- 1}，C: 并 不 具有 
D,- 1 XT{1, m1}’ 
的 形状 . 
我 们 来 证 明定 理 本 身 ， 这 一 证 明 或 许 感到 很 复杂 ， 不 过 其 基本 
想法 却 是 非常 简单 的 . ” 
(22.8) 定理 .4 上 的 有 限 加 性 测度 /能 有 .如 上 的 唯一 的 一 
个 开拓 ， 这 一 开拓 是 可 数 加 性 的 . 
证 4 在 .WV 上 的 开拓 (假如 它 确实 存在 的 话 ) ， 其 唯一 性 显然 
可 以 应 用 (21.6) 而 得 到 证 实 ， 为 了 证 明 4 在 .YM 上 具有 某 个 可 数 加 性 
开拓 ， 只 须 证 实 ， 对 于 适合 : 


PEN ,FIIOF DEIR, {| F.=8 


mi 


的 每 个 序列 CF.)s-,， 都 有 
limA(F,)=0. ( 1 ) 


这 样 ， 由 (10.37) 便 可 推出 可 数 加 性 开拓 的 存在 性 ，@ 
这 一 段 ， 我 们 作 某 些 变形 ， 虽 在 简化 随后 的 记号 ， 每 个 忆 ,都 具 
有 Ag8,XTe's 这 里 4osE.A os 命 


-1 一 (J Fo 


-Rml 


@ 读 者 想必 记得 (10.37) 是 一 道 习题 ， 必 须 加 以 证 明 才 行 ， 扎 要 读 
过 全 书 的 读者 ， 初 读 8 10 时 如 略 去 了 (10.37) 的 证 明 。 我 们 相信 现 
在 可 以 不 难 证 明 它 。 
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根据 (22.77， 在 .上 有 一 个 有 限 加 性 测度 4u， 使 对 于 一 切 QC 4 
和 一 切 4QE.&o， 都 成 立 

AL4QXxTIneo' 一 AQC4Q)。 
对 于 每 个 hn， 命 : 
Fr= Ans XT JINGr’' CT. 
那么 显然 有 ， 

每 个 F4 都 属于 .Ai ,; 

Ha FPF)= LF,); 

F141OF4 IO. OF IO,,, 


{| 到 = 多 


显然 只 要 证 明 limps( Ft ) = 0 就 行 了 ， 换 句 话说， 不 失 一 般 性 ， 
假设 六 是 可 数 无 限 的 ， 并 假定 太 =N=({1，2，…}， 这 只 不 过 是 
记号 问题 而 已 ， 命 ,= maxQ,， 不 类 一 般 性 不 妨 假 定 Q,={ 1 ，2， 
上)， 而 且 k1 必 ks 之 ks 之 …。 按 以 下 规则 定义 集 序列 (E11， 


了 1<M < 8 
五, 一 
Fs kam kat 1。 
则 得 到 


{1 E.= (| F,= CO， 


| 


Himuakzs) 一 linmkCFo。 
须 证 lim4(E,) 二 0， 对 于 每 个 m， 命 


O,= (1l,，2,， ,mm}. 
注意 ， 每 个 Bu 都 上 共有 4wXTe'a 的 形状 ， 这 里 4。E.A-e。， 
正如 (22,5) 证 明 中 所 指出 的 ， 对 于 任意 m， 都 有 
: HOn+1= HOnX Mn+1. 
不 难看 出 , .NY 8@s+ 1 中 的 一 个 集 是 .WN Ba。X.WMw+1 可 测 的 ， 现 在 应 用 
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(22.7) 和 (21。.12,y)， 可 号 出 


UCEa)= 1H On An)= | En dB CE) 


Dem 


一 | | act tm) dHnltn dO nCt), 
: (2) 
式 中 达 表 示 78e。 :的 一 般 元 素 ， 根据 (21.12.iiiD， (27 式 中 的 内 
积分 是 .be。 :可 测 的 ， 从 而 可 以 再 应 用 (22.5) 和 (21.12.v)， 如 
此 连续 进行 m 一 1 次 ， 便 得 出 等 式 


HB 一 | Sats tes tn)d bate) dh Ct dhlt), 


(3) 
假设 LCE。) 并 不 趋 于 零 。 对 于 s1 ET!， 命 


pn Cs)= | | Susm (S19 129 “9 to)dHa(tas)…dHaCis) 


《7 一 1， 2 多 . ), 
这 就 是 说 ， 在 (3 ) 式 中 除了 最 外 层 积分 运算 之 外 ， 作 其 余 积 分 运 
算 ， 留 王 了 不 作 积 分 运算 的 第 一 个 变量 。 显然 


wz 有 jdp1Ct1i) 
而 且 f1, oCTDGCD, 1). 假如 在 7, 上 处 处 成 立 
1imf »Ca1)= 0， 《4 1) 


那么 Lebesgue 控 向 收 伍 定 理 ^12。 24) 促 界 涵 
limA( En, )= 0; 


可 见 和 情况 并 非 如 此 ， 所 以 必 有 一 点 ci ET1; 使 当 m 一 oo 时 ， fe C01) 
并 不 趋 于 零 ， 其 次 规定 户 , "为 


人 由 


fj,, ss) | .. | Eais ss tosta data) ds(ts), 
T3 a | ， 
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假如 是 这 样 的 情况 ， 即 对 于 -- 切 ss ET7:,， 都 有 
limj ass) 一 0 ' 


那么 根据 (12.24)， 又 会 得 出 
lim | f2, (Ci dus ts )=0, 
TZ . 


即 得 到 
im 加 ， (ai) 一 4， 
所 以 必 有 一 点 4 ETs， 合 当 m 一 时， 从, (at) 闪 不 移 了 夫 
按照 上 述 方法 ， 我 们 构造 了 了 中 一 个 点 序列 


(a1, 位 2 和 ”9 Uns …) 一 Os 


它 上 共有 以 下 性 质 ， 就 任意 n€ NN 而 言 ， 对 于 n>n 有 定义 的 数列 


| | | SanG19°" "90a9tat 1 stn)dUn lin) dU Cini) 


| 
(5) 
当 m 一 co 时 ， 没有 极限 零 于 是 (5 ) 臣 中 的 被 积 函 数 对 于 一 切 很 天 
的 m， 不 可 能 恒 等 于 零 ， 从 而 对 于 适当 选 定 的 sy&€T;3， 以 及 充分 大 
的 m， 便 有 
《cl 好 92 9 On Saris "*"s Sm) EC An. 《6 ) 
了 既 然 FE。 一 4。X7Te's， 便 可 选取 一 点 se ”… "ETer。， 使 得 
(zl，ci “9 4a) Xe’ EE,. : 
由 于 ECE,， 也 就 有 . : | 
(gy ars 9 dr) Xa” EB,. 《7) 
用 然 5， =A,.XTe',, (7 ) 式 便 六 肖 
(a oa 7 0a) XT ;CE,. 


特别 说 来 ，ac E， , 肠 然 是 任意 正 驴 数 ， 我 们 就 得 由 结论 


原文 为 “任意 大 的 m”。 一 一 评 者 注 
,080 / 


a 外 FE,. 


这 与 等 式 [ ] ,= 名 相 矛 捕 ， 于 是 完成 了 证 明 . 口 


nj 


这 样 一 来 ， 我 们 得 到 了 T 的 一 些 子 集 所 成 的 co 代数 上 的 一 个 可 
数 加 性 测度 上/， 其 作用 象 乘积 测度 一 样 . 第 一 个 应 用 展位 音 ， 它 是 
针对 古典 概率 问题 的 . z 
(22.9) 例 命 三 = 《123 和 而 对 于 每 个 aE 太 ， 命 
T,=({(0，, 1 那么 
T= {ft:t=(t,), f, 一 1 或 f， = 0}. 
在 每 个 T, 上 规定 测度 4 为 


pa {0))=p({1}) 二 亏 ， : 


并 设 - 尼 ,为 {0，1 } 的 四 个 子 集 全 体 。 对 于 六 的 有 限 子 集 估 :， …， 
k.}《 所 有 Kk 互 异 ) 以 及 0 Wi CR29* 9 Opa)s 
任 E 工 :有 hy tsa = Gh "9 bi, =0g,} : 
写成 EC op， aps …7 CR。 ) . 由 (22. 3.ii) 和 (22， 7 所 结晶 的 的 
定义 立即 看 出 z 
HCECaps Apes 9 Qi, 2 


对 于 n€N， 在 T 上 规定 .为 f.(8) ==1, 一 9 并 设 1。 = 于 _( 六 十 了 
… 十 户 ) 。 要 证 
lim | h, | 2 一 0。 | { 《 2 ) 


显而易见 ， f;= Era 一 六 叉 


fhesEda 1) BB) 2 3 Gh, 


oe i 


而 丹 二 二， 因此 


| | = > > | pp 二 也 > Oj 


-上 

dn “ 

这 便 证 明了 (1 )， 由 (1 ) 和 (13.33) 推 知 ， 依 测度 有 ,一 于 是 对 
于 任意 e>> 0 ， 成 立 等 式 


lim 4 ({ ET 生生 人 一 | > ae)=0. (2) 
如 果 设 0 和 1 分 别 对 应 于 上 抛 硬币 时 所 得 到 正面 和 反面 的 结果 ， 
那么 
ti 十 tz 十 tn 
i : 
便 是 "次 上 抛 得 到 反面 的 频率 0. 等 式 (2) 则 断言 ， 对 于 任意 c>>0， 
反面 频率 离 一 一 的 距离 大 于 e 的 梳 率 ， 当 > 上 抛 次 数 ) 趋向 于 无 穷 


大 时 ， 递 减 地 趋向 于 堆 . 假如 硬币 均 久 | 4.C{ 0 Dm C11)) = 
-| 这 正 是 我 们 所 期 望 的 结果 。 
等 式 ( 2 ) 帮 是 弱 大 数 定律 的 形式 之 一 (还 请 参看 下 文 (22.32. 
b). ) 
(22.10) 习题 考虑 (22。 9) 的 一 种 推广 如 下 设 厂 是 任意 的 


《但 自然 是 无 限 的 ，， 对 于 每 个 7， 设 41 是 -MV ;中 任意 一 个 集 ， 并 
设 f, 是 T 上 的 函数 ， 它 满足 


人 原文 为 “比率 (proportion ) ”， 羡 文 改 为 “频率 《frequea~ 
cy 2 。 一 一 译 者 注 
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fr 人) 一 < (tr) H(A). 
对 于 f= yi， P29 ”7 yal CIT, 设 w (9 ) 是 一 个 正 数 ， 并 设 


ho wt 2) > fr. 


YE 号 


Ca ) 试 证 | lial sak=z(9): DB [44 一 (rrD29， 


YEY 


《b) 推 广 依 测度 收敛 的 概念 如果 对 于 任意 6> 0 和 任意 之 0， 

总 存在 QoCT， 使 对 于 一 切 Q 二 Qo， 痢 有 

p(tET: Iholt) 26))< es， : 
” 则 依 测度 1 一 0 ， 为 使 ho 依 测 度 收 化 于 0， 试 求 wvCQ) 应 满足 的 适 
当 条 件 ， 试 问 ， 当 所 有 wy C47) 都 相等 时 ， 可 以 把 wR) 表述 成 怎样 
的 简单 形式 ? prCd4y)= 一 0 时 怎样 ? uy,《hy)== 1 寺 呢 。 

就 无 穷 乘 积 而 言 襄 ， Fubini 定 理 具有 几 个 十 分 不 同 的 类 似 命题 ， 
而 就 有 限 乘 积 而 言 ， 这 些 命题 显然 便 统一 起 来 了 ， 产 生 这 些 不 同 说 
法 的 原因 是 ， 用 有 恨 个 举 标 范围 内 的 积分 过 | 、 fdy 和 f 时 ,可 以 有 
多 种 多 样 不 同 的 方式 .我 们 的 第 一 个 Fubini 式 定理 论述 ? 收 化 性 ， 
而 且 颇 具 一 般 性 、， 先 要 建立 三 个 引 理 . 

(22.11) 引 理 设 (Ti-i， Hi) (1 二 1，2 ) 是 两 个 测 
度 空间 ， 并 且 4; 《Tj;)= 二 1; 命 

(T, MH, =TiXT,, A 1 XM 2s, Li XHs); 

又 设 p 为 一 实数 ，p 之 1 ， 对 于 f€ (TM,，4)， 设 sf 是 T 上 的 
函数 ， 满 足 . 对 于 任意 ; ET。， 都 有 


Sf ls1。 5s;)= | flsis t2 dH2 to) 
2 


则 Sf 必 属 于 2 ，(T， HA, Hk), 而 且 

ESf lf ;, 
因此 S 乃 是 CC，(T，. 妈 ，14 ) 到 其 本 身 内 的 一 个 范 数 非 增 线性 变 
换 . 
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证 由 于 ACT7? 一 1， 便 有 全 , 《TT，.W， 4) CE. (CT, MB 


4) 。 于 是 1 便 属 于 & :《T，.MY，4 ) . 根据 (21.13,iv ) 知道 ， 函 
数 


S1 一 | f(si1, ta dhs Ct2) 


属于 8& : (Ti, A p17 特别 说 来 ， 这 个 函数 是 -4 可 测 的 ， 义 
因为 函数 


本 《3 so fCs1, jdp ts) 


并 不 依赖 于 s，， 所 以 它 显然 是 -可 测 的 . 利用 (12.28.ii),(13,17) 
及 21， 12), 得 到 | 


| Sf hh 


| ks, tdha ts)| ‘du XH ss ,52) 
< | , [ : | , #2) sp) J den, wad ,4) 
< | [Ks1, to)l ?dua Ct dC XH) Css, ss) 
一 | (f, fCsista Mr dus Ct dusCs) ) duss) 
一 | [ ,fs ,£2 )| RR 


| 1 1 fs, 
了? 
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由 此 Sf 属于 8,，(T, .MY, n), 而 且 1 Sfls<1fl;， 器 

(22.12) 引 理 设 矿 是 一 个 任意 的 无 限 指标 集 ， 并 假定 儿 皇 
二 持 厂 , 又 设 ws 和 4s, 是 (22,7) 和 (C22,8) 所 构造 的 co 代数.NM sy 和 Mj 
上 的 测度 。 如 果 把 -V 和 .NM X. 友 看 作 是 等 同 的 [考虑 到 (22.4) 的 
映射 中， 这 么 看 问题 是 可 以 的 )， 则 有 

k= Ls X Hi. z 

证 因为 测度 4 和 LX 在 形 如 AoXTo， 的 集 上 是 一 致 的 ， 其 
中 OQ 是 厂 的 一 个 有 限 子 集 ， 所 以 根据 4 的 唯一 性 (C22。 7 和 (22。 9) 
它们 在 整个 -以 上 也 是 一 致 的 。 口 

-以 下 引 理 是 一 项 必需 的 技术 性 细节 ，. 

(22.15) 引 理 ”对 于 任意 BE. 妈 和 任意 > 0 ， 总 存在 一 个 : 集 
AE .人 VY， 使 得 

1&4—éEpl ,=u AAB)Z Ee. 

证 规定 集 族 儿 为 {BE.MV， 对 于 任意 se> 0 ， 总 存在 4EG.A， 
使 得 uC A 八 B) < 之 e}、 显 然 多 汪 . 信 ;为 了 证 明 多 二 .MH， 内 要 证 明 
多 是 0 代数 就 行 了 .我 们 借助 于 C21.16) 来 证 明 这 件 事 . / 

设 (B,) 是 多 中 一 个 单调 序列 (递增 的 或 递减 的 都 可 以 ) ， 并 记 
8B 二 limB,， 给 定 e 之 0， 利 用 (10.13) 或 (10.15)， 可 取 mEN, 使 


(BABs)<S. 
由 于 BE 儿 ， 便 存在 一 个 集 4mE. 人 ,使 
H(AnAB,) < 


于 是 得 到 : - 
As NB= (A, B’)UCBN A;:) 
CAnN Bn)UCBAB,) UCB NN An) 
=—(A,ABan) U(BAB:), 


从 而 


HCA, 和 AB)< 二 2 十 二 一 8 ; 


由 此 BE 多。 这 样 乡 便 是 单调 族 . 既然 乡 包 含 代数 . 但 ， 由 (21.6) 
知道 ， 线 也 包含 C4)， 从 而 有 
: .HIBPIOIS (NEM. 口 z 

我 们 现在 可 以 级 还 并 证 明 Fubini 定 理 的 一 种 了 人 收 租 说 污 ， 这 
一 结果 归功 于 B。 Jessen. : 

(22.14) 定理 设 厂 是 一 个 任意 的 无 限 指标 集 . 对 于 的 每 个 
有 限 子 集 42， 把 《T，.MN，&) 看 成 (ToXTe,， MoXAM oslo xX 
ho+ 【利用 (22.12))， 对 于 1 p< 吕 ，fE8,(《T,ANM,h)， 在 TT 
上 规定 f。, 为 - : z 

fo' (tg, te)= | 1(uo, £0)dHo( uo) 


bE 二 


也 就 是 说 ,， fo, 是 如 同 (22.。 11) 一 样 具 有 sf 的 形状 的 一 个 函数 . 则 
f ,属于 吧 ， (了 T，,. 妈 ,2)， 而 且 


(1) lim 1 fo | fdu | ,=0. ® 
他 TT 


此 外 ， 命 
folf os to)= | f(to, uo' J)dHo' (uo ). 
p 
则 太 也 属于 & ? (CT, A ,Lh ) ， 而 且 
《ii) lim | f 一 有 | ,= 
证 〈I) 先 考虑 一 类 很 特别 的 函数 f， 即 假定 f 一 上 4s .To 
这 里 4。。 CA yo, * 设 人 2 二 02,， 网 有 


注意 ， 引 理 (22.13) 对 于 任意 有 :有限 测度 空间 (了 TT，JAUH，4) 以 及 适 
合 9 (WH ) = 的 任意 代数 .4YC.4 都 是 成 立 的 。 

@@ 这 个 极限 的 字义 是 ， 对 于 任意 s>0， 总 有 一 个 Coc rr， 使 当 纺 之 
Oo 时 ， 便 有 1 Fe. -rrduias<s ii) 中 的 极限 有 类 似 的 定义 。 
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me ne ee ay titi _ 
Ha 


fo. (ts fo )= | sesxrsscas to ?duo(zzo) 


== | EAg,*Tong!xTe (Cueto dio (luo)d, 
To 


C1) 
作为 To 上 的 函数 ， 4o,XTons; XTo, 无 非 是 集 AQoXTonoi 的 
特征 沙 数 ， 因 此 C1 ) 式 中 的 积分 都 等 于 

Kok Aoo XTONGo, )=L9.( Ag.)= HAR XT Ho’ ) 


一 人 au 
邹 


fo to， to 一 | eu 


这 样 ， 对 于 上 述 很 特别 的 函数 / 便 证 实 了 (ii 为 了 对 于 于 证 实 (ii?， 
仍 设 8 二 2。， 并 注意 到 
fol(fo, £0,) 


= 一 | § A9, xT ono’ xTo' Cto, Uor JdHo' Cug' )s 
To, 


当 # 2 lo E ho 时， 对 于 所 有 wo,， 上 式 中 的 被 积 函 数 都 等 于 1; 因而 
这 时 fo 二 f 二 1 ， 当 to lo, ¢ Ag 时 ， 土 式 中 的 被 积 函 数 等 于 零 ， 从 
而 fo。 (te，to ) 一 0。 这 样 一 来 便 得 出 
foe(Ctoe，to') 一 54ox7ToiCte， to )， 
这 就 证 实 了 《ii)， 
(1) 现在 对 于 所 有 fE 8 ，《T， -WMV，p) 来 证 实 (i) 和 (ii)。 为 
此 ,， 设 S 是 :的 这 样 的 子 集 ， 即 对 于 S$，(iD 和 (ii) 都 是 正 确 的 . 
先 证 3 力 是 8 ;的 一 个 闭 线 性 子 空间 ， 3 是 线性 子 空间 是 不 言 自明 


中 原 书 最 后 一 个 积分 中 8 的 下 标 为 A4Q6 x TQNQoXx TQ'’。、 一 一 译 
者 注 . 
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的 ， 因 此 仅 须 证 它 是 闲 的 . 
假定 
: lim Ff" fl ,=0, 
其 中 f” 和 S 《7 一 工 » 2, 3， ‘"») 。 对 于 任意 s> 0 » 总 存在 一 个 
集 42,， 满足 ， 


| 大”o :一 A (n=1, 2, 3,…), 


还 满足 以 下 条 件 ， 即 用 任意 一 个 更 大 的 有 限 集 代 替 @. 时 ， 同 一 不 等 
式 仍然 成 立 。 根据 (22.11)， 对 于 任意 6>0 和 任意 ， 由 不 等 式 
是 六 ”一 了 | <6 
可 推出 以 下 两 个 不 等 式 
fi —fo, | ,<6, 
fo ~ fo, ,<6 
其 中 n= 1 ，2， 3，…。， 选取 n 如 此 之 大 ， 使 
Lf" —fil ,< 
并 设 如 二 0.， 则 得 到 


1 fo 一 | Fabs hfo i thf | fdnl, 
: ， 
十 | | za- | av i» 
<etet| | Pen 下 far | 


<2e+ | 大 一 用 ai 


<2e+ | fF 一 帮 ,<3e. 
这 里 利用 了 (13 .177 以 及 对 于 任意 常数 C， 1 C1 ,二 IC| 这 一 事实 . 
这 样 一 来 ， 包 含 关 系 Q02, 便 冀 涵 


* 638. 


1 一 | fan s<30, 


既然 * 是 任意 的 ， 对 于 函数 j 便 推出 了 (i?。 同 理 可 证 对 于 /也 成 立 关 
系 式 (iiD， 所 以 S 是 闭 的 . 

根据 第 ( 1 ) 步 ，S$ 含 有 形 如 上 (4E .MA ) 的 一 切 函 数 ， 既然 
S 是 闭 的 ， 那 么 引 理 (22.13) 以 及 显而易见 的 恒等式 1 541 一 
Kk《B)'， 便 证 明了 3 含有 一 切 fs (BE.U ) .于 是 3 含有 一 切 
.多 可 测 简单 函数 ， 而 由 于 这 些 函 数 在 & ;中 稠密 (C13.20), 这 就 完成 
了 证 明 . 口 | z 

(22.15) 注意 关于 闪 ,T, 的 部 分 乘积 上 积分 的 平 均 收敛 问 
题 ， 我们 所 希望 了 解 的 ， 定 理 (22.14) 一 一 自然 是 两 个 定 理 -一 一 都 
告诉 我 们 了 .定理 分 两 种 情况 ， 或 是 针对 积分 的 (22,14.i)， 或 是 
针对 被 积 图 数 的 (22.14.。ii)。 要 注意 ， 就 有 限 乘 积 而 言 , (22,.14.i) 
恋 成 了 很 平凡 的 事实 ， 而 (22.14。ii7 则 仅 当 我 们 约定 对 于 一 个 空谷 
标 集 的 积分 ， 基 结果 就 等 于 零 时 才 有 意义 (而 且 直 接 看 出 也 是 平凡 
的 事实 ). 

就 刀 是 可 数 无 限 的 情况 来 说 ， 则 可 以 用 /几乎 处 处 点 态 政 敛 来 
代替 (22.14) 的 平均 收 伍 .正如 我 们 现在 要 说 明 的 ， 不 难 由 (20.56) 
和 《20.59) 推 出 这 些 结果 ， 

(22.16) 记号 在 (22.16)--(22.23) 和 名 段 ,将 始终 采用 以 下 记 
号 ， 集 厂 指 {1 ，2,3,…),， 集 Q, 指 {1,2,3,…,n} (nEN)， 
而 1 是 & 1 CT, ,4) 中 一 个 任意 函数 ， 函 数 f, 为 《22,14) 的 函数 
fo ， 邵 

(i) fa(t) 一 大 (ti，…， fag fat1ls “°°) 


-| ffs os fay Uarls dL QU “°°). 
TAQ 


函数 刀 则 为 (22.14) 的 函数 fo 邵 
(ii) feCf)=fo tyy os tng tarils **') 
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本 加 flu1s 9 Hany fntiy “dUQa (Us Un) 


+ 


(22.17) 定理 (jessen ) 关系 式 
(1) limf.(0) = HE) 
对 于 4 几乎 所 有 EE€ 工 成 立 ， z z 
证 我 们 想 应 用 极限 定理 (20.56)， 为 此 ， 考 蚜 如 (22.2) 所 定 
义 的 工头 … XT 的 子 集 所 成 的 oo 代数 Ng,， 并 设 .WV "是 具有 49,X 
T g's 形状 的 TT 的 子 集 全 体 所 成 的 集 族 ， 这 里 AQ, € .如 os 显然: 
(a) A CC 人 CCC 
《b ) 每 个 . 妈 “" 是 rr 代 数 ， 


(Cc) .NY 是 含有 U 的 最 小 oc 代数 ， 


| 


这 样 ，(20.56) 的 题 设 都 满足 了 ， 其 中 (20.56) 的 . 妈 , 就 是 现在 所 论 
及 的 .如 ” ，c 代 数 . 么 。 则 为 现在 所 论 及 的 . 奴 把 这 里 的 乘积 测 育 4 
看 作 (20.56) 的 测度 4 ， 并 规定 (20.56) 的 测度 ? 为 : 对 于 任意 46 
NH, : 
7(4)= | jan. z 
[为 了 满足 7 是 广义 测度 的 题 设 ， 必 须 先 考虑 ffE 全 ; (TT,.NM, 44) 
复 值 情况 显然 可 立即 推出 ，] 171 之 力 是 平凡 的 事实 ， 
现在 看 一 下 f, 的 定义 (22.16.i)， 并 利用 引 理 (22.12) 以 及 
《21.12.iv)， 这些 断言 表明 ， 刀 是 .4 可 测 的 。 须 证 刀 是 0" 关于 
尼 "的 Lebesgue-Radon-Nikodym 导数 5 如同 (20.55) 一 样 ，7 ”和 
kK" 限制 在 A "上 】)， 就 是 说 ， 须 证 对 于 任意 4€>MN“"， 成 立 
0C4)= | 六 at， (1) 
记 4= 4o, XToi， 其 中 hQs EM8， 应 用 (22,12) 和 (21,13), 可 
640: 


号 出 


n= [Ect de) 


一 | sr :Os EQ ft 0a dH0. XH tn", .£0.) 


Tn 人 


-| | EanrTon’ EQs oPOLAg de sto ‘Yak: (to }diin, 
Tn TO 


(t9 »). (2) 
由 于 6 4 060%,vro'n(t0 +， to")—610n,(t 92:), (2 ) 式 中 最 后 一 个 积 
分 便 等 于 


| 二 do | f(t 0., to digs(town dio (to0u) 
| 


Ton AD» 


= |, E (tp df to do.t0.). (3) 


利用 (C22,12) 和 C21.13)， 通过 类 似 的 但 简单 一 些 的 计算 ， 便 知道 
《 3 ) 式 右 端 其 实 等 于 


人 ebpcbaneb 


于 是 (1 ) 式 成 立 ， 因 为 /显然 是 o 代数 .MY 上 7 关于 4 的 Lebesgue- 
Radon-Nikodym 导 数 ， 所 以 应 用 (20， 56) 便 得 出 结论 ， 在 T 上 pn-a. 
e. 成 立 limf， Ct) 二 f(t)， 此 即 0i)， 口 | 


(22.18) 习题 假定 7 是 T 上 一 个 o 有 限 测度 ， 并 且 n<<p， 斌 
把 -9 表 成 一 些 函 数 的 昧 次 极限 ， 这 些 函数 的 每 一 个 都 具有 


841 ， 


| 


l ， a 
te ia rim ee 


(22.16,i) 的 形状 . 【提示 。 根 据 (19.24) ,在 7 上 存在 一 个 非 负 、 实 值 、 
- 妈 可 测 函 数 思 使 对 于 任意 4E .YN， 


| rav= 7(4)， 


对 于 任意 LEN， 命 
f'* "=min(f, k}. 
如 同 (22,16.i) 一 样 ， 就 1 规定 六 。 则 (22.17? 表 明 
limf'* 一 大 4 一 ave。 
从 而 
1 人 一 人 《ae 

(22.19) 习题 T，4, 如 (22.9) 所 设 ， 

(a) 设 工 是 N 的 无 限 子 集 ，a 是 工 的 一 个 固定 元素 ， 命 B= 
{ET， 对 于 任意 总 E 工 ，b=as}， 试 证 UKCB)= 0. 

(b》 按照 (22.9) 的 记号 ， 我 们 有 

EC(0:1, 0s, **, 02s_1)={f ET:ti=ts=**=tis-1=07。 
把 这 个 集 记 作 5S,。 斌 证， 对 于 4 几乎 所 有 #€ 工 ， 

. 1im2 ES。 (t)=0. 

(提示 。 设 0 是 T 上 的 乘积 测度 ， 它 由 每 个 0 ， 1 }. 上 的 测度 ns 按 以 
下 规则 定义 : 当 4 是 偶数 时 ,mC {0)) =7,({1)) 一 一 
当 nn 是 奇数 时 ，7,《 {0})= 二 1 而 n,.《({1})=0. 证 明 ?7 和 L& 
是 互相 奇异 的 ， 设 .MV "的 定义 和 (22.16) 一 样 ， 证 明 .MV "上 的 7 关 
于 .NM'"” 上 的 4 是 绝对 连续 的 , 而 且 2"55 为 其 Lebesgue-Radon-Ni- 
kodym 导 数 ， 然 后 应 用 (20。56)。] 

(c) 试 求 7 测 度 为 1 ，。 /测度 为 0 的 一 个 集 D， 使 得 在 D 上 7 儿 笠 
处 处 成 立 
- lim2"és, (区 一 co。 
注意 ， 这 与 (20。53,iv) 是 一 致 的， 

. 642 ， 


我 们 现在 介绍 定理 (22,17) 的 一 个 重要 推论 ， 

(22.20) 定义 设 t 二 (1 ) ?和 w= 二 (uw ) 3 是 TZ 中 的 两 点 . 
如 果 存 在 某 个 no。€ N， 使 对 于 一 切 n 之 ro， 都 有 二 4， 就 说 t 和 a 
是 终归 相等 的 . z 

(22.21) 定理 : 零 一 律 ” 设 区 是 . 妈 中 一 个 集 ， 它 满足 : 对 于 
所 有 tt ET，t 在 U 中 的 充 要 条 件 是 ， 与 t 终归 相等 的 所 有 点 au 也 在 
5 中 ， 则 4(7)? 或 是 0 或 是 1 

证 试 考察 函数 {=fy， 并 如 同 (22.16.i) 一 样 作出 函数 ， 对 
于 所 有 以 及 对 于 Tg 中 所 有 Cty，…，)》 和 (E#，…， 态 》， 因 
为 点 (ll， “9 yg Ua+l9 Unt29 …) 和 点 《fy 9 2 Za+ 1 9 
ur+s， ，… ) 是 终归 相等 的 ， 所 以 56y 在 这 两 个 点 处 便 具有 同一 值 . 定 
义 (22.16.i ) 说 明 ，f, 《4 ) 在 整个 TT 上 其 实 是 一 个 常数 ， 从 而 
gv (4) 一 一 根据 (22,17.i)， 它 4 几乎 处 处 是 所 ) . 
定 4 儿 乎 处 处 是 一 个 常数 既然 6o 只 能 取 0 和 1 两 个 值 ， 因 此 得 到 

u(U)= 0 或 u(U)= 1 . 口 

借 勋 于 定理 (22.217 和 (20.59)， 可 以 证 明 另 一 个 点 太极 四 定 
理 . 

(22.22) 定理 (Jessen ) 记号 如 (22.167 所 设 . 则 关系 式 

Gi) limfiC)= | far / 

对 于 4 几乎 所 有 Et ET 成 立 ， 

证 我 们 想 应 用 极限 定理 (20,59)， 为 此 ， 考虑 Tg: 的 于 集 记 
成 的 oo 代数 MU 0;:， 并 设 MV "是 对 于 Ags€ Mg; 具有 了 To。x 
hp 形式 的 T 的 子 集 全 体 所 成 的 集 族 ， 显然 

(a) MIA EN :DIN I, 

(b ) 每 个 .VV" 是 T 的 子 集 所 成 的 一 个 o 代 数 .… 


-人 -An 中 的 集 口 分 明 满 足 (22， 21) 的 题 设 ， 因而 它 具 有 4 


并 本 入 


测度 0 或 1 . 在 .VV 上 规定 测度 7 为 
。 643. 


n=|, fau, 


把 用 于 证 明 (22,17) 的 计算 作 显 而 易 见 的 修改 ， 全 可 以 看 出 刀 乃 是 
CM“ 可 测 的 ， 而 且 对 于 任意 4E€ .NM'"'。 成 立 


"CO 一 | fi dunce), 


这 样 一 来 ， 就 -MV "而 言 ,fs 使 是 关 于 4 的 Lebesgue-Radon-Niko 
djym 导 数 ， 于 是 由 (20.59) 推 知 ， 在 .HW 。 上 
limf. (#)=fo Ct) 
是 存在 的 ， 而 且 是 ?关于 /的 Lebesgue--Radon -Nikodym 导 数 . 
因为 有 是 -Mo 可 测 的 ， 而 4 在 -MV 。 上 又 只 能 取 0 和 1 两 个 值 ， 
所 以 不 难看 出 ， 必 有 一 个 数 wc， 使 对 于 /测度 为 1 的 集中 所 有 tt， 都 
成 立 
fo(t)= 0. 
由 此 得 到 


n(T)= | OU = | fodn= Qs 


从 而 (i) 得 证 。 口 

(22.25) 习题 设 f 是 .可 测 的 复 值 画 数 ， 并 满足 : 对 于 任 
意 正 整 数 以 及 任意 选取 的 xz ，x，…，z 和 v1，v2，…，vs， 都 
有 

Ci) f Cui, Hoy 9g Way il lnt+29 "=f (vi, U2 "ys 

Ung latis la+29 "**)、 

试 证 { 4 一 ae 是 一 个 常数 . 【提示 .利用 (22。21) 的 论证 ，]) 

(22.24) 评注 对 于 某 些 玫 数 ， 如 果 它 们 是 依赖 于 单一 举 标 
的 函数 的 乘积 ， 定 理 (22.14)，(22.17) 及 (22.22) 则 取 特 别 简 单 的 
形式 ， 但 我 们 不 去 费力 地 作 详 尽 论述 ， 仅 举 几 个 例子 . 

(a) 设 六 是 任意 的 无 限 指标 集 , 9 是 的 非 空 有 限 子 集 ,对 于 每 
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个 PEQ， 设 有 是 ,Cy，.Ny，py ) 中 一 个 函数 ， 又 设 8 是 个 上 
的 函数 上 一 | ] fy 《iv )， 则 有 


(Ci) |; gd4 一 i 人 Pa 
reg" 


这 可 以 由 (22.14) 和 (21.13) 直 接 得 出 . 

(b) 命 六 =N=({1，2，3，…}， 又 对 于 每 个 arE N , 设 户 是 
8 1《T,，-WV.，Ls) 中 一 个 函数 ， 并 假定 对 于 4 几乎 所 有 〈bh 》E 
7T， 


fm TI rdo= Tee 
存在 有 有限， 由 本 四 
上 一 > Th, 
所 定义 的 函数 无疑 是 .可 测 的 , 假设 g E81 (CT, AM, 4 ) 
则 有 和 
Cii) | gd 一 lim II 加 fdHs， 


这 也 可 以 由 (22.14) 立 即 得 出 ， 应 用 (12.22)， 赎 者 不 难 把 (ii 推广 
到 下 述 情况 ， 即 f. E81 (T。，-A.。，p ) ， 扩 之 1， 这 里 不 对 g 作 
假定 . , 

Cc) 〈ii) 的 特例 郎 等 式 


di) 4a( x 4 )= Tca,, 


这 一 等 式 对 于 适合 4.€ .NHN。( 为 任意 的 ) 的 所 有 集 序 列 〈4.) .2， 
都 是 成 立 的 ， 
、645 ， 


汉 拉 ee 


ch 就 不 可 数 乘积 而 言 情况 完全 不 同 ， 这 时 《 iii i) 并 不 成 
立 ， 即 使 我 们 考虑 完全 化 的 测度 空间 (T，. 丸 ，2 ) 也 是 如 此 ， 比 
如 说 ， 假 设 太 >cardN ,对 于 任意 ?YE 厂 ，Ty 二 ( 0，1 )， 对 于 每 个 
7?， 设 Ey 是 4 可 测 的 ，Ey 持 (0，1 ),，4《E,)==1. 这 时 在 每 个 
坐标 都 具有 Lebesgue 测 度 的 乘积 空间 中 ,>< Er 并 不 是 可 测 的 .关于 
这 一 颇 为 微妙 的 事实 ， 其 证 明 请 参看 Hewitt 和 Ross@ . 

此 外 ， 就 一 般 的 (Ty， My，hy ) 而 言 ， 假 如 全 >cardN， 
4 ENMr， 而 且 对 于 不 可 数 个 ?”， 有 Lv (4y ) <1 ， 那 么 

4 (区 dy7) 一 0。 

证 明 这 一 事实 很 简单 ， 论 证 从 略 . 多 

接 下 来 ， 我 们 研究 一 个 事实 (22.26)， 它 与 (22.21) 有 联系 ， 但 
并 不 取决 于 (22.21)， 须 先 介 绍 一 个 基本 引 理 ， 引 理 (22.26) 本 身 是 
很 有 意义 的 ， 另 外 ，(22.31) 的 证 明 也 需要 它 . 

(22.25) 引 理 假定 对 于 任意 EN，caceEl00，1(0， 则 当 


之 xc: 二 “2 时， 有 || 《1 一 ae) 一 0， 而 当 区 4 oo, 则 


tel tel tw1 
名 


有 [| (1-a,)>0. 


tm 人 1 


证 显而易见 


lim | da -co 


是 存在 的 ， 对 于 k= 1 ， 2 ，…， 我 们 有 
(1 一 Ci)C1 十 co) 一 1 一 afs1， 1 
从 而 


1 tae 


1 
1 一 Ce 


DE. Hewitt and K. A. Ross, Abstract Harmonic 
Analysis 1, Springer~Verlag Heidelberg, 1963, P.228, 
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好 是 


才 人 


S wu<TIa+co< 一 开 - 一 


1 | "1 Ta=- 


“Eel 


由 此 可 见 ， 当 之 Qi 一 co 时 ， 


| 


lim [| (1~—a)= 0. 


k=l. 


反 过 来 ， 假 定 > wu<co， 那 么 对 于 适合 w 科 本 的 天 ， 便 有 


1 
1 一 二 ga 


此 外 ， 对 于 任意 k， 还 有 1 十 2 ci<exp ( 2 ai ) ， 所 以 对 于 某 个 mm 
及 任意 nn 之 m， 便 有 


e-em (Ee) : (Se) 


由 此 显然 推出 TT (1-a)>0. 口 


k=1 
(22.26) Borel-Cantelli 引 理 . 命 人 N=41,，2， 3， 0 ), 
对 于 每 个 n EN， 设 E" 是 . 友 , 中 一 个 集 ， 并 把 集 B”X Tay 记 作 


， 又 设 五 为 集 N (Us EE,)， 则 有 
以 六 (Ee, 
ACE) 一 3 


Ee 一 -= 


旬 本 上 


647 。 


证 集 下 分 明 满足 (22.21) 的 题 设 ， 因 而 /( F ) 必定 等 于 0 或 
1 、 本 引 理 也 正 是 这 样 说 的 显然， 对 于 任意 多 成立 


uCF)<u( () E:)< S LOBE); | 
Eeea 和 


因此 当 > HE'"’) LH, LCF)= 0 [就 站 ( U 4) 


外 中 和 = 


而 言 成 立 同样 结果 ， 这 里 4 都 是 任意 测度 空间 中 的 可 测 集 ，) 
为 了 证 明 第 二 个 结论 ， 则 需要 上 述 特定 集 E。。 注意 到 


r=lj(NE), Ei=(B'! XT, 


则 得 出 


A tige (NN EL) 
= lim 以 x (五 5 7 )xTix…xT，) 


大 和 
=lim [| CE’)’) 
kem ， 
=lim [| (一 ACE 
Ee 
当 > ACE 一 cc 时 ， 由 (22.25) 知 道 


k=l 


Ela HD)=0 (n=1,2,3,.), 


因而 4《 7") = 0; 由 此 4(F)==1. 日 
定理 (22.22) 具 有 种 种 应 用 .例如 ， 我 们 要 用 它 来 证 明 一 个 著 
名 极限 定理 ， 它 称 为 强大 数 定律 、 我 们 先 介绍 两 个 基本 引 理 ， 


648. 


(22.27) 引 理 ” 设 (5.)?- ,是 有 极限 的 任意 一 个 复数 列 ， 比 如 
lim (Bi1+Bs+…+B.)=p. 


证 给 定 e 汪 0， 取 no， 使 当 上 二 no 时 


,一 有 < 二 
如 果 呈 >zro， 那 么 
$307 - $3015 
$5 Ip.—b | 
-+5 lp 一 6 I+ 0. 
<i 81 一 Bl 十 三 . 


这 样 ， 取 ?如 此 之 大 ， 使 一 之 8 一 B| 芝 广 ， 对 于 这 样 的 


n ， 便 得 到 人 
> Bi:—B <e. 日 
， 要 


(22.28) 引 理 设 (c,) 是 一 个 复数 列 ， 并 且 > 二 0s 收 
上 mm 
和 伍 。 则 有 
lim 二 (ci 十 az 十 … 十 cs) 一 0 
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S10 一 0 ， Se 一 >, 二 (n 守 1), | 


1 一 ai 十 cy 十 十 C。 (7 之 1)。 


Qi=k(si— st-1)s 


因而 
fs+ 1 一 > klsi—si-1) 
Eal . 
和 和 [| 
= (n+l)sort 2 ks:— 之 2 
. Esl. 
= C++Dssy 十 SS ks， -位 (十 1D)s， 
=1 k=l 
一 (7 十 1)sa+i 一 > SE 
kel 
即 
t+ 1 一 《7 十 17ss+ 1 一 - 袜 。 SE (n= 1 和 2 [1 3 ,。***)。 
由 此 得 到 


Tt -GT 一) 二 式 之 s ). 


当 妈 趋向 于 无 穷 大 时 ， 部 分 和 ss+ :趋向 于 7e K， 根 据 (22.27)， 


(本 名) 也 起 向 Ty， 而 lim 二 时 了 = 1， 所 以 有 
Esl 
lim 地 二 0， 


. 650。 


这 了 训 是 所 要 证 明 的 . 口 
(22.29) 定理 ， 强 大 数 定律 ” 命 夏 =N， 对 于 每 个 : EN ， 设 
8 是 用 IT -AM i Li) 中 的 函数 ， 而 且 


| -sxaw= 0， 


(i) tl gi<. 


又 设 甩 是 T 上 的 函数 ， 而 且 f,(#) 二 gi (ti). 则 有 
(ii》 对 于 几乎 所 有 teT， lim| 过 > fC2) 二 0 。 


证 先 证 函数 级 数 


SA 
> 


在 空间 & , (TT， HN, 4 ) 中 收敛 . 如 果 m 二 nn， 则 有 


2 “- 2 
ex ff ff SS ff 
| 之 k -之 关 =| | 之 x | 4 
多 | Eul 9 * 
- 1 
= > jE Jrtsfrdr 
?人 本 十 1 


"1 [ 人 1 
一 之 -ajax+ 袜 让 8 dl。 


在 写 出 最 后 等 式 时 利用 了 (C22,24.i)， 根 据 题 设 ， 上 面 最 后 一 个 表 
达 式 的 第 一 项 为 零 ， 而 根据 (i)， 当 m 和 趋向 于 oo 时 ， 第 二 项 移 
向 于 零 ， 由 此 得 到 - 


ta| 》 > 4 fe -人 |= 


和 是 哈 


”651 ， 


所 以 六 


k=1 


和， 的 中 一 个 Cauchy 序 列 . 


设 h 是 六 , 的 8 ,极限 ;那么 瑚 也 局 于 & ,， 定理 (13,17) 表 


t=1 


明 ， 疡 也 是 8 1 和 数 了 >) - 共 -， 我 们 断言 


| ran= 0. 
为 1 证 明 这 一 断言 ， 估 值 如 下 


ria -| Sha fl SH ha 


< To 


+ n— Df la 


吉 贞 第 一 项 对 于 替 ， 当 有 赵 尼 于 co 时 ， 第 一 项 站 疝 于 堆 。 册 此 可 网 
(ndn=0. 现在 利用 定理 (32.22)， 对 于 几乎 所 有 #E T， 可 写 出 


0 = | PH 一 1im | hdiin,. 《1 ) 
六 量 ~ 入 了 一 


(要 记 住 9,={1 ，2，… nm}， 并 注意 到 表达 式 | hdpgs 是 的 
函数 ， 且 不 依赖 于 前 n 个 坐标 。) 我 们 有 : 


|,, td ,= | Ss 二 ae 


全 吉 二 } 
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+ | (> Efe)de0. “2) 


右 端 第 一 个 积分 等 于 零 ， 第 二 个 积分 中 的 被 积 函 数 不 依 赖 十 前 个 


坐标 .注意 到 之 一 一 ,按照 8 :度量 收敛 于 只 ,中 的 函数 ,) 积 分 


上 1 


k=n+1 


1 (5 地 Je 


显然 等 于 函数 之 ”二 思 ， 这样 ，(1 ) 和 (2 ) 就 表明 ,对 于 几 


计生 逢 二 


平 所 有 ft€T， 有 


这 就 是 说 ， 级 数 >》 二 fC 在 T 中 a.e. 收 敛 . 根据 (22.28)， 在 


E=l 
和 中 ae ,成 立 
lim (f(D+ +)) = 0 . 口 


(22.50) 例 T,，p。 和 f, 就 象 (22.9) 所 设 ， 我 人 有 f= 
上 ， 因 此 泵 足 了 (22.29) 的 假设 条 件 ， 所 以 有 


ji 
eo nn 
c= li m 人 一 0 
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ae 成 立 ， 束 是 说 


lim 


于 = 


a.e. 成 立 ， 当 上 抛 一 个 均匀 硬币 时 ， 假 如 把 得 到 正面 或 反面 的 事件 
分 别 看 成 0 或 1 ， 那 么 上 述 结果 说 明了 ， 在 nn 次 上 抛 中 ， 对 于 几乎 
所 有 上 抛 序列 所 得 到 的 正面 (或 反面 ) 的 频率 ， 当 n 趋向 于 无 穷 大 
时 趋向 于 一 一 ， 这 一 结果 要 比 (22.9) 所 获得 的 结果 强 得 多 . 

以 下 是 强大 数 定律 的 另 一 说 法 . 

(22 .31) 定理 设 人 二 NN， 对 于 每 个 KE€N， 设 gy 是 全， ( Tis 
AM,, At ) 中 的 函数 . 记 g: 一 24 十 20 其 中 %; 和 ;都 是 实 值 的 ， 
并 假定 

(i) 对 于 任意 实数 c， 数 只 (人 ET Pi (ti ) DC ) 和 数 
HK { 人 ET y(t)>o} ) 都 与 [无 关 . 

又 设 扩 是 T 上 的 函数 ， 而 且 f,(#) 二 g(t;)， 则 有 


(ttste tt -1)=0 


1 


(ii 对 于 几乎 所 有 # ET， 


sli Sw Jo 


证 一 想 便 明 白 ， 不 妨 假定 每 个 g; 丝 为 实 肖 数 ， 并 且 就 这 样 假 
定 ， 对 于 每 个 b， 规 定 ; 
A fC <h, 
( 其 余 。 
我 们 先 证 ， 对 于 儿 乎 所 有 #E T， 存 在 一 个 (依赖 于 + 的) 正 整 数 
mos 使 当 m 之 mo 时 


fi Ct) = 


ft)=fn Ct), C1) 
往 题 竣 (i) 下 ， 对 于 每 个 4*€ R， 证 明 数 什 和 pj 《 {ti € 工 ,: |giCt2)| > 
a } ) 不 依赖 于 x， 这 是 一 件 很 平凡 的 事情 ， 利 用 这 一 事实 ， 则 得 
到 
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由 


> HKCEET: 记 (1 六 C0)}) 


=1 


一 > ULCEET: fC 之 全 
一 > HiCAt i ETE: |gr C22) >£}) 


-5S[5 WCE ET Ln grG | <nt1) ] 


kK-] n=k 


一 > KUL ET lgilt) IESk+1)) 
< | gil dHi<%. (2) 


然后 记 | 
E‘*’={t, ET,: | gCt1) i>£}, E:= Be XT z 


根据 ( 2 ) 式 ， 级 数 S WCE‘*)) 必 收敛 ， 从 而 由 Borel-Cantelli 


“五 = 


AU(ANs)-1. 
于 是 ， 儿 乎 所 有 t ET 都 具有 这 样 的 性 质 ， 即 对 于 茶 个 n，# € 
Nn 这 正 是 断言 (1 ). 


引 理 (22。,26) 推 知 


" 由 (1 ) 便 直接 得 出 : 于 于 几乎 所 有 fET 成 立 


iin | > fC8) _15 0. (3) 


k=1 Ea=l 


| 


我 们 想 把 (22.29) 应 用 于 画 数 其 一 | fp， 为 了 证 实 ( 22.29。 
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i)。 只 要 证 明 
>, 和 
上 =i 


就 可 以 了 ， 我 们 先 写 出 


ffia| < (4 ) 


> 6 fi— | jfide | 
- 之 时 -( | ign) ] 
<5 rr: | 天 su (5) 


然后 对 于 每 个 FE N， 在 了: 上 规定 函数 久 为 

gi(t1), lg1Ct1)| <1 

由 (让 和 积分 的 原始 定义 (12.2) 以 及 (12.21)， 显 然 得 到 
De:fifisa= | (Bis)a. ce) 


Enel 7 1 kml 


plt1)={ 


要 证 函数 w= 二 > k-: 丰 属于 8 ,(T1)， 试 考 霸 适合 lg1(11)| > 0 的 


i=l z 
任意 一 点 ET 看 在 (唯一 的 ) 一 个 正 整数 p ， 满 中 
力 一 1<< lg1Ct1) (<p。 
我 们 有 
h(t1)= ht) ht) = 0, 1. 
hel d=hribt1) = = g(ti)g z 
因此 : : 


| 之 1) 


a 
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= > KB) 81) | > £2p, er 


| k=mp k= 
对 于 每 个 正 整 数 了 ， 关系 式 
< 2 ax 1 
| 之 < 上 《X 十 力 )“ pb 


是 显然 成 立 的 ， 由 此 得 到 


St+t1<2. | C8) 


丰 一 放 


结合 (7 ) 和 (8 )， 可 以 看 出 

Ww 委 2 1gl. 
既然 根据 题 设 g1€ 8 1,《 工 1)， 那么 返回 去 看 一 下 ( 5 ) 和 (6) 这 两 
步 ， 便 知道 (4 ) 确 是 成 立 的 . 


这 样 一 来 ， 函 数 攻 一 ,fid 4 便 满足 了 (22.29) 的 题 设 , 结论 
C22。29. 计 ) 在 这 里 则 取 以 下 形式 ， 对 于 几乎 所 有 ET 
lim[+ Sr (0 —l > a]. 


鉴于 (3 ) 式 ， 只 要 证 明 出 


ist | Han= | fidus (9) 


#0 人 


便 完成 了 本 定理 的 证 明 . 各 果 hu 如 上 所定 义 ， 则 又 有 


|， fiau 一 | iad, 《10) 


@ 原 文 如 此 。 右 端 似 应 为 | fdu。 一 译 者 注 


有 


tg. | 人 


而 (12.24)? 蕴 涵 


lim | hdr 一 | sa -| 户 CU。 C11) 


由 (10)， (11) 及 (22.27) 便 推出 等 式 ( 9). 日 
(22.52) 习题 〈a) 试 证 (22,29) 的 以 下 类 似 命题 ， 记号 如 
《22。.29) 所 设 ， 把 条 件 (22.。29。 i 换 成 


Ci) 六 col sl :< co， 


二天 1 


其 中 a;>> 0， > ai<co,， 则 无 穷 级 数 


入 


C11) > Q ef ££) 


Emi 


对 于 几乎 所 有 tz ET 收敛 . 
(b) 试 证 (22.29) 的 以 下 类 似 命 题 ， 它 通常 称 为 弱 大 数 定律 . 
记号 仍 如 (22.29)? 所 设 ， 把 (22， 29.i) 换 成 条 件 


《iii) > fl 上 0 。 
风 对 于 任意 。 >0， 成 立 等 


mA 人 (te 


ED fi |>e })=0. 


就 是 说 ， 函 数 序列 (十 > fs ) ， 依 测度 收敛 于 零 


《22.33) 习题 命 
人 ,一 10,1 .27 一 1 La(A)== 士 入 (n=1,2,.")。 


对 于 固定 的 1 Ei0,1,"*,7—1 } 以 及 乘积 空间 工 中 所 有 t， 规 
- 658 、 


1 ,1,=1, 
| 0, tL 


试 证 , 对 于 任意 & 生 0， 有 


1 ~、_1 


k=1 


lim 4 ({#ET: ~ 0 。 


(22.54) 习题 对 于 xE]0，1[(， 某 个 固定 的 整数 *>> 1， 
以 及 1; E10 ,1 一 设 b.CX) 是 诺 数 x 1,…:,X ,中 1 的 个 
数 ， 这 里 


0 
*= 之 站 ze 
旺 呈 二 


XacC( 人 (0 1 or 一 工 》， 而 且 对 于 无 穷 多 个 nn， XX, 研 0， 试 证 ， 
对 于 (Lebesgue ) 几乎 所 有 xcE]J0，1(U 


.1 | 
lim = 


[这 可 由 (22.31) 推 出 ，) 

(22.35〉 说 明和 记号 O 我 们 现在 介绍 极限 定理 (20.56) 的 某 
个 应 用 ， 它 与 以 上 所 列举 的 多 少 有 点 不 同 。 和 (22.16) 及 (22.17) 一 
样 ， 命 六 = 一 (1，2，3，)，0Q. 一 (1，2，， 0， 并 设 . 妈 ”是 
集 4p。.XTo" 全 体 所 成 的 5 代数 ， 其 中 4opsE .5 ps。 然后 考虑 CT， 
-HM ,。) 上 的 两 个 测度 4 和 7.， 它们 满足 

1 (TD) 一 17.(T) 一 1， 
并 设 上 4 和 7 分 别 是 由 测度 ls 和 7 产生 的 乘积 测度 . 

以 下 基本 结果 涉及 对 于 一 切 都 有 7,< 鼠 心 这 一 情况 ， 建 立 了 有 
关 ? 和 /的 一 项 值得 注意 的 事实 . 

(22.56) 定理 (S.Kakutani ) 记号 如 (22,35) 所 设 . 假 定 对 


小 标题 是 译 者 加 的 。 一 一 译 者 注 


于 一 切 n，7, 安 4， 则 或 有 
(i) 1 
或 有 
(Ci) 7- 4， | 
设 所 是 8 I(Ts，.WM,，ks) 中 的 函数 ， 并 且 对 于 一 切 F.E .NY,， 都 
有 


_ C111) 四 .00 一 7 CE,), 


世 陀 是 说 ， 设 万 是 (19.43) 意 义 下 的 Lebesgue-Radon-Nikodym 
导数 一 9 则 (i 成 立 的 充 要 条 件 是 


iT) TT ( | fo dp )> 0， 
k=1 k 站 
而 (i 让 成 立 的 充 要 条 件 是 
Cv) I (re ar )= 0 。 


证 正如 (13， 全 所 说 ， 我 们 首先 看 到 


oasesL fase] f 2 


di 二 一 | 1 。 
所 以 Civ) 和 (Cv) 中 的 无 穷 乘积 肯定 等 于 (0 ,1 ] 中 的 某 个 数 ， 对 于 
每 个 n EN， 试 考虑 有 限 乘积 Tg, 以 及 .VYgs 上 的 两 个 乘积 测度 4， X 
Xp 和 P71X…Xn:。， 由 (21。29) 并 施 归 纳 于 nn， 可 推 知 
. WX Xn Hi XX 
而 且 函 数 
Cts og og af tf ta) ft) C1) 
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数 ， 其 次 考虑 集 40, 久 TQ/ 全体 所 成 的 o 代 烧 .5 ， 其 中 4p。E 
HQ。 设 1" 是 T 上 的 函数 ， 它 满足 

f°.* CE 1) CG ) fC1.)s 
并 设 4" 和 7 ”分 别 是 限制 在 c 代 数 . 妈 上 的 测度 4 和 7 。 由 (1 ) 和 
(22.24.i) 显 然 得 出 


[we= IT nm= IIwero=: (2) 


tl 个， 
当 1 壕 m 之 n 时 ， 则 有 . 

f°" "CFF ODD=f of2 Ct fari tn) fi) (3) 
由 (21.29) 容 易 明白 "4"， 而 且 f " 正 是 7 关于 4" 的 Lebes~ 
gue-Radon-Nikodjm 导 数 ， 因 而 引用 (20.56) 可 断定 - : 

limf "IC¢) =f() (4) 

对 于 /几乎 所 有 ET 是 存在 的 ， 而 且 正 是 (20.53) 意 义 下 n 关于 4 上 的 
导数 . z | 

假定 CY) 成 立 ， 则 应 用 (22.24.:)，(12.23) 及 (4 ) 可 写 出 


和 (和 -ea 
t= 


: 
>] tind aha 5) 


由 (5 ) 式 推 知 f= 0 py-a.e。， 从 而 (20,53) 蕴 洱 n_L4，、 这 是 因为 7 
”的 4 绝对 连续 部 分 是 由 积分 /所 得 到 的 . | 


不 管 [让 dt 的 值 如 何 ， 我 们 总 可 以 计算 如 下 ， 


当 m<x 时 ， 利用 (13.4) 和 (2 ) 式 可 写 出 


Je 


66 ， 


。 i mi 
a rr rr ii i 


= 人 |6e 二 He 二 de 二 -de dh 
detrostpaT. 
[lost|] 
ED C6) 


又 注意 到 (37 和 (22.24.。i)， 
| : Cf" n)) 坦 (fen， ") ‘au 


= | fiau, XX:* “x 「 dx | /说 ， CH 关 “，*， 


x | ao- IT | fan. (7) 
结合 (6 ) 和 (7 )， 便 得 到 / 
|; ff de 2|1 (本 | fd )]. (8) 
Eom+l i 
当 (ivy) 成 立时， 显然 有 
dim I (fan )=1. 


因此 C8 ) 式 说 明 (f”) -万 是 EC (CT，.MA， x4) 下 的 Ceuchy 六 
列 ， 然 后 借助 于 (20,58) 和 (C20,57) 便 得 出 结论 


0062. 


TY 


TI</. 中 站 

(22.57) 评注 ”记号 如 (22。.35) 所 设 ， 假 如 并 非 所 有 7”, 都 关于 
Ws 绝对 连续 ， 那 么 7 不 会 关于 4 绝对 连续 ， 但 是 它 仍然 可 能 具有 
很 大 的 绝对 连续 部 分 。 假定 对 于 某 个 1 € N， 我 们 有 

(i) N=aPiT (1—Q)o 
其 中 Pl 和 ol 是 (T,，-.AM) 上 两 个 测度 ， 并 且 D (Ti) 二 oi: (T1) = 
1, Figks Olu 而 0 委 CiC1L. 如 果 Q1 二 0 ， 就 是 说 如 果 %1L 
那么 (21.29) 表 明 7 上 p， 和 否则， 在 空间 Tt 上 设 芒 是 所 用， 
《Ek 关 1 ) 的 乘积 。 不 难看 出 

7 a,(PpXn )+(1—2) (ccX7 ). 

当 ( ciX? ) LU 时 ，77 就 不 会 关于 4 绝对 连续 ， 但 是 对 于 Pi X77 来 
说 ， 可 能 关于 4 是 奇异 的 、 关 于 4 是 绝对 连续 的 或 者 是 “混合 的 ”. 
就 任意 1 EN 而 言 ， 按 照 分 解 (i)， 可 以 给 出 了 的 精确 描述 ， 我 们 
把 细节 留 给 感 兴趣 的 读者 . 

(22.58) 习题 记号 如 (22.35) 所 设 ， 对 于 任意 nn EN， 命 了 
二 {0 ,1 )， 又 设 q 是 其 值 在 】0 , 1 (中 的 一 个 序列 (cs ， Ha 是 
(TT，.M ) 上 的 测度 ， 它 是 { 0，1 } 上 庄 测度 如 的 乘积 ， 这 里 规 
定 us《({10)) 二 Qs，un( {1)) 二 1 一 Qa, 假定 x< 和 B 是 任意 两 个 这 
样 的 序列 . z 

(a) 试 证 以 下 两 个 断言 必 居 其 一 ， 

(i) Hz 和 们 Hp8 及 HL8 女 ja; 
或 

(ii) Aa- 18. 
并 证 明 (i) 成 立 的 充 要 条 件 是 

di) BD (1-c pad tp) )<~, 


而 (ii) 成 立 的 充 要 条 件 是 


@ 请 读者 考虑 必要 性 的 证 明 。 一 一 译 者 注 
.663 。 


Ho te i - . 


《iv 《iii 中 的 级 数 发 散 ， 
(提示 . 把 (22.36) 应 用 于 测 度 ya 和 wp， 各 个 因子 测度 显然 关于 其 
人 和 一 人 部 有 对 和 上 的， 而 县 天 在 TF 的 积分 和 
寺 6 襄 十 ( 1 一 C ,去 (1 一 bp» ) 去， 

然后 应 用 (22.2 了 不 论 把 ke 和 He 中 娜 一 个 看 作 (22， 35) 中 的 Ap 都 没 
有 什么 关系 . 

《5b) 对 于 某 个 6 >0， 不 等 式 6 委 cs<1 一 6 和 4 <Ph,< 
1 一 6 对 于 任意 n EN 都 成 立 , 试 证 (iii) 成 立 的 充 要 条 件 是 ; 


(Y) » (Cs。 TP") ‘<, 
(提示 ”利用 重 等 式 
(yi) 1 一 zc 去 6 去 (1 一 ao) 去 (1 一 D) 半 
= 计 (“- bp 二) +((—a) 0 
以 及 微分 学 中 信 定 更， ) z 
《ec) 假定 B, 为 常数 ; 对 于 某 个 8EJ0,1(，p,=P， 斌 证明 
(iii) 成 立 的 充 要 条 件 是 CY) 成 立 ，[ 提 示 当 lima, 二 时， uk 
用 (6b) 小 题 ， 否 则 ， 《vi) 表 明 (iii) 中 级 数 的 项 并 不 具有 极限 0 ， 
22. 39) 习题 试 证 存在 ( R， CD ) 上 的 再 度 所 记 的 一个 
(a) 对 于 任意 of S， 和 KR) 一 ti 
(hb) 每 个 o€S 是 正则 的 ， 
Cc) 每 个 oc € S 是 连续 的 ， 
( d )- 每 个 rc 具有 支 集 ， 即 区 间 [0 ; 1) 
(e ) ”对 于 S 中 不 同 的 o 和 o’，o.10o 人 ， 
(1) S=¢. 
[提示 、T 如 (22.38) 所 设 ， 并 设 
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VO= D2 (eT). 
驶 射 9 把 T 映 满 ( 0 , 1 ), 于 每 个 数 >ED 0， 1(， 设 4 是 如 同 
《22.38) 一 样 ， 由 常数 序列 〈《?》?，?， ?7 ，… ) 所 构造 的 人 上 的 测度 
当 ? 关 7 时，py 和 4y ,显然 是 互相 奇异 的 . 对 于 ?E]0，1(， 设 ov 
是 如 同 (12。45) 和 (12。46) 一 样 由 7 上 的 测度 wy 和 连续 映射 所 构造 
的 [0 ,1 ) 上 的 测度 ， 可 以 把 {o,: 7E)0,1( }) 当 作 测 度 集 5， 
这 时 很 容易 验 明 的 .。】 

(22.40) 习题 可 以 不 依靠 区 akutani 定理 (22.36) 来 构造 一 
个 多 ( R ) 上 的 测度 集 S:， 它 具有 S 的 除 支 集 是 (0，1 ) 以 外 的 全 
部 性 质 ( 见 (22.39 ) ]。 试 补 上 以 下 构造 梗概 的 细节 ， 命 了 一 (0， 
1)”， 并 考虑 如 同 (22.39) 一 样 的 (T，. 如 ) 上 的 测 度 4 . 对 于 
每 个 mw 一 (22 ) ET， 设 Vu 是 把 T 鼎 入 (0，1) 的 
映射 ， 它 由 下 式 给 出 : 


Vu(t)= 2 S 一 和 二- 十 3 2 Ao-ie 


t=1 
对 于 46E BCR)， 命 
ou(A)=4 ,Pi (AN Pa(T))). 


那么 测度 集 S ,={am:，zmE7) 便 具有 所 断言 的 全 部 性 质 . 

(22.41) 习题 考虑 如 (22.39) 所 构造 的 测度 c4 . 试 证 
0 3 是 (0，1) 上 的 Lebesgue 测 度 . 

(22.42〉 习题 “(a》 按 以 下 方式 改变 (22.39) 的 结构 ， 工 和 
ur 如 (22.38) 和 (22。.39) 所 设 ， 但 规定 把 T 吴 入 RR 的 映射 9 为 


P(t)= 2 > 3 ise 


对 于 ?E10 ,1[， 如 同 (12.45) 和 (12.46) 一 样 设 r，* 是 pir 在 92 下 的 
象 . 试 证 : 每 个 rr 的 支 集 是 Cantor 三 分 点 集 . 并 证 7 是 相当 于 
Lebesgue 奇 异 函 数 的 Lebesgue-Stieltjes 测 度 . ( 参 痢 (8， 28) ). 
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Cb) 试 证 | 。 xdry(z) 一 1 一 ? (提示 。 下 列 各 步 是 不 难 
检验 的 ， 


=|,( 2 > 3711s duy Ct) 一 2 之 3 rc 
I= be 


BE 


= 2(1—7) > 3-+=1—7.) 
s+ 
(Cc) 试 证 : 
| xz2dr,(z) 一 2-1C1 一 7) 十 2-1C1 一 72。 
【01 
(提示 .可 作 如 下 计算 ， 


| xsarr(z)= 4 |;(> 3 ) dvit) 


tel1 


= 4| >, 3 | jd) + 2 > (之 3 
二 = ， 


Je1 LE=<iyl 
[i tude ) 


= 4| (1 一 9 971+ 201—7): » 3 人 3) 


tml mm 于 二 可 人 
.11 1 vy? 
= 二 (1 一 ?二 去 (1 一 7) .| 
Cd ) 试 证 


3 : .81 (1 一 .15 _ 231) 
{ary = 一)+ 本 一 ?+ 训 Q 一 2* 上 
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Lo 


(和 2.45) 习题 ”记号 如 (22.42) 所 设 . (a) 设 a 是 任意 一 个 先 
数 . 试 证 
| ,explax)dryCx)= TT (y+ (1—y)exp(3 12 a )), 


k=1 


(b》 试 证 ， 对 于 任意 Pp EN， 成 立 


Ci) | , expC2mi3? x) dryCx) 


一 TI [7+ (1—y)exp(47i3°+)), 
(c) 试 证 ， 当 ?一 一 一 时 ,(i) 的 值 等 于 一 正 实数 ,试问 ， 如 果 ? 
取 (0 ， 切 中 的 其 他 值 会 怎样 呢 ? 
《22.44) 习题 (a〉 试 按 以 下 方式 推广 (22,42) 的 结果 ， 设 a 
是 区 间 ) 一 1，i1( 内 任意 一 个 数 ， 规 定 把 T 映 入 R 内 的 映射 9 为 


p(t) = >, Ce 


Ew 


如 同 (12。45) 一 样 ， 设 wy 是 44, 在 9 下 的 象 ， 这 样 ， 对 于 R 上 每 个 连 
续 的 f， 便 有 


| Fay -| ;fo Padui,。 
命 -7， 一 | "dorcx) Cn 二 0,1,2,…), 试 证 A。 二 1 ;并且 


GD Ar 和 (OA 


(提示 ， 对 于 n EN， 我 们 有 


“P=a (es 十 > a*™ a) 


站 二 人 
 @ 承 蒙 R.M.Blumenthal 教 授 惠 赠 了 这 一 : 递 推 公式 ， 
: ‘667 。 


名 ， 放 ， ee 3 
(之 of + 之 (oo ， 
这 是 因为 好 =t1， 在 T 上 积分 ， 便 得 到 : 


和 = 中 | D a* ts) duyCt) 
k=2 
+S( "fn(Berm) ao ] 
i=1 1 km? _ 
-of 4. + > ( )a-—»4.., 1 


由 此 便 直 接 得 出 Ci)，】 
《b) 就 o 一 ?一 一 一 的 情况 ，(22.41) 表 明 在 (0 ， 1 ] 上 成 立 
O03=4. 
这 时 ， 试 直接 计算 J,， 并 验证 公式 (i)，. 
(Cc) Ty 如 (22，。 42) 所 设 ， 并 记 
.JI= | x"dryCx) (n=0,1,2,...), 
L09411 
试 证 Jo 二 1 9 并 且 


(ii2 . , As= 3 i >( za nj (n=1, 2 …)。 


《22 .45) 习题 CH. S ‘pokerman )。. 记号 如 (22.44) 所 
设 ， 为 了 简便 起 见 ， 把 一 《一 了 一 写成 b. | / 
《a) 试 证 ， 当 n 之 1 时 


(i) 4,=b,{1 +E6 
[和 用 下 


一 D1 7 rom 
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bls 


* binbio'*bia } 


式 中 和 数 工 “ 是 遍及 适合 ?全 人 > 六 人 > 人 > 0 的 一 切 5 元 正 整 数 
组 (ii,is ;…, i, ) 来 取 的 . . 
[提示 ， 把 (22.44.i) 改 写成 以 下 形式 


并 注意 到 


EE EE pe rape 


Cn—iDtCi i212 3) (i124! 


-( Cr) 


然后 施 归纳 于 } 
(Cb》 试 证 ， 当 有 之 1 时 ， i 
(11) 4 ,= > > itt 
Djst jst tia bjstjst .+ ia"bjs 
这 里 和 数 忆 ”是 过 及 适合 二 1 十 js 十 *… + 让 一 的 一 切 h 元 正 歼 数 胃 
C1112 °° "97 ) 来 取 的 ， (提示 ， 改写 4i)， ) 
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记号 索引 
《本 索引 中 的 数字 表示 正文 中 的 节 段 号 ,如 (4.2) 


指 第 四 节 第 二 段 》 

sp ‘(11.22) 记号 】 (2.20) 
args Arg (5.51) 人 [对 称 差 ] (1.10， 
cardN (4.2) 
9i (4.50) Es CE ef)=f(0)) 
a,f (18。47) (9.2) 

pp (22.2) 
BNX) CBorel 集 ] (10.19) | exp [指数 函数 ] 《5.56) 
8B(X) 7,3) | en ceo A)=$4(a)) 
BH) (16.40) (9.19), (9.20) 
Blz) Ce 邻 域 ] .6.14) | yo 7 (20.53) 
BA, By (14.4) | 

已 。 (6.55) 
。 Ca 2) | FOX, of, 4) (20,27) 
‘oD (14.25) G, (6.55) 
GX) (7.8) 
ColX), CoolX) ‘7.12) I [ Coo 上 的 非 负 线性 

z 泛 落 ] 〈9.1) 

D1, De ‘17,36) 了 (9.8) 
门 ， [Dirichtet 核 3] 《18。27) _ 
D’*, D., D, D. (17.2) I ‘09.15) 
Bta, 6b)) (8,2) I 5 开 部 ] 《5,42) 
jia m (6.51) inf 《5.32),(6.57)，, 
dist (7.44) (7.D 
domf [定义 域 ] (2.3) 1 CC4) = T(E) 
Brs . TKronecker 6 : 《9.19) 


io 4 (19.61) 
4 (19.57) 
K [复数 ] 〈1.2) 
K* (3.3) 
Kn CEFejsr 核 ] (18.27) 
L CLebesgue 积 分 3 
(12.2) 
ly, IK DY (13。13) 
1z( 门 ) 《14。26)》 
OD, (12.26) 
8 (12. 18) 
0 (13. 1) 
Pe» (20, 14) 
Po (13. 36) 
Rlog’D (13.37) 
Llf. a, A) [Darboux 和 和 和) 
(8.3) 
lim, lim (6.83), (17.1) 
iPe (17.31) 
2 [5Lebesgue 测 度 ] 
(9.19) 
Ae (9.19) 
Mss A 122.2) 
MN,, Ct 可 测 集 ] 
(10.6) 
-0 [Lebesgue 可 测 集 
《10.。6) 


HM, 


[4 可 测 集 ] (10.5) 
m(D) (14.26) 
MX) (7.20) 
M(X) (20。41) 
max{xsy}, minix, y} 
(2.7) 
max{f,g}, min{f, g} 
(7.1) 
HE (11.37) 
N 5 下 整数 】 (1.2) 
Nas, NHN (22.2) 
RX) (7.20) 
ord A (4. 40) 
ao (4.41) 
0 (4.49) 
9 [CC 广 ) (22.2) 
; sb 13 3 
p | p-1 | 3。3) 前 
P(A) [4 的 子 集 全 体 ] 
(1,.4) 
Q C 有 理 数 】 (1.2) 
Rh 5 实数] (1.2) 
R" (8, 3) 
Re [广义 实数 ] 《〈6。1) 
Ri [离散 实数 】 (6.57 
Re C 实 部 】 (5.42) 
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tngf 


S [简单 函数 2(12,1) 前 

TE) (10.19) 

SCf) [CRiemana 积 分 ] - 
(8.15) 

S(fsca,b)) (3.6) 

S aCf) (8.12) 

Salf yta,bi)(8,.6) 

sgn 5 正 负 号 通 数 ] 
(5.56) 

snf 《18,27) 

of (18,27) 

sup (5.32), (6,57), 
(7.1) 

Tss 了 ‘22,.2) 

Ul(j,a,A; CDarboux 和 3 

: . 《8.3) 

了， [全 变 差 ] 417。14) 

Xe, RR: 《6.5) 

Ey [特征 函数 3 (2.20) 

Z [整数 】 (‘1,2) 

p21 5 空 集 ] (1.2) 

gof {2.4) 


[ 值 域 3 (2.3) 


f#y 


A~B 
ASB 
<g 
7 Ch 
六 


(21.31)-.21.33), 
(21.56) 

(4.1) 

(4。40) 


《7。1) 


(19.19) 
(19.39) 


ry, FLF, rl FrF(16.9) 


+A 


A+B 


A-B 


AXKN 


HY 
xl 
上 xz] : 


ft 
(fs 


ll glie 
ilo 
zt+tMi 


ITH 


lal 


zl 


C= ttz+y2yE A}) 
(10.26) 
[={r+y:rE A, 


yeEBi (10.26) 
C={zx -yrz€E A, 
yEB) (10.26) 
(21.2) 
CCartesian 架 积 2 
(2.1) 
(21.9) 
《7.5) 

二 
| -<>， XT> | 


(13.16), (16, 3 
(7.3) 

(13.1) 

(20,11) 

(13.36) 
CE/M 上 的 范 数 ] 
(14.38) 

(14,1) 


(20.43) 


(20.27) 


1 [全 变 差 ] (19.7)， 
(19,11) 

rz,y> (13.16), (16.1) 

<f ,9g» (13.15》 

A [基数 I(4.1) 

f (7.1) 

他 《21。38， 

fn) (16.15) 

f cfer) = fa) 

(21,51) 

Mt: 《16。42) 

T* [伴随 算 子 ] (14. 34)， 
(16.40) 

f*，P*4* 《 闪 罗 空 间 ) (14.6) 

f° C=max{f, 0}) 
(12.2) 

f° C= -min{f, 0}) 
(12.2) 

/六 C(xr) = - 1)] 
(8.14) 

f’', fi, ff (17.4) 

f '™ Cf i (r=f (xr, y)) 
(21,2) 

4 4 )》 站 4 1) (21.74) 

Fr 《 今 中 的 实 值 函 数 ) 
(7.1) 

TF* [他 中 的 非 负 实 函 数 ] 
《7。1》 


E” (21.2) 

A 内部) (8.6) 

4 CA 的 余 集 】 (1.8) 

A [ 闲 包 3 6.6) 

.4 (3。3) 

A! (3.3) 

7 ， 多 ‘19.7) 

fe Cfilr)= f(x +t)) 
(8.14) 

frri Cf rx (y= f(r,y)) 
(9,41), (21.2) 

Es (21.2) 

(XA (11.1) 

(YY, A ,AD 10,3) 

-4 C={-zx’i7XE A}) 
(10.26) 

fo+), fc5-) (8.18) 


( ) = 项 世系 数 ] 


《?。25》) 
ww, -ao (6.1) 
(zn) [序列 ] (2.18) 
2 4 CCatrtesian 乘 积 ] 
(3, 1) 


dv= fodt, v=fork (19.43) 


dy 
dt 9 
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(12.18), (19,.17) 


| | far= | yan] | [ya | - fafar as 


(2.17) 
‘20.29) . Ca，6)，Jae，4[ 等 (6.1) 
和 
| f(r)dz [=J fd2 | 面 | [证 毕 ] 《1.6) 
~® [asb)y 
(12. 18) 
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人 名 与 术语 索引 


( 本 索引 中 的 数字 表示 正文 中 的 第 段 号 。 如 (5,1) 
指 第 五 节 第 一 段 ) 


以 外 文字 母 起 首 的 人 各 及 复合 说 


Abel 可 和 性 (Abel summability; 
Fourier 级 数 的 一 (Abel summability of Fourier Series) 
18. 47) 
Abel 核 (Abel’s kernel) (21.45) 
Ahbel 群 (Abeliaa group (5.1) 
Abel, N. H.(5.1 
Alexander 次 基 定 更 (Alexander’s subbase theorem) (6.40) 
Archimedes 有 序 域 (Archimedean ordered field) (5.17) 
完备 一 (complete Archimedean ordered field) 《5.33) 
非 一 (non~Archimedcean ordered ficld) (5.39) 
arg( 幅 角 ) (5.51) 


3" (R) 

一 上 的 不 变 平 均 (inpvariant mean on 3'(R)) (20,40) 
Baire 范 哮 定 理 (Baire category theorem}) 《6.54) (6.91) 
Baire 函 数 (Baire functions) (11. 46) 

a 型 (Baire functions of type C)〈11。46) 
Baire 集 (Baire sets) (11。46) 
Banachb~Steinhaus 定理 (Banach-Steinhaus theorem) (14.24) 
] 了 nach 不 动 点 定理 (Banach's fixed-point theorem) (6,88) 
Banach 代 数 (Banach algebra) 〈7.。7) 
Banach 空 间 (Banach sbace) (7.7) 

心 的 共 斩 (Conjugate of a Banach space) 《14.6) 


。8675D + 


一 的 丧 积 (products of Banach spaces) (14. 19)， (14。 361》 
全 的 商 空间 (quotient spaces of Banach space) (14， 38) 
一 致 凸 一 (uniformly convex Banach space) (15.16) 
一 致 加 ~ 一 (uniformly rotund Banach space) (15.16> 
自 反 ~(reflexive Banach space) (14,15) 

局 部 一 玻 凸 一 (1iocalliy uniformliy covex Banach space) 
(15.17) 

Banach 指标 (Banach indicatrix) 

沙 数 的 ~(Banach indicatrix of a function) (17.34) 

Banach, S. (6,.101), (10.29), (14,16), C17.8), C17.11), 

(18.25) 

Bernstein, F. (10,54) 

Bessel 不 等 式 (Bessel’s inequality) (16,17) 

Birkhoff, G. (1,.14) 

Birnbaum~Orlicz 空 间 (Birnbaum~Orlicz spaces) (13.36) 

Bohnenblust, H. F. (14.12) z 

Belzano ($.44) 

Bolzano-Weierstrass 性 质 (Bolzano-Weierstrass property) 

(6. 30) 

Boole, G.(1.14) 

Boole 代 数 (Boolean algebra) (1.14) 

Boolc 环 (Booleam ring) (1.14) 

Borel, FE, (6.44) 

Borel-Cantelli 引 理 (Borel~Cantelli lemma) (22.26) 

Borel 可 测 函 数 (Borel mcasurable function)〉(11.2)，(12,. 63) 

Borel 测 度 (Borel measures) (19.45) 前 
尺 上 的 正则 一 (regular Borel measures on 及 )〈19.45) 前 
复 正 则 一 (complexz regular Borel measures) (20.41) 

Borel 集 (Borel sets) (10.19) 

宋 积 空间 中 的 愉 (Borel sets in product spaces) (21.19)， 
《21.20) 
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BunyakovskiT 不 等 式 (Bunyakovskiy's ineqtality》 (13。4) 


Co(X) 

~ 的 共 轿 空间 conjugate space of ColX)) (20.48) 

一 中 的 理想 (ideals in Go(X))(20.52) 
Cantor-Bendixson 定 理 (Cantor-Bendixson theorem) (6.66) 
Cantor 三 分 点 集 (Cantor ternary set) (3.4),，(6,.62) 
Cantor 型 集 (Cantor-like set) (6. 62) 

Canter, G. (4.10), (6.52) 
Carathéodory ,C.(10.2), (10.5) 
Cartesian 轿 积 (Cartesian product) 
两 个 集 的 ~ 一 (Cartesian product of two sets) (2.1) 
拓扑 空间 的 一 (Cartesian product of topological spaces) 
(6. 41) 

集 族 的 ~s(Cartesian product of a family of sets) (3.1) 

Cauchy-Bunyakovskiji-Schwarz 不 等 式 (Cauchy-Bunyakovski7 
-Schwarz inequality) (16,2) 

Cauchy 不 等 式 (Cauchy’s inequality) (13.4) 

Caucehy 序 列 (Cauchy sequence) (5.19),，(6.46) 


Cech, E,. (6.43) 
Ces3ro 可 和 性 (Cesaro summability) 
Fourier 级 数 的 一 (Cesaro summability for Fourier series) 
(18. 28) 
Clarkson, J], A.(15.13) 
Clarkson 不 等 式 (Clarkson’s inequality; 
2 p< wm 时 的 一 (Clarkson’s iaeqdality for 2<p<%) (15.5) 
1 <p< 2 时 的 ~(Clarkson’s inequality for1 <p< 2) (15.8) 
Cohen, P.].(3,2), .4.50) 


Datiiell，P。].。(9. 1 前 
Darboux 和 (Darboux sums) (8.3) 


De Morgan 律 (De Morgan's laws) (1.9) 
Dedekind, R. (4,13) 
Dedekind 分 划 (Dedekind cut) 
有 序 域 中 的 一 (Dedekind cut ia an ordered field) (5.38》 
Gdelta) 
Kronecker 4 记号 (Kronecker delta) (2.20) 
Denjoy 积 分 (Denjoy integral)》 (18.42) 
Dini 导 数 (Dini derivatecs) (17.2) 
Dini 定 理 (Dini’s theorem) (13,40) 
Dirac 测 度 (Dirac measure) (9,19) 
Dirichlet 核 (Dirichlet kerael) (18.27) 
Doob, 1. L.(20. 60) 
Ditnfcrd，N.(14.1) 前 


”Egorov 定 理 (Egorov’s theorem) (11.32) 
se 邻 域 (e-neighborhood) (6,14) 
Euclid 度 量 (Euclidean metric; (6,13) 
Euclid 空 间 (Euclidean space) 

n 维 ~-(Euclidean n~space) (3,3) 
exp( 指 数 通 数 ) (5.58) | 


下 o。 集 (Foset) (6。55， 
1 归纳 族 (f -~inductive family) (3.12) 
Fatou 引 班 (Fatou’s lemma) (9.39)。 (12.23) 
Feiér, L,.(18.27) 
Fejér~Lebesgue 定 理 (Fejér~iLebesgue theorem) .( 18. 29) 
Fejér 核 (Fejér’s kernel) (18.%7), (21.45) 
Flett, T. M. (21.82) 
Fourier 级 数 (Fourier series)》 (16.26), (18.27) 
一 的 Abel 可 和 体 ( 杂 bel summability of Fourier Series)》 
(18,47}) 
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~ 的 Cesaro 可 和 性 (Cesdro summability for Fourier series) 


(18.28) 
一 的 一 致 可 和 性 (tniform summability of Fourier series) 
《18。44) 
一 的 算术 了 均 (erithmetic means for a Fourier series) 
(18.27) 


发 散 一 (divergent Fourier series) (18.45) 
Fourier 系数 (Fourier coefficients) (16.14),，(16. 33) 
Fourier 变 换 (Fourier transform) (16.33)，(21.38》 

es 上 的 一 (Fourier transform on De) (21.53) 

~ 的 反 演 (inversion of Fourier transform) (21。49) 

~ 的 唯一 性 定理 (uniqueness theorem for the Fourier trans= 

form) (21,47) 
Fourier 积 分 的 可 和 性 (summability of Fourier integrals) 
《21.43) 

Fréchet 紧 空 间 (Fréchet compact space) (6.30) 
Fubini, G.(17,.18) 
Fubini 定 理 (Fubini’s theorem) (21.12),，(21.13) 


G;: 集 (Gs~set) (6.55) 

Gauss 核 (Gauss’s kernel) (21.45) 

Gram-Schmidt 正 规 正 交 化 方法 (Gram~Schmidt orthonormalie 
zation process) (16.22) 


Hahrn-Banach 定 理 (Hahn-Banach theorem) (14.9) 
Hahs 分 解 (Hahn decomposition) (19,.4) 
Hahn 分 解 定理 (Hahn decomposition theorem) (19.6) 
Halmos, P. (1.1) : 
Hamel 基 (Hamel basis) (3.18) 四 
Hamilton, Sir W, R. (7.45) - 
Hardy~Littlewood 极 大 定理 (Hardy-Littlewood maximal 
theorem) (21.76)，〈《21,.77)，《21.80) 


“019% 


Hardy，G。 H.C17.7)，(21.74) 前 
Hausdorff 极 大 性 原理 (Hausdorff maximality principle》 (3.9) 


Hausdorff 空间 (Hausdorff space) (6.6) 
Hausdorff 测 度 (Hausdorff measure) (10.49) 


Hausdorff 维 数 (Hausdorff dimension) (10.49) 
Heine-Borel-Bolzano-Weierstrass 定 理 (Heine-~Borel~Botzano- 
Weierstrass theorem) (6.44) 
Heine~Borel 定 理 (Heine-Borel theorem) (6.44) 
Hermite 多 项 式 (Hermite polynomials) (16.25) 
Hermite 范 数 (Hermite functions) (16.25) 
~ 的 完全 人 性 (ccmpteteness of the Hermite functions) C21, 64) 
正规 化 ~(normalized Hermite functions) (16.25) 
Hewitt, FE. (10.29), (16.38), (21.1), (22.24) 
Hewitt, M. (4.62) 
Hilbert 超 平行 体 (Hilbert parallelotope》(16. 49) 
Hilbert 空 间 (Hilbert space) (13.16)(16.7) 
~ 上 的 有 界线 性 泛 函 (bounded linear functional on a Hilbert 
space) (16,.31), (16.55)—(16,58) 
一 中 的 射影 (projections in a Hilbert space) (16.47) 
心 的 正 交 维 数 (orthogonal dimension of a Hilbert space) | 
(16.28) 
准 一 (pre~Hilbert space) (13.16) 
Hirsechman JR., I. I. (16.38) 


Ha5lder 不 等 式 (H8lder's ineqtuality) 
1 <p<o 时 的 一 (Halder's inequality for1<p<om) (13.4) 
0 二 p 过 1 时 的 ~(H8lder’s inequality for 0<p<1) (13.6) 


广义 ~(generalized Hélder’s inequality) (13.26) 
Holladay, J, C. (7.45) 
Hopf 开 拓 定 理 (Hopi's extension .theorem) (10,36) 


时 


-一 
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Huntington, E. V. (1.14) 


Jensen 不 等 式 (Jensen's inequalities) (13.34) 
Jessen, B. (20.60), (20.65), C22.14), (22.17), (22.22) 
lewett, R. I. (7.44) 
Jordan 分 解 (Jordan composition) 

广义 测度 的 一 (Jordan composition of'a signed measure》 
- (19.8) 

有 限 加 性 广义 测度 的 ~(Jordan composition of a finitely 

additive signed measure) (19.83) 
复 测度 的 一 (Jordan composition of a complex measure) 
(19.13) “ 

Jordan 分 解 定理 (Jordan composition theorem) (17.16) 
Jordan 容 度 (Jordan content) (9.25) 
Jordan, C.(9.25) 


Kakutani, S.C(10.29), (22.36) 

K 5nig 定 理 (K 5nig’s theorem) (4.39) 
Kreln 开 拓 定 理 (Kreyn’s extension theorem) (14.27) 
Kronecker 6 记号 (Kronecker’a delta) (2.20) 


Leach, E. B. (15.14) 
Lebesgue~Radon~Nikodym 导数 (Lebesgue-~Radon-Nikodym 
derivative) (19.43) 
Lebesgte~Radon-Nikodym 定理 (Lebesgue~Radoa~Nikodym 
theorem)(19.23), (19.24) 
关于 可 分 解 测度 的 一 (Lebesgtue~Radon-Nikodym theorem 
for decomposable measures) (19 27) 
关于 正则 测度 的 ~ 一 (Lebesgue~Radon-~Nikodym theorem for 
regular measures) (19.32) 


关于 复 测 度 的 一 (Lebesgue-Radon=Nikodym theorem for 


complex measures) (19.36) 
有 关 一 的 例题 (exampbles concerning LebesguerRadon”~Niko~ 
dym theorem) (19.71) 
Lebesgue~Stieltjes 外 测度 (Lebesgtde=Stieltjes outer measures)》 
(9.19) 

Lebesguc~Stieltjes 测 度 (Lebesgue~Stieltjes measures) (19。47) 
Lebesgue~Stieltjes 积 分 (Lebesgue~Stieltjes integrals) 

关于 一 的 分 部 积分 法 (integrationa by parts for Lebesgue™ 

Stieltjes iategrals》 (21.67) 

Lebesgue 

~ 分 解 定理 (Lebesgue decomposition theorem) (19.42) 

一 奇异 函数 (Lebesgue singular function) (8.28) 

~ 和 和 (Lebesgue sums) (12.48) 

~ 控制 收敛 定理 (Lebesgue’s dominated convergence theorem) 

(12.24), (12.30),，(12.57) 
一 微分 定理 (Lebesgtue differentiation theorem) (17.12) 
可 分 解 测度 的 一 分 解 (Lebesgue decomposition for decompos- 
able measures) (19.77) 

防 数 的 一 点 (Lebesgue points for a function) (18.6》 

泛 数 的 一 集 (Lebesgue set for a function》(18.6) 

测度 的 一 定义 (Lebesgue definition of measure) (9.25) 
Lebesgue 可 测 函 数 (Lebesgue measurable function) (11.2) 
Lebesgue 可 测 集 (Lebesgue measurable sets)(10.6) 
Lebesgue 外 测度 (Lebesgue outer measure) (9.19) 
Lebesgue 测 度 (Lebesgue measure) 

一 的 开拓 (extensions of Lebesgte measure) (10。29) 

一 的 不 变 开 拓 (invariant extension of Lebesgue measure) 

《20 .40) 

一 的 唯一 性 (uniqueness of Lebesgue measure) (12.56) 
Lebesgue 积 分 (Lebesgue integral) (12.2) 

一 的 线性 (linearity of the Lebesgue integral) (12,12》 
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关于 一 的 微 积分 学 基本 定理 (fundamental theorem of the 
integral calculus for Lebesgue integral) (18.16) 
作为 Riemann 积 分 的 开拓 的 ~ 一 (Lebesgue integral as an exten- 
sion of the Riemann integral) (12.51) 
Lebesgue, Henri (8.28), (9.25), (11.31), (12,21), (17.12), 
(17,.17), (18;4), (18,5), (18,29) 

Levi, B.C(12.22) 

Levi 定 理 (Levi'’s tlheorem) 

丫 义 ~—(generalized Levi theorcm) (9.17) 

Levi 定 理 (Levi’s theorem) (12.22) 

Lipschitz 条 件 (Lipschitz condition) 

2 次 一 (Lipschitz condition of order c) (17.31) 
Littlewood, J. EE 《21。.74) 前 
© 。 空 间 ( 人 Dospaces) (20.14) 

一 的 共 示 容 间 (conjugate space of Rw spaces) (20.35) 

C1 空间 (1spaces) (12., 26) z 

& CR) 

心 上 的 积 性 线性 泛 通 (multtiplicative linear functionals on 
D(CR)) 《21.65) 

一 中 的 理想 (ideats in 1(R)) (21.65) 

人 
必 中 平移 的 连续 性 (continauity of transtation in 人 人») (13.24) 
~ 中 的 弱 收 伍 (weak convengence in 8D,) (13.41) 
一 范 数 (8，。 norm) (13.1) 

一 空间 (8。space) 〈12.26)，(13 .1) 

. ~ 的 共 罗 空间 (conjugate space of 全;) (15.11),，(15,.12》 
一 的 完备 性 (completeness of 人 ©，)(13,.11) 

一 的 称 密 子 集 (dense subscts of 吕 ,，) (13.20)， (13,21) 
P11 的 共 轿 空间 (conjugate space of 人 1) (20.20)，(20.21) 
e 上 的 Fodrier 变 换 (Fourier transform on ©:，) (21.53) 

一 的 正 交 维 数 (orthogonal dimension of &s)(16.53) 
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Luzin，N。N。(11.36)，(18.24) 
Luzin 定 理 (Luzin’s theorem) (11.36) 

Mayrhofer, K. (9.25) 

McShane, EE. J.(15.10) 
Minkowski 不 等 式 (Minkowski’s inequality) (13.7) 


N 函数 (N~functions) (18.24)，(18.48) 
n 维 Euclid 空间 (Euclidean n-space) (3.3) 
# 维 本 空间 (unitary rn-space) (3.3) 


Orlicz 空间 (Orlicz spaces) (13.36) 
Oxtoby, J. C. (10.,29) 


Parseval 忆 等 式 (Parseval’s identity》(16,26)，《(16.37) 
Peano: G.(2.8) 

Phillips, K. L..21.83) 

Plancherel 变 换 (Plancherel transform) (21.53) 
plancherel 定 理 (Plancherel’s theorem) (21.53) 
Poisson 核 (Poisson’s kernel》(18.47) 

Poretsky(1.18) 

Pythagoras 定 理 (Pythagorean theorem) (16,10> 


Radon~Nikodym 定 理 (Radon~Nikodym theorem) 

C 见 Lebesgue-Radon-Nikodym 定 理 ] 
Radon 测 度 (Radon measure)(9,.1) 
Radon~Riesz 定 理 (Raden~Riesz theorem) (15.17)》 
Radon，J.(21.73) 


Riemann-Lebesgue 引 理 (Riemann-Lebesgue lemma) 
(16,.35), (21.39) 


i 
Riemann-Stieltjes 可 积 疯 数 (Riemann-9tieltjes 
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integrable function)(8.3) 

Riemann~Stieltjes 积 分 (Riemann-Stieltjes integral)》 (8.6) 
Riemann 可 积 性 (Riemann integrability) (8.3), 《12.51) 
Riemann 积 分 (Riemann integral) (8.6) 

作为 一 的 开拓 的 Lebesgue 积 分 (Lebesgue integral as an exten- 

sion of the Riemann integral) (12.51) 
Riesz~Fischer 定 理 (Riesz~Fischer theorem) (16.39) 
Riesz 表 示 定 理 (Riesz representation theorem) (12.36)， 
(20 .48) 

Riesz, F. (11.26), (15.11) z 
Ross, K. A.(10,.29), (21.1),，(22.24) i 
Rudin, W .7.35), (21.66) 
Ruziewicz, S.(18.40) | 
R 

一 上 的 正则 Borel 测 度 (regular Borel measures on R) (19.45) 

前 

~ 上 的 辑 性 函数 (additive functions on R) (5.46) 
”心中 开 集 的 结构 (strfueture of open sets in-.R) 《6.59) 

一 中 的 开 集 (open set in R) (6.2) 

和 ~ 的 特征 标 (characters of R) (18.46) 

一 的 通常 拓扑 (usual topology for R〉(6.5) 

一 的 群 代 数 (group algebra of R》(21.34) 


Saks，S.(10.21)，(18。40)， (18.42), 《19.42) 
Schr56der-Bernstein 定 理 (Schr6der~Bernstein theorem) (4.7) 
Schwartz，J],《(14.1) 前 ，(20.21) 
Schwartz 不 等 式 (Schwartz’s inequality) (13. 4), 《16。 ,2) 
sgn( 正 负 导 函数 )〈5.。56) 
Sierpin’ski, W. (10.21), (10.55) 1 
0 代数 (C=algebra) (1.13) 

乘积 (product 0~algebra)(21.2) 

族 所 生成 的 一 (ao~algebra generated by a {famity) (10.19) 
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5 有 限 (o-finite) 
一 测度 (G-finite meastre》(10.3) 
一 测度 空间 (a-finaite measure space) (10.3) 
一 集 (Ca-finite set) (10.30) 
0 紧 (o-tompact) 
一 空间 (0-compact space) (9.42) 
一 集 (G-~compact set)》 (10.30) 
oOo 环 (o-ring) (1.13) 
Sobczyk, A.,(.14.12) 
Steinhaus 定 理 (Steinhaus theorem) (10.43) 
Steinhaus, HH. (10.43) 
Sparre Andersen, E,. (20.60) 
Stieltjes [ 见 RiemaBp-Stieltjes 及 Lebesgue-Stieltjes] 
Stone~Weierstrass 定 理 (Stone~W eierstrass theoretn) 
(7.29),(7.30) 


一 的 复 变 型 (complex version of Stone-Weierstrass theorem 


(7.34) 
一 的 其 他 变型 (other version of Stone-Weierstrass theorenm 
(7.37) 
Stene，M. H.(1i.14), (7.24) 
Suhomlinov(14.12) 


Suppes, P.(1.1) 


Tarski, A. (4.13) 

Tihonov, A.(.6.43) 

个 ihonoy 定 理 (Tihonov“ s theorem) (6.43) 
Tietze 开 拓 定 理 (Tietze’s extension theorem) (7?7.40) 
Tukey 引 理 (Tukey’s lemma) (3.8) 


Urysohn, P.‘.6.80) 
Urysohn 引 理 (Urysohn’s lemma) (6.80) 
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Vitali 材 盖 C(Vitali cover) (17,10) 
Vitali 收 敛 定理 (Vitali's convergcnce theorem)(18.38) 
Vitali 覆 盖 定 理 (Vitali’s covering theorem) (17.11) 


Weierstrass, K.C6.44), (7.24), (17.7) 
Weierstrass 带 近 定理 (Weierstrass approximation theorem) 
(7.31)- 


Yotng， W., H.(21.56) 
Young 不 等 式 (Young’s inequality) (13.2) 


Zaanen, A.C.(13.36) 

Zermelo， 玉 。(3.1) 前 ，(3,11) 
Zorn 引 理 (Zorn’s lemma) (3.10) 
Zuckerman, H,. S.(22.45) 

Zygmund, A.(13.37), (18.27), (18.41) 


一 对 一 关系 (1~] 关 系 )(one-to~one relation) (2.10) 
一 致 可 和 件 (uniform summability) 
Fourier 级 数 的 一 (uniform summability of Fourier series) 

(18.44) 

一 致 有 界 性 原理 (uniform boundedness principle)〉 (14.23) 

一 致 范 数 (uniform normy {7.3) 

一 致 空间 Cunifortm spaces) (7.15) 

一 致 可 积 函数 序列 (uniformly integrable sequences of 
functions) (13.39) 

一 致 点 Banach 空间 (uniformly coavex Banach spaces)(15.16) 

一 致 连续 函数 (uniformly continuous function) 《7,14) 

一 致 回 Banach 空 间 (uniformly rotund Banach spaces)(15.16)》 


。 687 ， 


Em md 


一 加 


二 项 式 系 数 (binomial coefficients) (7.25) 
二 项 级 数 (binomial series) (7.25) 
几乎 处 处 (almost everywhere) (9.29)，(11.19) 
局 部 ~(locally almost everywhere) (9,29) 
几何 解释 (geometric interpretation) 
复数 域 的 一 (geometric interpretation of the complex field) 
《5.50) 


宇 分 点 集 (ternary set; 

Cantor~ (Cantor ternary set) (3.4), (8.62) 
三 角 多 项 式 (trigonometric polynomials) (16.32) 
下 办 (lowor bound)(3,5) 

下 确 界 (infimun) 

R* 中 的 ~(infimun in R*) (6.57) 

有 序 域 中 的 一 (infimum in an ordered field》 (5.32) 
下 半 连 续 函 数 (lower semicontinuous function) (7.20) 
大 数 定律 (law of large numbers) 

弱 一 (weak law of large numbers) (22.32) 

强 ~(strong law of large numbers) (22.29)，(〈22 .31) 
土 界 (tpper bound) (3.5) 

上 确 界 (supremum) 

RR* 中 的 ~(supremum in R*) (6.57) 

有 序 域 中 的 ~~(supremum in aa ordered field》(5.32》 

本 质 一 (essential supremum) (20,.11) 

上 半 连 续 遂 数 (upper semicontinuous function) 〈7.20) 
广义 实数 (extended real numbers) (6.1) 
广义 测度 (sigaed measure) (19.1) 
一 的 Jordaa 分 解 (Jordan decomposition of & signed measure) 
《19. 8) 
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和 ~ 的 正 变 差 (positive variation of a signed measure) (ig.?, 
一 的 负 变 善人 Cnegative variation of a signed measure) (19.7) 
~ 的 全 变 差 (total variation of a signed measure) (19.7) z 
一 的 导数 (derivative of a signed measure) (20.53) 
关于 ~- 的 非 正 集 (nonpositive set for a signed measure)( 妈 ,4) 
关于 一 的 非 负 集 (nonnegative set for a signed measure) 
《19.。4) 
有 限 如 性 一 的 Jordan 分 解 (Jordan decomposition of a finitely 
additive signed meastire) (19, 63) 
广义 B,Levi 定 理 (generalized B.Levi tbeorem)(9。17) 
广义 Hilder 不 等 式 (generatized Helder’s inequality) (13 .23) 
子 集 (subset) 
集 的 一 (subset of a set》(1.3) 
集 的 真一 (proper subset of a set) 《1.。3》 
子 序列 (subsequence〉《(6.28) 
子 空间 (subspace) 
拓扑 空间 的 ~~(subspace of a topological space) (6.18) 
一 的 正 交 补 (orthogonal complement of a subspace) (16.42) 
了 覆盖 (subcover》 (6.31) 


四  ” 夯 


支 集 (支柱 )(support) 
测度 的 ~(support of a measure) (9.28) 
支 区 间 ( 构 成 区 间 ) (component intervals》 (6.59) 
无 关 (independence) 
线性 一 (linear independence) (3。.18) 
无 限 集 (infinite set) (4.12) 
可 数 一 (cotuntably infinite set) (4.14) 
无 穷 乘 积 (infinite products) 
测度 空间 的 一 (infinite products of measure spaces) (22.1) 
《22。2) 
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筷 答 区 间 (unaboeunded interval) ($6,1i) 
无 处 稠密 集 (nowhere dense set) (6.53) 
无 穷 弱 积 测度 (infinite product measu2es) (22 .7) 
一 的 奇异 性 (singularity of iafinife product measures! 
(22.36) 
一 的 绝对 连续 性 ‘(absolute continuity of infiaite product 
measures) (22.36) 
一 所 导出 的 奇异 测度 (singular measures induced by infinite 
product measures)(22。39)。、(22。40) 
无 穷 箭 积 空间 上 的 累 次 积分 (iterated integrals on infinite 
| product spaces)(22.14) 
开 (open,) 
一 球 (open ball})(6.14) 
一 区 间 (open interval)(6.1) 
~ 覆盖 (open cover)(6.31) 
相对 ~ 一 (frelatively open)(6.18) 
开拓 (extension' 
Hahn~Banach 一 定理 (Hahn~Banach extersion theorem)(14.9) 
Hopft 一 定理 (Hopf’s extension theorem)(10.36) 
KreTn 一 定理 ‘Kreln’s extension theorem)(14.27) 
Tietze 一 定理 ‘Tietze’s extension theorem)(7.40) 
关系 的 一 (extension of a relation)(2.5) 
测度 的 ~ (extensions of meastres)(10.36), (10,57), (10.58) 
Lebesgue 测度 的 一 (extensions of Lebesgue measure)(10,29), 
(‘20.40) 
Lebesgue 测定 的 不 变 ~-(invariant extension of Lebesgue 
measure) (20.40) 
作为 Riemann 积 分 的 ~ 的 Lebesgue 积 分 (Lebesgue integral 
as an extension of the Riemann integral) 
(12.51) 
开 集 (open set) (6.4) 
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民 中 的 一 (open set in R)(6.2),，(6.59} 
开 上 映射 定理 (open mapping theorem) (14.16)} 
开拓 一 个 测度 (extending a measure) (10.40) 
不 等 式 (inequalities) : 
Clarkson~(Clarkson’s inequalities) (15.5), (15 .8) 
Hélder~(Hélder’s inequalities) (13.4), (13.6) 
Jensen~(Jensen’s inequalities) (13,34) 
不 等 式 (inaequality》 
Bessel~ (Bessel’s inequality) (16.17) 


% 


Bunyakovskijy~ (Bunyakovskil’s inequality (13.4) 

Cauchy-Bunyakovskit-Schwarz~ (Cauchy~Bunyakovski}- 
Schwarz inequality)(16.2) 

Cauchy~(Canchy’s inequality) (13.4) 

Minkowski~ (Minkowski’s inequality) (13,7) ， 

Schwarz~(Schwarz’s inequality) (13.4), (16.2) 

Young~ (Young’'s inequality) (13 .2) 

广义 Helder~(generalized Hélder’s inequality) (13.26) 

不 可 测 集 (nonmeasurable sets) (10.28)，(10 .54) 

一 上 的 测度 (measures on nonmeasurable sets)(11.39) 
具有 可 测 截 口 的 一 (aonmeastrabile sets with measurable 
sections) (21.26), (21.27) 

不 可 数 亿 (uncountable set) (4.14) 
不 定 积 分 (indefinite integral) 
阔 数 的 一 (indefinite integral of a function)(18.1) 
一 的 导数 (‘derivative of an indefinite integral) (18.3) 
不 变 开 扫 (invariant extension) 
Lebesgue 测 庶 的 一 (invariant extension of Lebesgue measure) 
(20.40) 
不 变 平 均 (invariant mean) 
又 "”(R) 上 的 ~ 一 (iavariant mean on B"'(R))(.20.40) 
不 相交 集 (disjoint sets) (1.7) 
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不 动 点 定理 (fixed~point theerem) 
Banach~(Banach’s fixed-point theorem) (6.88) 

不 连续 点 集 (set of discontinities) 
函数 的 一 (set of discontinities of a function)(6.90) 

不 连 续 测 度 (discontintotus measures) 

纯 一 (purely discontinuous measures)(19.55) 

不 可 分 解 测度 空间 (nondecomposable measure space) (20, 17) 

区 间 (interval) 
~(lopen interval) ‘(6.1) 

闭 ~(closed interval)(6。1) 

无 界 ~(Cunb ounded interval)(6.1) 

有 界 ~(bounded interval)( .1 

一 和 的 细 分 (subdivision of an iatervaD th, 2) 

区 间 (intervals) 
支 一 (构成 区 间 )(Component intervals)(6.59) 
半 开 ~(haif-~opeca intervals) (6.1) 

中 值 定理 (mean value theorem) . 
积分 第 一 一 (first mean value theorem for integrals) (21.69) 
积分 第 二 ~ (second mean value theorem for integrals) (21.70) 

内 部 (interior) 

集 的 一 (interior of a set)(6.6) 

内 积 空间 (inner product space)(13.16)，(16.1) . 

划分 (eut) 

有 学 域 中 的 Dedekind~ (Dedekind cut.in an ordered field) (5 。38) 

分 解 (decomposition) 

复 测度 的 Jordan~~(Jordan decomposition of a complex 
measure) (19.13) 
广义 测 有 的 Jordan~CJordan decomposition of a signed 
measure) (19.8) - 人 
才 展 加 性 广义 测度 的 Jordan ~ (Jordan decomposition of &a 
finitely additive signed pmeasure》 (19.63) 
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测度 空间 的 一 (decomposition of a measure spate) (19.25> 
分 解 定 理 (decomposition theorem) 
Hahn~ ‘(Hahn decomposition theorem) (19.6) 
Jordan~(Jordan decomposition theorem)(17.16) 
Lebesgue~ (Lebesgue decomposition theorem) (19.42) 
分 部 积分 法 (integration by parts) (18.19),，(18.20) 
关于 Lebesgue-Stieltjes 积 分 的 一 (integration by parts for 
Lebesgue=Stieltjes integrals)(21.67) 
分 离 函数 族 (separating famil7 of functions) (7.28) 
反射 (reflection) 
函数 的 一 (reflection of a function)(8.14) 
反 演 (inversion) 
Fourier 变换 的 一 (inversion of Fourier transforms)(21.49) 
公理 (axiom) 
选择 ~(axiom of choice)(3.2) 
计数 测度 (counting measure)(10.4) 


平移 (translate) 
函数 的 一 (translate of a function)(8.14) 
集 的 一 (translate of a set)(10.26) 
平移 (translationy) 
&，, 中 一 的 连续 性 (continuity of translation in 1) (13.24) 
平行 四 边 形 定律 (parallelogram law) (16, 6) 
正 交 (orthogonal)(16。 9) | 
和 ~ 补 (orthogonal completnent)(16。 42) 
和 ~ 向 量 (orthogonal vectors)(16。.9) 
Hilbert 空间 的 ~~ 维 数 (orthogonal dimension of a Hilbert 
space) (16.28) yy 
8s 的 一 维 数 (orthogornal dimension of Qa)(16.58) 
正 核 (positive kernal) (21.36) 
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正规 数 (aormal numbers) (22.34) 
正 变 差 (positive variation) 
广义 测度 的 一 (positive variation of a signed measure) (19.7) 
正则 测度 (regular measure) (12.39)，(12.55) 
关于 六 的 Lebesgue-~Radon-Nikodym 定 理 〈Lebesgue~Radon-~ 
Nikodym theorem for regular measure) (19.32) 
正则 外 测度 (regular outer measure) (10.40) 
正则 Borel 测 度 (regular Borel measure) 
复 一 (complex regular Borel measure) (20.41) 
R 上 的 一 (regular Borel measure on RR)(19.45) 前 
正则 有 限 加 性 测度 (regular finitely additive measure) (20.51) 
正则 性 (regularity) : 
困 积 测度 的 ~(regularity of product measures)(21.18) 
正 负 导 函数 (sgn， signum)(5 .56) 
正规 正 交 集 (orthonormal set) (16.9) 
完全 一 (complete orthonormal set)(16.19), (16.23) 
正规 正 交 化 方法 (orthonormalization process) 
Gram-~Schmidt~(Gram~Schmidt orthonormalization pro* 
cess)(16.22) 
正规 化 Hermite 凑 数 (aormalized Hermite functions)(16,25) 
正规 化 非 减 函数 (aormalized nondecreasing function) (8.20)， 
(19.46) 
正常 差 集 (proper differences of sets) (10.57) 
本 质 上 确 界 (essential supremum)(20.11) 
本 质 有 界 函数 (essentially bounded functions)(20.11) 
左 导 数 (left derivative)(17。4) 
左 极限 (left hand limit) (8,18) 
左 连续 (left continuous) (8.18) 
右 导 数 (right derivative) (17.4) 
右 极 跟 (fright hand limit) (8.18) 
有 连续 (right continuous) (8,18) 
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可 测 (measurable') 
一 集 (meastirable set) (10。.5) 
一 函数 (measurable function)(11,.2)，(11.15) 
一 和 矩形 (measurable rectangle) (21.2) 
一 剖 分 (measurable dissection)(12.1) 
Borel 一 函数 (Borel measurable function)(11.2)，(12 .63) 
Lebesgue 一 录 数 (Lebesgue measurable function)(11。2) 
上 共有 一 截 口 的 不 可 测 集 (nonmeasurablc sets with measurable 
sections)(21.26)。 (21.27) 
可 列 集 (denumerable set)(4.14) 
可 和 性 (summability) 
下 ourier 积 分 的 一 (summability of Fourier integrajs) (21.43) 
Fourier 级 数 的 Abel~ (Abel summability of Fourier series) 
(‘18.47) 
Fourier 级 数 的 Cesiro~ (Cesiro summability of Fourier 
series) (18.28) : 
Fouricr 级 数 的 一 致 一 (uniform summability of Fourier series) 
(18.44) 
可 测 集 (meastirable sets)(10。31) 
Lebesgue~ (Lebesgue measurable sets)(10,6) 
一 的 映射 (mappings of measurable sets)(11.6)。(17.25)- 一 (17。27) ， 
(18.25) (18.39) ' 
可 积 性 (integrability) 
Riemann~(Riemann integrability) (8.3), (12.51) 
可 微 性 (differentiability) 
单调 函数 的 ~(differentiability of monotone functions)(17,12) 
可 数 基 (countable base) (6.20) 
可 数 集 (countable set) (4.14) 
可 分 空间 (separable space)(6.20) .» 
可 和 函数 (summable function) (12.26) 
可 测 子 集 (measurable subsets) 
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一 上 的 测度 (measures on measurable 2ubsets)(11.37) 
可 测 空 间 (measurable space) (11.1) 
可 积 函 数 (integrable function) (12.,26) 
局 部 ~ (localliy integrable function) (12.62) 
Riemann-Stieltjes~ (Riemann-Stielties integrable function) 
(8.3) | 
可 微 函数 (differentiable function) (17.4) 
可 分 解 测度 (decomposable measures) (19.25) 
一 的 Lebesgue 分 解 (Lebesgue decomposition for decomposable 
measures)(19,.77) ” 
关于 一 的 Lebesgue-Radon-Nikodym 定 理 〈Lebesgue-Radon- 
Nikodym theorem for decomposable measures) 
(19.27) : 
可 数 无 穷 集 (counhtably infinite set)(4,14) 
可 数 加 性 测度 (countably additive meastre)(10。3) 
归纳 ‘induction) 
超 限 一 《法 ) (transfinite induction) (3.14) 
四 元 数 (quaternions)(7。.45) 
凸 集 (convex set)(16.43) 
四 锥 (convex cone) (14.27) 
止 诡 数 (cotvexz functions)(13.34)，(17.37) 
一 的 积分 表示 (integral representation of convex functions) 
(18.43) 
代数 (algebra) 
Banach~(Banach algebra)(7.7) 
集 ~(algebra of sets) (1.11) : 
绥 性 一 (linear algebra)(7 .2) 
赋 范 一 (aormed algebra)(7.5) 
算 子 一 (algebra of operators) (16.40) 
尺 的 群 一 (group algebra of R)(?21.34) 
域 上 的 一 (algebra over a field)(7.2) 
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代数 (algebras， 
. Boole~(Boolean atigebras)(1.14，， 
代数 维 数 (algebraic dimension) 
向 量 空 间 的 一 (algebraic dimension of a vector space) (4. 59) 
外 测度 (outer measure) (10.2) 
Lebesgue~ (Lebesgue outer meastre)(9。 19) 
Lebesgue-Stieltjes~ (Lebesgue~Stieltjes outer measure) (9.19 
正则 ~(regtular outer measure) (10.40) 
度量 ~ 一 (metric outer measure)(10.48) 
非 负 线性 泛 函 所 导 出 的 ~Couter measure induced by a nonnega- 
tive linear functional) (9.19) 
生成 (generated) 
族 所 ~ 的 o 代 数 (0-algebra generated by a family) (10.19) 
处 处 不 可 微 的 连续 函数 (continuous nowhere differentiable 
functions) (17.7) z | 
半 序 集 (partially ordered set)(2.7) 
半 开 区 间 (half-~open intervals) (6.1 
半 序 关系 (partial ordering) (2.7) 
半 连 续 函 数 (semicontintotus functiony 
下 ~(lower semicontinuous function)(7.20) 
上 ~(upper semicontinuous function) (7. 20 
加 性 函数 (additive functions) 
RL 上 的 ~(additive functions on R)(5. 46) 
边界 (boundary) (6。 6) 
发 散 Fourier 级 数 (divergent Fourier series) (18. 45》 
对 角 集 (diagonal)(2。 20) 
对 称 闵 (symmetric difference) 
两 集 的 一 (symmetric difference of two sets) (1， ,10) 
对 称 导 数 (symmetric derivative) 
函数 的 ~~(symmetric derivative of a function) (17, 36) 
对 偶 空 间 (dual space) (14.6) 
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六 画 


共 轿 (conjugate) 
复 一 (complex conijugate)(5.42) 
Banach 空 间 的 一 (conjugate of a Banach space)(14。6， 
共 力 空间 (conjugate space)(14.6) 
© o(X) 的 ~(coniugate space of @o(X)(C20。48 
8 的 一 (conjtgate space of ®»)(20.35) 
,的 ~~(conjugate space of ©,(15.11), (15 ,12) 
P11 的 一 (conjugate space of ©1)(20.20)，(20.21) 
第 二 一 (second conjugate space)(14.6) 
列 紧 空间 (sequentially compact space)(6.29; 
压缩 映射 (contractioa mapping)(6.88) 
有 限 集 (finite set) (4.12) 
有 限 交 和 性 ( 质 ) (finite intersection property)(6.33) 
有 限 变 差 函 数 (functioa of finite variation)(17.14) 
有 限 测 度 (finite measure) (10.3) 
有 限 特 征 (finite character) 
具有 一 的 族 (family of finite character)(3.6) 
有 限 子 覆 访 (finite subcover) (6.32) 
有 限 加 性 测度 (finitely additive measures) (10.3)，(20.27) 
正则 一 (regular finitely additive measures) (20.51) 
关于 一 的 积分 (integral for finitely additive measures) (20.29) 
有 限 测度 空间 (finite measure space)(10.3) 
有 限 加 性 广义 测度 (finitely additive signed measure) 
~ 的 Jordan 分 解 (Jordan composition of a finitely additive 
signed measure)(19.63) 
有 序 域 (ordered field)(5.7) 
Archimedes~(Archimedean ordered field)(5.17) 
完备 Archimedes~(complete Archimedean ordered field)(5.33) 
非 Archimedes 一 (Don~Archimedean ordered field) .5.39) 


和 ~ 中 的 Dedekind 分 划 (Dedekind cut in a ordered field) (5.38. 
一 中 的 下 确 界 (infimum in an ordered field)(5.32) 
一 中 的 上 确 界 (supremum in an ordered field)(5 .32) 
一 中 的 最 大 下 界 (greatest iower bound in an ordered field)(5.32) 
一 中 的 最 小 .上 界 (least upper bound in an ordered field) (5 .32) 
有 序 集 (ordered set) 
半 序 集 (partially ordered set) (2.7) 
良 序 集 (well ordered set) (2.,7) 
线性 ~(linearly ordered set》 (2.7) 
有 界 集 (bounded set) 
度量 空间 中 的 一 (bounded set in a metric Space)(6。44， 
有 界 区 间 (bounded interval)(6,.1; 
有 界 序列 (bounded sequence)(5.19) 
有 界 函 数 (bounded functions)(7.3， 
本 质 一 (essentiaily bounded functions)(20。11)》 
有 界 变 差 冰 数 (function of bounded variation)(17.14) 
有 界线 性 泛 函 (bounded linear functionals) 
Hilbert 空 间 上 的 一 (bounded linear functionals on Hilbert 
spaces) (16.31) (16.55)—(16.58) 
有 界线 性 变换 (bounded linear transformation)(14。1) 
网 (net) (20.61) | ’ 
对 于 一 的 微分 (differentiation on a net)(20.61) 
同 构 (isomorphism)(5.4) 
序 一 (order isomorphism) (4.40) 
同 构 环 (isomorphic rings) (5 .4) 
自 同 构 (automorphism)(5.4) 
实数 域 的 一 (attomorphisms of the real field)(5 ,45) 
自由 滤 子 (free filter) (20.,.38) 
自 反 Banach 空间 (reflexive Banach space)(14.15) 
自然 喘 射 (natural mapping)(14.7) 
向 量 空间 (yector space)(3.15)，《4,59) 


一 的 基 (basis for a vector space)(3。.i8) 
一 的 代数 维 数 (algebraic dimension of a vector space)(f。 59) 
一 的 线性 维 数 (linear dimension of a vector space)(4.59) 
全 变 益 (total variation) 
酌 数 的 一 (total variation of a function) (17.14), (17.33), 
(17.34)(18.1) : 
复 测度 的 一 (total variation of a complex measure)(19.11) 
广义 测度 的 ~(total variation of a signed measure(19.7) 
全 变 佐 范 数 (total variation norm)(17,35) 
合成 (composition) 
关系 的 ~(composition of relations)(2.4) 
绝对 连续 函数 的 ~~(composition of absolutely continuous 
{unctions)(18.37) 和 
多 项 式 (polynomials) 
Hermite~ (Hermite polynomials)(16.25) 
三 角 一 (trigonometric polynomials) (16, 32) 
负 变 差 (negative variation) 
广义 测度 的 一 Cnegative variation of a signed measure)(19, ?) 
交 (intersections) 
集 的 ~~(intersections of sets)(1.4) 
交换 环 (commutative ring)(5.3) 
闭 包 (closure) 
集 的 一 (closure of a set)(6.6> 
阅 集 (closed set})(6.6) 
闭 区 间 (closed interval)(6。1) 
闭 图 人 象 定理 (closed graph theorem) (14.21) 
次 基 (subbase) 
拓扑 的 一 (subbase for a topology)(6。 10) 
次 基 定 理 (subbase theorein) 
Alexander~(Alexander’s subbase theorem}(6, 40) 
次 序 关 系 (ordering) 
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半 序 关系 (partial ordering)(2。7) 
良 序 关系 (well ordering)(2.7) 
线性 一 (1inaear ordering) (2.7) 
次 线性 泛 函 (sublinear functional) (14.8) 
学 (word) (1.22) 
并 (unions) 
焦 的 ~(unions of sets) (1.4). 
美 蒜 (relation)(2.2) 
lIrl~(onc-to-one relation)?2.10) 
音信 ~(single valued relation) (2.10)》 
等 价 ~(equivalence relation)(2.6) : 
~ 的 道 (inverse of a relation)(2.3) 
入 的 开拓 (extension of a relation)(2.5) 
和 ~~ 的 合成 (composition of relations)(2.4) 
~ 的 限制 (restriction of a relation)(2.5) 
~ 的 值 域 (range of a relation)(2.3)》 
~ 的 定义 域 (do main of a relation)(2.3) 
点 态 运 算 与 点 态 一 (pointwise operations, and relations(7.1》 
导数 (derivates) 
Dini~ (Dini derivates)(17.2) . 
导数 (derivative)(17.4) . 
左 ~~(left derivative)(17.4) 
右 一 (right derivative)(17。4) 
对 称 一 (symmetric derivative)(17.36) 
不 定 积分 的 一 (derivative .of a indefinite integral)(18.3) 
广义 测度 的 一 (derivative of a signed meastire) (20.53) 
绝对 连续 测度 的 ~(derivative of an absolutely continuotus : 
measure)(19.43) 1 
Lebesgte-Radon ~ Nikodym~ (Lebesgue-Radon- Nikodym 
derivative)(19.43) 
阶梯 函数 (step function)(13,22)》 


政 人 效 (conyergencey 
弱 一 (weak covergence)(15 .17) 
依 测度 一 (convergence in measure)(1]1.25) 
依 概 率 ~(convergence in probability)(11.25》 
殖 一 致 一 (almost uniform conyergenace)(11.32) 
;中 的 弱 一 (weak convergence in @p)(13。41) 
依 测 度 一 的 度量 (mettric of convergence ia measure)(12.47) 
收敛 序列 (convergent sequence) (6.24) 
收 伍 定 理 (convergence theorem) 
Lebesgue 控 制 一 (Lebesgue's dominated convergence 
theorem)(12.24), (12.30), (12.57) 
Vitali~(Vitali’s convergence theorem)(13,38) 
单调 一 (monotone convergence theorem)(12,22) 
级 数 (series) 
二 项 ~(binomial scries)(7.25) 
Fourier~(Fourier serices)(16.26), (18.27) 
Fourier 一 的 Abel 可 和 人 性 (Abel summability of Fourier series) 


(1B8.47) 
Foturier 一 的 Cesiro 可 和 性 (Cesaro summability for Fourier 
series)(18.28) 
Fotrier 一 的 算术 平均 (arithmetic mean for a Fourier series) 
(18.27) 
Fourier 一 的 一 致 可 和 性 (uniform summability of Fourier 
series) (18.44) 
发 散 Fourier~(divergent Fourier series)(18,45) 
七 画 
极限 Climit) * 


下 ~(limit inferior)(6.83) 
左 ~~(left hand limit) (8.18) 
右 一 (right hand limit) (8.18)» 
上 上 一 (timit superior) (6.83) 
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一 点 (limit point) 〈6.。6) 
序列 的 一 (limit of a sequence) (6.24) 
连续 函数 的 点 态 一 (poiatwise limits of continuous functions) 
(6. 92) 
测度 的 集 态 ~(setwise limit of measures) (19.68)， (19.69) 
极 大 元 素 (maxzimal elemeat》 (3。5》 
极 大 定理 (maximal theorem) 
Hardy-Littlewood~(Hardy-Littlewood maximal theorem) 
(‘21.76), (21.77), (‘21.80) 
极 小 元 素 (minimal element)》 (3.5) 
极 大 性 原理 (maximaiity principle) 
Hausdorff~(Hausdorff maximality principle) (3, 9) 
极 化 恒等式 (polar identity) (16.5) 
严格 递减 函数 (strictiy decreasing function》〉(8.1) 
严格 递增 函数 (strictly increasing function) (8.1) 
. 填空 间 (Unitary space) 
名 维 一 人 (Unitary ti-space) (3.3) 
连续 (continuous) 
左 ~(teft continuous) ‘(8.18) 
右 ~(right continuous) (8.18) 
连续 性 (continuity) 
在 一 点 的 一 (continuity at a point)(6.68) 
全 ;中 平移 的 一 (continuity of translation in @,) (13.24， 
连续 统 (continuum) (4.2) 
连续 象 (continuous images) 
测度 的 ~(continuous images of measures)〉 (12.45) 
御 通 空间 (connected space) (6.8) 
连续 函数 (continuous function》(6. 68) 


一 致 一 (uniformly centinuous function) (7.14) 


* 和 


下 半 一 (iovwer semicontinuous functiony (7?.20) 
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上 上 半 一 (upper semicontinuous function) (7.20) 
绝对 一 (absolutely continuous functions) (18.10) 
一 的 点 态 极限 (bointwise limits of continuous functions' 
(6.92) 
具有 紧 支 柱 的 一 (contintous functions with compact support) 
(7.12), (7.13) 
处 处 不 可 微 的 ~(Ccontintous nowhere differentiable functions) 
《17。7) 
在 无 穷 大 处 等 于 零 的 ~(continuous functions that vanish at 
infinity》 (7.12) 
在 无 穷 大 的 一 邻 域内 等 于 零 的 ~ (continuous functions that 
vanish in a neighborhood of infinity) (7.12) 
连续 测度 (continuous measures) (19.55) 
连续 统 假 设 (continuum hypothesis》 (4.50) 
伴随 (adjoint) 
线性 算 子 的 一 (adjoint of a linear operator) (14.34)，(16.40) 
伴随 空间 (adjoint space) (14,6) 
近似 单位 元 (approximate unit) (21.36) 
邻 域 (neighborhood》(6.6)，(6.14) 
余 集 ( 补 )(complement) 
集 的 ~ 一 (complement of a set》(1.8) 
子 空间 的 正 交 补 (orthogonal complement of a subspace, 
. (16.42). 
举 标 (coordinate) (3,1) 
坐标 空间 (coordinate space) . 
到 一 上 的 射影 (projection onto a coordinate space) (6.41) 
系数 (coefficients) 
二 项 式 ~ 一 (binomial coefficients) (7.25) . 
Fourier~(Fourier coefficients) (16.14), (16,33) 
条 件 (condition) 
~N(condition N)(18.24) 
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a 次 Lipschitz~ (Lipschitz condition of order a)(17,31) 
序列 (sequence)(2.18) 
Cauchy~(Cauchy sequence) (5.19), (6.46» 
零 一 (null sequence)》 (5.19) 
有 界 一 bounded sequence》(5.19》 
收 伍 一 (convergent seguence) (6.24) 
单调 一 (monotone sequence) (6.81) 
一 的 极限 (limit of a sequence) (6,.24) 
一 的 项 人 term of a sequence) (2.18) 
终归 相等 的 ~(ultimatcly equal sequences)(22.20) 
一 致 可 积 函 数 ~(Cuniformty integrable sequences of 
functions) 《13.39) 
序 型 (order type》 《4.40) 
序数 (ordinal number) (4.40. 
序 关系 (order relation) 
基数 的 一 (order relation for cardinal numbers) ‘4,5; 
序 癌 构 (orfrder isomorphism) (4。40， 
序 拓扑 (order topology) C6.96) 
泛 函 (functional) 
线性 ~(linear functional) (14,6) 
赋值 一 (evaluation functional) (9.2) 
次 绎 性 一 (sublinear functionaiy (14。8) 
非 负 线性 一 Cnonnegative linear functional)(9.1)，(14,27) 
积 性 线性 ~(multiplicative linear functional) (9.2)，(20.52， 
Hilibert 空 间 上 的 有 界线 性 ~(bounded linear functionals on 
Hilbert spaces) (16.31), (16,55)-(16.58) 
CR) 上 的 积 人 性 线性 ~(1multiplicative linear functionals on 
Ri1(R)) (21.65) 
完全 (complete) 
~ 测度 (completc measure) (11.20) 


一 测度 空间 (eomo!ete Iaeasture space)(11.20) 
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二 芷 规 正 交集 (complete orthonormal set) (16.19)，(16.23， 
完备 (complete)》 
一 Archimedes 有 序 域 (complete Archimedean ordered field) 
《5。.33) 
一 宏和 量 空间 (complete metric space) (6.46) 
完全 化 (completion) 
测度 空间 的 ~(completion of a measure space)(11.21) 
测 府 空 间 的 ~ 上 的 积分 (integrals on the completion of 
a measure space) (12.63) 


完全 性 (completeness) 
Hertmite 函 数 的 人 (completeness of the Hermite functions’ 
(21.64) 
衬 角 郑 数 的 (conmipleteness of the trigonometric functions) 
(‘16.32) 


完全 集 (perfect set》(6,61) 
一 的 木 可 数 性 (uncountability of perfect sets) .6.65; 
完备 化 (com pletion) | 
度量 空间 的 ~(completion of a metric space) (6.85) | 
赋 范 绥 性 空间 的 ~~(completion of a normed linear space) 
(14.35) 
完备 性 (completeness) - 
人 的 一 (completeness of ev (13.11) 
初始 段 (initial segment) (4.42) 
良 序 集 的 一 (initial segment of a well~ordered set) (3.13) 
良 序 集 (well~ordered set》(2.7) | 
一 的 初始 段 (initial segment of a well-ordered set) (3.13) 
良 序 定 理 (well~ordering theorem) (3.11) 
张 成 (span) (3.26) 
线性 一 (linear span) (3.26) 
局 部 零 集 (locally null set) (9.29)，(20.11) 
局 部 紧 空 间 (locally compact space) (6.77) 
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局 部 零 函数 (localiy null function (9.29) 
局 部 几乎 处 处 (locaily almost everywhere) (9.29) 
局 部 可 积 函 数 (locally integrable function) (12 .62， 
局 部 一 致 止 Banach 空 间 (locally uniformly convex Banach 
spaceSs) 《15。17) 
纯 重 恨 法 (scalar multiplication) (3.15) 
纯 不 连续 测度 (purely discontinuous measure)〉 (19.55) 


八 明 


环 Cfing) (5.3) 
Boole~(Boolean ring ) (1.14) 
集 ~(ring of sets) (1.11) 
交换 ~(commutative ring) (5。3) 
集 所 成 的 0 一 (O-ring of sets) (1.13) 


表示 (representation) 
此 朱 数 的 积分 一 (integral representation of convex functions: 
(‘18.43) 
F。Riesz 一 定理 (F,.Riesz’s representation theorem) (12,36), 
(20.48) 
枚 举 (enumeration ) 
集 的 一 (enumeration of a set》.4.14) 
直径 人 (diameter) 
集 的 一 (diameter of a set) (6。5]) 
范畴 (category) 


第 一 一 (first categorg) (6.53) 

第 二 ~ 一 (second category) (6,.53) 
范畴 定理 (category theorem) 

Baire~(Baire category theorem) (6,.54), (6.91> 
范 数 (aorm) (7.5) 4 

人 ?一 (到 aorm)》 (13,1) 

ee 一 ec- norm) 《20。.11) 
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-一致 ~(uniform ncrm) (7.3) 
算 子 一 (operator norm) (14,1) 
全 变 差 ~(total variation nofm) 《17.35) 
奇异 性 (singttatity) 
无 穷 乘 积 测度 的 全 (singtulatity of infinite product measures) 
《22 .36) 
奇异 通 数 (singular function) (18.8) 
Lebesgue~ (Lebesgue’s singtilar function) (8.28: 
奇异 测度 (singular meastires) (19,.39) 
元 穷 弱 积 测度 所 导出 的 ~(singular meastires induced by infi- 
nite product measures) (22.39), (22.40) 
拓扑 (topology) (6.4) 
R?* 的 通常 ~~(usual topology for R*) (6.5) 
R' 或 K* 的 通常 ~《usual topology for Rn" or K") (6.17) 
R 的 通常 ~(usual topology for R》 (6.5) 
序 ~(order topology) (6.96) 
积 一 (product topology) (6,41) 
相对 一 (relative topology〉(6.18) 
度量 ~(metric topology) (6.15) 
离散 ~…(disctrete topology) (6.5) 
密 荐 ~(indiscrete topology》 (6.5) 
~ 的 基 (base for a topology) ‘6.10) 
一 的 次 基 (subbase for a topology) (6.10) 
拓扑 空间 (topological space) (6。4) 
一 的 子 空间 (Subspace of a topological space) (6.18) 
一 的 稠密 于 集 (dense subset of a topological space) (6.20) 
一 的 稠密 件 指 标 (density character of a topological snace) 
(14.26) 
乓 扑 空间 的 Cartesian 乘 积 (Cartesian product of topological 
spaces) (06.41) 
到 … 上 的 函数 ( 喘 满 汗 数 )(onto function) (2.17) 
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构成 区 间 ( 支 区 间 ) (cormponent intervals》 (6。59) 
非 正 集 (nonpositive set)》 
关于 广义 测度 的 一 (nonpositive set for a signed measure) 
(19,4) 
非 负 集 (nonnegative set) 
关于 广义 测度 的 ~ 一 (nonnegative set for a signed measure) 
(19.4) : 
非 减 函数 (nondecreasing function) (8.1) 
正规 化 ~~(normalized nondecreasing function) (8。20)， 
(19.46) 
非 增 函 数 (nonincreasing function) (8,1) 
非 正 则 测 论 (irregular measure) (12.58) 
非 负 线性 泛 函 (nonnegative linear functional) (9.1)， (14.27) 
一 所 导出 的 外 测度 (outer measure induced by a nonnegative 
linear functional) (9.19) 
非 Archimedes 丰 序 城 (non~Archimedean ordered field)(5.39) 
国定 滤 子 (fixed filter) (20.38) 
和 (sums) 
Darboux~(Darboux sums) (8.3) 
Lebesgue~ (Lebesgue sums) (12.48) 
依 测 度 收 人 鳃 (convergence in measure) (11.25)》 
连 概 率 改 伍 (convergeance ia probability) (11.25)》 
恋 差 人 variation 并 更 全 变 差 
广义 测度 的 正 一 (positive variation of a signed measure) 
《19。7) 
广义 测度 的 全 一 (total variative of a signed measure) (19.7) 
广义 测度 的 负 一 (negative variation of a signed measure) 
(19.7) 
恋 换 (transform) 
Pourier~ (Fourisr transform) (16.33), (21.38) 


Plancherel~-(Plancherel transform) (21.53) 
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变换 transformationt) (2。11) 
绥 性 一 (linear transformation) (14.1) 
有 界线 性 ~~(bounded linear transformation) (14.1) 
变量 的 替换 (change of variabtie) 
积分 中 ~~(change of variable in integrals) (20.2), (20.3) 
单位 元 Cunit) 
环 的 一 (uait of ring) (5。3) 
近似 一 (approximate unit) (21.36) 
单调 族 (monotone family) (21.6) 
单元 素 集 (singleton set) (1.2) 
单 值 关系 (single valued relation)(2.10) 
单调 序列 (monotone sequence) 
R* 中 的 一 (monotone Sequence in R*) (6.81) 
单调 函数 (monotone function) (8.1) 
一 的 可 微 性 (differentiability of monotone function) (17.12) 
单位 点 式 质 量 (unit point mass》 (9.19) 
单调 收敛 定理 (monotone convergence theorem) (12.22)} 
一 的 推广 (generalization of monotone convergence theorcm) 
《9.17) 
定义 域 (domain) 
关系 的 ~(domain of a relation) (2.3) 
定理 (theorem) 
Alexander 次 基 ~(Alexander’s subbase theorem) (6.40) 
B, Levi~(B.Levi’s theorem) (12.22) 
Baire 范 畴 一 (Baire category theorem) (6.54),， 《6.91) 
Banach-Steinhaus~ (Banach-Steinhaus theorem) (14.24) 
Banach 不 动 点 ~(Banach fixed~point theorem)(6.88) 
Cantor~-Bendixson~ (Cantor-Bendixson theorem) (6.66) 
Dini~(Dini’theorem) (13.40) 
Egorov~(Egorov’'s theorcm) (11.32) 
Fejer-Lebesgue~(Fejer-Lebesgue theorem) (18.20) 
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Fubini~ (Fubini’s theorem) (21.12), (21.13) 
Hahn~-Banach~(Hahn~Banach theorem) (14.9) 
Hahn 分 解 ~(Hahn decomposition theorem)})(19.6) 
Hardy-~Littlewood 极 大 一 (Hardy~Littlewood maximal 
theorem) (21.76), (21.77), (21.80) 
Heine~Borel~ (Heine~-Borel theorem)(.6.44) 
Hopf 开 拓 一 ( 末 opf s extension theorem) (19,36) 
Jordan 分 解 人 (Jordan decomposition theorem) (17.16) 
民 5nig~( 开 5nig's theorem) (4.39) 
并 reTa 开 拓 一 (长 reyn's extension theorem) (14.27) 
Lebesgue~Radon-Nikodym~ (Lebesgue~Radonh=Nikod 了 位 
theorem) (190,23), (19.24), (19.27),(19.32),，(19.36) 
Lebesgue 分 解 一 (Lebesgue decomposition theorem)(19.42) 
Jebesgte 微 分 一 (Lebesgtde differentiation theorem) (17.12) 
Lebesgue 控 制 收敛 ~(Lebesgue’s dominated convergence 
theorem)- (12.24),(12.30)，(12.57) 
Luzin~(Luzin’s theorem) (11.36) 
Plancherel~(Plancherel’s theorem) (21.53) 
Radon~Riesz~(Radon-Riesz theorem) (15,17) 
Riesz-Fischer~ (Riesz-Fischer theorem» (16.39) 
Riesz 表 示 一 (Ries2z representation theorem) (12.36), (20.481 | 
Schréder~Bernstein~(Schrider-Bernstein theorem) (4.7) 
Steinhaus~ (Steinhaus theorem) (10.43) 
Stone~Weierstrass~ (Stone~Weierstrass theorem) 《7.29)， 
(7.30), (7.34), 《7,37) 
Tihonov~(Tihonov’s theorem) (6.43) 
个 ietze 开 拓 和 ~~(Tietze”’s extension theorem)(7.40) 
Vitali 收 敛 一 (Vitali“s convergetce theorem) (13.38) 
Vitali 窗 六 ~_(Vitali covering theorem) (1?.11) 
Weierstrass 避 近 ~(Weietstrass approximation theoremy》 
(7.31) 
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广义 B,Levi~igeneralized BiLevi theorem) (9,.17) 

开 映 射 一 Copen mapping theorem) (14,.16》 

良 序 一 (W ell~ordering theorem) (3 .11) 

闭 图 象 一 (closed graph theorem》(14,.21) 

单调 收 伍 一 (monotone convergence theoretmr)(12.22)》 
实 部 (real part) 

复数 的 一 (real part of a complex number) (5.42) 
实数 (real numbers) (1.2) 

广义 ~(extended real numbers)(6,1) 

一 的 展开 式 (expanmsions of real ntmbers) (5.40》 
实数 域 (real number field》(5.35) 

~ 的 自 阅 构 (atitomorphisms of the real number field) (5.45) 
空间 (space) 

Banach~(Banach space) (7.7) 

Banach 一 的 共 乞 (conjugate of a Banach space) (14.6) 

Euclid~(Euclidean space) (3.3) 

Frechet 紧 (Fraechet compact space) (6.30) 

Hausdorff~(Hausdorff space)(6.6) 

Hilbert~(Hilbert space) (13.16), (16.7) 

0 紧 一 (0~compact space) (9.42) 

有 限 测度 ~(a-finite measure space) (10.3) 

敬 ~(unitary Space) 《3.3) 

紧 一 (compact space) (6.32) 

内 积 ~(inner product space) (13.16), (16.1) 

可 分 心 (separable space) (6.20) 

可 测 一 (measurable space) (11.1) 

对 偶 一 (dual space) (14。6) 

共 罗 一 (conjugate space) (14.6) 

剂 紧 ~ (steqteatiatiy compact space) (6.29) 

向 量 ~(Yeetor space) (3.15)，(4 ,59) 

四 通 一 (ceonaected space) (6。8) 
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拓扑 ~(topotogical space)(6.4) 

伴随 ~(adjoint space) (14.6) 

线性 一 (linear Space) (3.15) 

度量 一 (metric spbace) (6.12) 

测 府 一 (measure space) (10.3) 

局 部 紧 ~(locally compact space) (6.77) 

完备 度量 ~(complete metric space) (6.46) 

第 二 共 示 ~(second conjugate space) (14.6) 

赋 范 线性 一 (normed linear space) (7.5) 

准 Hilbert~(pre~Hilbert space) (13.16) 

自 反 Banach~(reflexive Banach space) (14,.15) 
空间 (spaces) 

Birnbaum-Orlicz~ (Birnbaum-Orlicz spaces) (13.36) 
刀 -一 (只 spaces) (20,.14) 

吧 一 (只 ，spaces) (12.26) 

只 一 (只 ，spaces) 〈12.26)，《13.1)》 

一 致 一 (uniform spaces) (7。153) 

拓扑 一 的 Cartesian 采 积 (Cartesian product of topological 

spaces) (6.41) 

空 集 (void set) (1.2; 
卷 积 (convolution) 

应 数 的 一 (convolution of functions) (21.31) 
限制 (restriction) 

关系 的 一 (testriction of a relation》(2,5) 
孤立 点 (isolated point》 (6.61) : 
线性 (linearity) 

积分 的 一 (tinearity of the integral) (12,.12),(12.20),，《12.27) 
线性 基 (linear basis) (3,18) 
线性 无 关 (linear independence)(3.18) 

线性 代数 (linear algebra)(7.2) 

线性 泛 函 (linear functionat) 《14.6) 
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非 负 ~(nonnegative linear functionaly (9.1), (14.27) 
非 负 一 所 导出 的 外 测度 (outer measure indtced by a aonegar 
tive linear functional) (9.19) 
积 性 一 (mtltiblicative linear functional) (9.2)，(20.52) 
线性 泛 函 (1ioear functionals) 
Hitbert 空 间 上 的 有 办 一 (botnded linear functionals on 
Hilbert spaces) (16.31), (16.55)~(16.58) 
公 1(R) 上 的 积 性 ~(multiplicative linear functionals- 
onRCR)) (21.65) 
线性 张 成 (linear span) (3.26) 
线性 变换 (linear transformation)(14。1) 
有 界 ~(bounded linear transfomation) (14.1) 
线性 空间 (tiaeat space) (3.5) 
赋 范 (normed linear Space) (7.5) 
赋 范 一 的 完备 化 (completion of a normed linear space) 
14.35) 
组 性 维 数 (linear dimension) 
向 量 空 间 的 一 (linear dimension of a vector space) (4.59) 
线性 算 子 (linear operator) (14.1) 
一 的 伴随 (adjoiot of a linear operator) (14.34)，(16.40) 
线性 有 序 集 (linearliy ordered set) (2.7) 
线性 序 关 系 (linear ordering) (2,7) 
细 分 (subdivision) 
区 间 的 一 (subdivision of an interval) (8.2) 
冰 数 (function) 
Baire~(Baire furnrction) (11.46) 
Borel 可 测 一 (Borel measurable function) (11.2)，(12.63) 
Lebesgue 可 测 一 (Lebesgue measurable function》(11.2) 
Lebesgue 奇 异 一 (Lebesgue's singular function) (8.28) 
Riemann-otieltjes 可 积 一 (Riemann-Stieltjes integrable 
function)(8.3) 
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只 上 的 加 性 ~(additive fuactioa on 及 ) (5.46) 

由 ~-(convex function) (13.34), (17.37) 

弱 一 (minorant) (7.2) 

强 一 (majorant) (7.2) 

零 一 Cnull function) (9.29) 

可 和 一 (sumtrmable function)(12.26) 

可 测 一 (measurable functiony (11.2)，(11.15) 

可 积 一 (iategrable function) (12.26) 

可 微 ~ 一 (differentiable function) (17.4) 

有 界 ~(bounded function) (7.3) 

阶梯 一 (step function) (13.22) 

连续 一 (continuous function) (6.68) 

非 减 ~~(nondecreasing function) (8.1) 

非 增 一 (noninpreasing function) (8.1) 
单调 一 (moaototae function) (8.1) 
指数 一 (exponential function) (5.56) 

选择 ~ 一 (choice function〉》(3.1) 

瞻 满 一 (onto function〉(2.17) 

振动 ~(oscillatioa function) (6。90) 

振荡 一 (saltus function) (19.58) 

特征 ~(characterisiic function) (2.20) 

常 值 ~~(constant function) (7.2) 

距离 一 (distance function) (6,12) 

简单 一 (Simple function) (11.34} 

局 部 零 一 (tocatiy null function) (9.29) 

一 致 连续 一 (uniformly continuous function) (7.14) 
下 半 连 续 一 (tower semicontinuous function) (7.20) 
上 半 连 续 一 (upper semicontinuous function》(7.20) 
有 限 变 差 一 (functiona of finite variation) (17.14) : 
有 界 蛮 盖 一 (function of bounded variation) (17.14) 
严格 递减 一 Cstrictly decreasing function) (8.1)》 
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严格 递增 ~(strictty increaing function) (8.1) 

局 部 可 积 一 (locally iategrable funactioay (12 .62) 

绝对 连续 ~ 一 (absolutely continuous function) (18 .10) 

正规 化 非 减 一 Caormalized nondecreasing function) (8.20)， 

(19.46) 
具有 紧 支 柱 的 连续 ~ 一 (coantinuous function with compact 
support) (7.12), (7.13) 

在 无 穷 大 处 等 于 零 的 连续 一 (continuous function that vanishes 

z at infinity) (7.12) 

在 无 穷 大 的 一 邻 域内 等 于 零 的 连续 一 (continuous function that 

vanishes in a neighborhood of infinity) (7.12) 

一 值 (value of a function) (2.13) 

一 的 Banach 指 标 (Banach indicatrix of a function) 〈17.34) 

一 的 Lebesgue 点 (Lebesgue point for a function) (18.6) 
一 的 Lebesgue 集 (Lebesgue set for a function)》 (18.6) 

一 的 反射 (reflection of a function) (8.14) 

一 的 平移 (translate of a function) (8.14) 

一 的 惟 口 (section of a function) (21.2) 

~ 的 全 变 差 (tolal variation of function)》 (17.14)，(17.33)，, 

(17.34), (18.1)» 

一 的 不 定 积分 (indefinite integral of & function) (18.1) 

~ 的 对 称 导数 (symmetric derivatives of a function) (17.36) 
”~ 的 不 连续 点 集 (set of discontinuities of a function) (6.90) 
冰 数 (functions) z 

Hermite~(Hermite functions) (16.25) 

N~(N-functions) (18.24), (18.48) 

麻 异 ~(singular functions) (18.8) 

分 离 一 族 (separating family of functions) (7.28) 

凸 一 的 积分 表示 (integral representation of convex functions) 

(18.43) 
正规 化 Hermite~(normalized JHermite functions) (16.25) 
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单调 一 的 可 微 性 (differentiability of monotone functions) 


(17.12) 

一 臻 可 积 一 序列 (uniformly integrable sequences of functions) 
(13.39) 

连续 一 的 点 态 极 限 (pointwise limits of continuous functions) 
《6 .92) 


一 格 (lattice of functions) (7.2) 
一 的 着 积 (convolution of functions》 (21.31) 
终归 相等 序列 (ultimately equal sequences)》 (22.20) 


九 画 
项 (term) 

序列 的 ~(term of a sequence) (2.18) 
相对 开 集 (relatively open set) (6,18) 
相对 拓扑 (relative topology) (6.18) 

殖 一 致 收 伍 (almost uniform convergence) (11.32) 
面积 (areas) 

作为 一 的 积分 (integrals as areas)(21.23; 
指标 (in dicatrix) 

浮 数 的 Banach 一 (Banach indicatrix of a function)(17.34) 
指数 函数 (exponential function)(5.56) 
点 《point) 

Lebesgue~(Lebesgue point)(18.6) 

族 一 (condensation point)(6.66) 

极限 一 (limit point)(6.6) 

孤立 一 (isolated point)(6.61) 

集 的 密集 一 (poinat of density of a set) (18.2) 

在 一 一 的 连续 性 (continuity at a point)(6.63) 
点 式 质量 (point mass) 

单位 一 (unit point mass)(9.19) 

点 态 极限 (pointwise limits) 
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连续 函数 的 ~tpointwise limits of continuous functions) 
(6.92) 
点 态 运 算 与 点 态 关 系 (pointwise operations and relatitvns)(7.1) 
映射 (mapping)(2.11) 
压缩 一 (contraction mapping)(6.88) 
自然 一 (natural mapping)(14.7) 
可 测 集 的 ~(mappings of measurable sets)(11.6), (17.25)— 
(17.27), (18.25), (18.39) 
映 满 函数 (到 … 上 的 函数 )(onto function)(2.17) 
界 (bound) 
TF~(lower bound)(3.5)» ， 
上 一 (uppber bound)(3.5) 
有 序 域 中 的 最 大 下 一 (greatest lower bound in an ordered field) 
(5 .32) . 
有 序 域 中 的 最 小 上 ~~(least upper bound in an ordered field) 
(5 . 32) 
复数 (complex number) 
一 的 实 部 (real part of a complex number)(5.42) 
~ 的 虚 部 (imaginary part of a complex number)(.5.42) 
复 平 面 (complex plane)(5.50) 
复 共 斩 (complex conjugate) (5.42) 
复 测 庶 (complex measure)(19.1) 
一 的 Jordaan 分 解 (Jordan decomposition of a complex measure) 
(19.13) 
~ 的 全 变 差 (total variation of a complex measure)(19.11) 
关于 一 的 积分 (integral relative to a complex measure) (19,17) 
关于 一 的 Lebesgue~Radon-Nikodym 定 理 (Lebesgue-Radon- Ni- 
kod7ym theorem for complex measures)(19.36) 
复数 域 (complex field, complex number field)(5.42) 
一 的 几何 解释 (geometric interpretation of the complex field) 
(5.50) 
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选择 公理 (axiom of choice)(3,2) 
选择 阔 数 (choice function)(3.1) 
律 (law) 
零 一 律 (zero~one ljaw)(22.21) 
段 (segment)[ 见 初始 段 3 
度量 (metric) (6.12) 
Euclid~(Euclidean metric)(6.13) 
离散 ~(discrete metric)(6.13) 
依 测度 收敛 的 一 (mettic of convergence in measure)(12.47) 
一 外 测度 (metfric outer measure)(10.48) 
典 量 拓扑 (metric topology)(6.15) 
度量 空间 (metric space)(6.12) 
完备 一 (complete metric space)(6.46) 
和 ~ 的 完备 化 (completion of a metric space)(6.85) 
~ 中 的 有 界 僻 (bounded set in a metric space)(6.44) 
恒等式 (identity) 
Parseval~(Parseval’ s identity)(16.26), (16.37) 
极 化 ~(polar identity)(16,5) 
测度 (measure) (10.3) 
测度 (measure)》 
Borel~(Borel measure)(19.45) 前 
Dirac~ (Dirac measure) .9.19) 
Hansdorff~(Hausdorff measure)(10.49) 
Radon~ (Radon measure)(9,.1) 
0 有 限 ~~(0-finite measure)(10.3) 
外 一 (Couter measure)(10.2) 
复 人 (comptex measure)(19.1) 
广义 一 (signed measure)(19.1) 
计数 一 (counting measure)(10.4) 
正则 ~(regtlar measure)(12.39). ,(12.55) 


有 限 一 (finite measure)(10,3) 


洗 金 ~(complete Teasure)CI1。.20) 

退化 ~(degenerate measure)(10.3)，(12.61) 

正则 外 一 (regular outer measure)(10.40) 

可 分 解 一 (decomposable measure) (19,25) 

非 正 出 一 (Cirregtlar measure)(12.58) 

开拓 一 个 一 (exztending a measure)(10.40) 

可 数 拓 性 一 (countably additive meastire)(10.3) 

有 限 加 性 ~(finitely additive meastre)(10.3)(20.。27) 

复 正 则 Borel~(complex regular Borel measure)(20.41) 

正则 有 限 加 性 ~-(regular finitely additive measure)(20.51) 

依 一 收 钱 (convergence in measure)(11.25) 

复 一 的 Jordan 分 解 (Jordan decomposition of a complex 
measure)(19.13) 

复 一 的 全 变 差 (total variation of a complex meastre)(19.11》 

Lebesgue 一 的 开拓 (extension of Lebesgue measure)(10.29) 

Lebesgue 一 的 唯一 性 (uniquenass of Lebesgue measure) (12.56) 

广义 ~ 的 导数 (derivatiye of a signed measure)(20.53) 

广义 一 的 正 变 差 (positiye variation of a signed meastre)(19。7) 

广义 一 的 负 变 差 (negative variation of a signed measure)(19.7) 

广义 ~ 的 全 变 盖 (total variation of a signed measure)(19,7) 

广义 ~ 的 Jordan 分 解 (Jordan decomposition of a signed 


measure)(19.8) 
Lebesgte~ 的 不 变 开 拓 (invariant extension of Lebesgue 
measure) (20.40) 
关于 复习 的 积分 (integral relative to a complex measure) 
(19.17) 


依 一 收敛 的 放量 (metric of convergence in measure (12.47) 

关于 广义 一 的 非 正 集 (nonpositive set for a signed measure) 
(19,.4) 

关于 广义 一 的 非 负 集 (nonnegative set for a signed measure) 
《19 .4) 


绝对 连续 一 的 导数 (derivative of an absolutety continuous 
measure)(19.43) 
有 限 加 性 广义 一 的 Jordan 分 解 (Jordan decomposition of a 
finitely additive signed measure) 
(19,63) : 和 
~ 的 支 集 (suipport of a measure)(9.28) 
~ 的 Lebesgue 定 义 (Lebesgue’'s definition of measure)(9.25) 
测度 (measures) 四 
Lebesgue~Stieltjes 一 (LebesgterStieltjes measures)(19.47) 
连续 一 (continuous measures)(19.55) 
寄 异 ~…(singular measures)(19,39) 
零 一 一 (Zero~one measures)(20.37) 
度量 外 一 (mettric outer tmeasures) (10.48) 
无 穷 乘 积 一 (inafinite product measures)(22.7) 
有 限 加 性 一 (finitely additive measures)(10,.3), (20.27) 
纯 不 连续 一 (putrely discontinuous measures)(19.55) 
绝对 连续 一 (absolutely continuous measures)(19,19) 
天 上 的 正则 Borel~ (regular Borel measures on 中)(19.45) 前 
象 集 革 的 ~(measures on image sets)(11.38) 
可 测 于 集 上 的 一 (meastures on measurable subsets)(11。37) 
不 可 测 子 集 上 的 一 (measures on nonmeasurable subsets)(11,39, 
两 个 一 的 乘积 (product of two meastres)(21.9) 
屁 积 一 的 正则 性 (regularity of product measures)(21.18) 
可 分 解 一 的 Lebesgue 分 解 (Lebesgue decomposition for 
decomposable measures)(19.77) 
关于 有 限 加 性 居 的 积分 (integrals for finitely additive measures) 
(20.29) 
~ 的 开拓 (extensions of measures)(10.36)，(10,57)，(10.58) 
~ 的 连续 象 (continauous images of measures) (12.45) 
~ 的 集 态 极 限 (setwise limits of measures)(19.68)，(19.69) 
测度 空间 (measure space)(10.3) 
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0 有 限 ~(0~finite measure sbace)(10.3) 
有 限 一 (finite measure space) (10.3) 
完全 一 (complete measure space)(11.20) 
可 分 解 一 (decomposable measure space)(19.25》 
不 可 分 解 一 (aondecotmposabie meastre space)(20.17) 
心 的 分 解 (decompositioa of a meastre space)(19.25) 
一 和 的 完全 化 (completion of a measure spaces)(11.21) 
一 的 完全 化 上 的 积分 (integrals on the completion of a measure 
space)(12.63) 
测度 空间 的 无 穷 乘积 (infinite products of measure spaces)(22,1), 
(22 .2) 
道 (inavyersey) 
关系 的 道 (关系 )(inverse of a relation)(2。3) 
退化 测度 (degenerate measure)(10.3)。(12.61) 
绝对 值 (absolute value)(5.42) 
绝对 连续 性 (absolute continuity) 
积分 的 一 (absolute continuity of the integral)(12.34) 
无 穷 妥 积 测度 的 一 (absolute continuity of infinite product 
measures)(22.36) 
绝对 连续 消 数 (absolute continuons functions) (18.10) 
一 的 合成 (composition of absolute continuous functions) 
z (18.37) 
绝对 连续 测度 (absolutely continuous measure)(19.19) 
一 的 导数 (derivative of an absolutely continuous measure) 
(19.43) 


十 本 
格 (lattice) 
集 一 (tattice of sets})(10.57) 


通 数 一 (lattice of functions)(7,2) 
核 (Kernel》 


二 
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Abel~(Abel’s kernel) (21.48) 
Dirichlet~ (Dirichlet’s kernel)(18.27) 
Fejér~ (Fejér’s kernel)(18.27), (21.45) 
Gauss~(Gauss’s kernel)(21。45) 
Poisson~(Poisson s kernel)(18.47) 
正 一 (positive kernel)(21.36) 
真子 集 (proper subset) 
集 的 一 (proper subset of a set)(1.3) 
原理 (principle) 
Hausdordorftf 极 大 性 一 (Hausdorff maximality principle)(3.) 
超 限 归纳 一 (principle of transfinite induction)(3。14) 
逐 项 积分 (term by term integration)(12,.21)，(12.33) 
逐 项 微分 (tera by term differentiation)(17.18) 
振幅 (saltus) (19.58) 
柏 动 函 数 (osciltation function)(6,90) 
据 荡 函数 (saltus function)(19.58) 
紧 空间 (compact space)(6.32) 
Fréchet~(Fréchet compact space)(6.30) 
OC~(0 ~compact space)(9.42) 
列 ~(se quentially compact space)(6.29) 
局 部 一 (locally compact space)(6.77) 
紧 支 柱 (compact support) 
具有 一 的 连续 函数 (continuous functions with compact support) 


‘(7.12), 《7 了。13) 一 
特征 (characteristic) 
域 的 一 (characteristic of a field)(5.6) 


特征 ( 标 )tcharacter) 

RR 的 ~(characters of R)(18.46) 

具有 有 限 一 的 族 (family of finite character)(3.6) 
特征 亢 数 (eharacteristic function) 

集 的 一 Ceharazsteristic functioa of a set)(2.20) 
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一 
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积分 (integral) 
Denjoy~ (Denjoy integral)(18.42) 
Lebesgue~ (Lebesgue integral)(12.2) . 
Riemann~(Riemann integral)(8.6) 
Riemann~Stielties~(Riemann~Stieltjes integral)(8.6) 
毗 次 一 (iterated integral)(21.12) 
函数 的 不 定 一 (indefinite integral of a function)(Gl8,1) 
作为 集 函 数 的 ~~(integral as a set function)(12.31) 
关于 复 测 度 的 一 (integral relative to a complex measure) 
《19。17》 
不 定 一 的 导数 (derivative of an indefinite integral)(18.3) 
作为 Risemana 人 一 的 开拓 的 Lebesgue 积 分 (Lebesgue integral as an 
extension of the Riemann integral)(12.51) 
玉 的 线性 (linearity of the integral)(12.12)，(12.20)，(12.27) 
一 的 绝对 连续 性 (absolute continuity of the integral)(12.34) 
积分 (integrals) 
Fotrier 居 的 可 和 性 (summability of Fourier integrals) (21.43， 
作为 面积 的 一 (integrals as areas)(21.23) 
关于 有 限 加 性 测度 的 一 (integrals for finitely additive measures) 
(20.29) 
:无穷 习 积 空间 上 的 累 次 ~(iterated integrals on infinite product 
spaces)(22.14) 
测度 空间 的 完全 化 上 的 ~ (integrals on the completion of a 
measure space)(12.63) 
关于 Lebesgue-Stieltjes 一 的 分 部 积分 法 (integration by parts 
for Lebesgue=9Stieltjes integrals)(21.67) 
关于 Lebesgue 一 的 微 积分 学 基本 定理 (fundamental theorem of 
the integral calculus for Lebesgue integrals) (18.16) 
的 变量 替换 (change of variable in integrals)(20,.2)， (20.3) 
一 第 一 中 值 定理 (first mean value theorem for integrals)(21.69) 
~ 第 二 中 值 定理 (second mean value theorem for integrals) 
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(人 1 .90) 
积分 法 (integration ) 
”分 部 一 (integration by parts)(18.19); (18.20) 
换 元 一 (integratioa by substitution)(20.2)，(20.3) 
逐 项 积分 (法 )(term by term integration)(12,21),(12.33) 
关于 Lebesgue-Stieltjes 积 分 的 分 部 一 (integtration by parts for 
Lebesgue—Stieltjes integrals)(21.67) 
积分 表示 (integral representation)》 
几 淆 数 的 ~~ (integral representation of convex functions) 
(18.43) 
积 拓扑 (product topology)(6.41) 
积 性 线性 泛 函 ( multiplicative linear fuactionals) (9.2)， 
(20.52) 
C1C(R) 上 的 ~ 一 (multiplicative linear functionals on D1 CR))(21.65 
条 法 (multiplication) z 
纯 量 ~(scalar multiplication)(3.15) 
溢 积 (prfodtict) 
两 个 集 的 Cartesian~(Cartesian product of two sets)(2。1) 
集 族 的 Cartesian~~(Cartesian product of a family of sets) 
(3.1) 
拓扑 空间 的 Cartesian~ (Cartesian product of topological 
spaces)(6.41) 


》 


委 积 (prfoducts) 
Banach 空 间 的 一 (products of Banach spaces)(14.19). (14.36) 
测度 空间 的 有 限 ~(finite products of meastre spaces) (21.9)。 
(21.10) : 
测度 空间 的 无 穷 ~(inf{finite products of measure spaces)(22.1) 
(22 .2) 
乘积 0 代数 (product 0o-algebra)(21.2) 
乘积 测度 (product. measures)(21.9) 
无 穷 一 (infinite product measures) (22.6),(22.7) 
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无 穷 一 的 奇异 性 (singularity of infinite product measurées) 


(22.36) 
无 穷 一 的 绝对 连续 性 (absotiute continuity of infinite product 
measures)(22.36) 


无 穷 一 所 导出 的 奇异 测度 (sinagular measures induced by infinite 
product measures)(22.39)(22.40) 
~ 的 正则 性 (regularity of iafinite product measures)(21。18， 
值 (value) 
阔 数 ~ 一 (value of a function)(2.13) 
值 域 (range) 
关系 的 一 (range of a relation)(2.3) 
射影 (projection) 
Hilbert 空间 中 的 一 (projection in a Hilbert space)(16.47) 
到 坐标 空间 上 的 一 (projection onto a coordinate space)(6.41， 
矩形 (rectangle) 
可 测 一 (measurable rectangle)(21.2) 
前 分 (dissection) 
可 测 ~(measurable dissection)(12.1) 
离散 拓扑 (discrete topology)(6.5) 
离散 度量 (discrete metric)(6.13) 
准 末 ilbert 空间 (pre~Hilbert space)(13.16) 
容 度 (content)(9.25) 
Jordan~(Jordan content)(9.25) 
递减 函数 (decreasing function) 
严格 一 (strictly decreasing function)(8.1) 
递增 函数 (increasing function) 
严格 一 (strictly increasing function)(8.1) 
弱 收 伍 人 (weak convergence)(15.17) 
&， 中 的 一 (weak convergence in Ds)(13.41) 
弱 函数 (minorant) (7.2》 
弱 大 数 定 律 (weak law of large numbers)(22.32) 
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展开 式 (expansion) 
实数 的 人 (expansions of real numbers)(5.40) 
通用 和 集 (universal set)(1。8) 
通常 拓扑 (usual topology) 
R 的 ~(usual topology for R)(6,5) 
R* 的 ~~(usual topology for R*)(6.5) 
及" 或 K' 的 ~(usual topology for R" or K')(8.17} 


十 一 画 


球 (ball) 
开 ~(open ball)(6。14) 

理想 (ideal) 
Go( 和 X) 中 的 一 (ideals in @ ol 多 ))(20.52) 
.CR) 中 的 ~(ideals in 1(RD7)n)(21.65) 
环 中 的 ~(ideals in a ring)(5.3) 

域 (field)(5.5) 
有 有 序 一 (ordered field)(5.7) 
实数 一 (real number field)45。35》 | 
复数 ~(field of complex numbers)(5.42).、 
Archimedes 有 序 全 (Archimedean ordered field)(5.17) 
非 Archimedes 有 序 僵 (noa~Archimedean ordered field)(5.39) 
完备 Archimedes 有 序 一 (compblete Archimedean ordered field) 

(5.33) 

实数 一 的 自 同 构 (automorphisms of the read field)(5,45) 
一 的 特征 (characteristic of a field)(5.6) 

基 (base) 
拓扑 的 一 (base for a topology)(6.10) 
拓扑 的 次 一 (subbase for a topology)(6.10) 

基 (basis) 
Hamel~(Hamel basis) (3.18) 
线性 ~~(linear basis)(3,18) 


人 向量 空间 的 一 (basis for a vector sbace)(3.18) 
基数 (cardinal numbers)(4.1) 
~ 的 算术 (arithmetic of cardinal numbers)(4.23) 
人 ~ 的 序 关 系 (oftder relation for cardinal ntmbers)(4.5) 
没有 最 大 的 一 (no largest cardinal number)(4.10) 
基数 性 (cardinality)(4。1) 
推广 (generalization) 
单调 收敛 定理 的 一 (generalization of monotone convergence 
theorem)(9.17) 
控制 收敛 定理 (dominated convergente theorem) 
Lebesgue~(Lebesgue's dominated convergence theorem) 
(12.24),(12.30). (12.57) 
哑 部 (imaginary part) 
复数 的 ~(imaginary part of a complex number)(5,42) 
常 信 遂 数 (contant function)(7.2) 
唯一 性 (unigueness) 
Lebesgue 测 庶 的 ~ 一 (uniqueness of Lebesgue measure)(12.56) 
Fourier 变 换 的 一 定理 (uniqueness theorem for Fourier trans~ 
forms)(21.47) 
累 次 积分 (iterated integral)(21.12) 
无 穷 染 积 空间 上 的 ~(iterated integrals on infinite product 
spaces)(22.14) 
第 一 范畴 (first category)(6.53) 
第 二 范畴 (second category)(6.53) 
第 一 中 值 定理 (first mean value theorem) 
积分 ~(first mean value theorem for integrals)(21.69) 
第 二 中 值 定理 (second mean value theorem) 
积分 一 (second mean value theorem for integrals)(21.70) 
第 二 上 共 轿 空间 (second conjugate space)(14.6) 
族 (famify》 
单调 一 Cmonaotone family)(21.6) 
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分 离 函数 一 (separating family of funactions》(y。28) 
具有 有 限 特 征 的 一 (family of finite character)(3。 6) 
商 空 间 (quotient spaces) 
Banach 空间 的 ~(quotient spaces of Banach spaces)(14。38) 
密度 (density) 
集 关于 0 代数 的 ~~(density of a set with respect toa 0-algebra) 
(20.62) 
密集 点 (point of density) 
集 的 一 (point of density of a set)(18.2) 
密 着 拓扑 (indiscrete topology) (6.5) 
维 数 (dimen sion) 
Hausdorff~(Hausdorff dimension)(10.49) 
了 ilbert 空 间 的 正 交 一 (orthogonal dimension of a Hilbert space) 
(16.28) 
全 > 的 正 交 ~~(orthogonal dimension of Qu)(16.53， 
向 量 空间 的 代数 ~(algebraic dimension of a vector space， 
(4.59) 
向 量 空间 的 线性 ~(linear dimension of a vector space)(4.59) 
十 二 男 
遵 近 (approximationy) 
Weierstrass 人 一 定理 (Weierstrass approximation theorem)(7.31) 
简单 函数 一 (approximation by simple functions) (11.35) 
超 滤 子 (ultrafilter)(20。37) 
起 平行 体 (parallelotope) 
Hilbert~ (Hilbert parallelotope) (16.49) 
超 限 归纳 (法 )(transfinite induction)(3.14) 
换 元 积分 法 (integration by substitution)(20.2)，(20。3) 
赋 范 代数 (normed algebra)(7.5) 
斌 值 泛 函 (evaluation functional)(9.2) 
赋 范 线性 空间 (normed linear space)(7.5) 
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和 ~ 的 完备 化 (coinpletion of a normed linear space)(14,35) 
距离 (distance) 
点 到 集 的 ~(distance from a point to a set)(6.86) 
两 集 之 间 的 一 (distance between two sets)(6.87) 
距离 函数 (distance function)(6.12) 
最 大 下 界 (greatest lower bound) 
有 序 域 中 的 一 (greatest lower bound in a ordered field)(5.32) 
最 小 上 界 (least upper bound) 
有 序 域 中 的 一 (least upper bound in a ordered field)(5.32) 
链 (chain)(3.5) 
链 式 法 则 (chain rule) (19.44) 
等 中 (isometry)(6.85) 
等 价 集 (equivalent sets)(4.1) 
等 价 关系 (equivalence relation)(2.6) 
集 (Cset)(1。1) 
Cantor~(Cantor set)(3.4), (6.62) 
Cantor 型 ~(Cantor-like set)(6.62) 
Fo~(Fo set)(6.55) 
Cs 一 (Cs set)(6.55) 
5 紧 一 (C~compact set)(10.30) 
2 有限 一 (ao-f inite set)(10.30) 
开 信 (open set)(6,2), (6.4) 
凸 一 (coayex set)(16.43) 
佬 一 (closed set)(6.6) 
空 一 (void set)(1.2) 
宕 一 (power set)(1.4) 
零 ~-(null set)(9。29) 
元 限 ~(infinite set)(4。12) 
可 列 ~(denumerable set)(4.14) 
可 测 记 (measturable set)(10.5) 
可 数 ~(countable set)(4。14) 
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， 半 序 ~(Cpartialiy ordered set)(2.7) 
对 角 一 (diagonal set)(2.20) 
有 限 一 (finite set)(4。12) 
完全 一 (perfect set)(6。61) 
良 序 一 (well-~ordered set)(2.7) 
指标 一 (indexing set7(1。4) 
通用 ~ 一 (universal set)(]1.8) 
三 分 点 ~~(ternary set)(3.4)，(6.62) 
不 可 数 ~(uncountable set)(4.14) 
局 部 零 一 (localiy null set)(9.29),(20。11) 
单元 素 ~(singleton set)(1.2) 
相对 开 ~~(relatively set)(6.18) 
无 处 稠密 一 (acwlhere dense set)(6.53) 
正规 正 交 一 (orthonormal set)(16.9) 
可 数 无 限 ~(Ccotntably infinite set)(4.14) 
线性 有 序 和 ~(linearly ordered set)(2.7) 
完全 正规 正 交 ~(complete orthonormal set)(16.19)(16.23) 
点 到 一 的 距离 (distance from a point to a set)(6 .86) 
一 的 子 集 (subset of a set})(1.3) 
一 的 余 集 (complerment of a set)(1.8) 
一 的 校 举 (enumeration of a set)(4.14) = 
一 的 直径 (diameter of a set)(6.51) 
一 的 截 口 (section of a set)(21.2) 
一 的 内 部 (interior of a set)(6,6) 
一 的 真子 集 (proper subset of a set)(1,3) 

集 (sets) 
Baire~(Baire sets)(11.46) 
Borel~(Borel sets)(10.19) 
Lebesgtue 可 测 ~(Lebesgue measurable sets)(10.6) 
可 测 一 (meastrable sets)(10.31) 
对 等 一 (equivatent sets)(4.1> 
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解析 一 (aaalytic sets)(10.21) 
不 可 测 一 (nonmeasurable sets)(10.28)，(10。54) 
不 相交 一 (disjoint sets )(1.7) 
一 的 Cartesian 箭 积 (Cartesian product of sets)(2.,1)(3.1) 
一 的 丈 (intersections of sets)(1.4) 
一 的 并 (union of sets)(1.4) 
~ 代数 (algebra of sets) (1.11) 
一 环 4ring of sets)(1.11) 
一 格 (lattice of sets)(10。57) 
一 所 成 的 0 环 (0-ring of sets)(1.13) 
一 所 成 的 0 代数 (0o-algebra of sets)(1.13) 
两 一 的 对 称 差 (symmetric difference of two sets)(1.10) 
两 一 之 间 的 距离 (distance between two sets)(6.87) 
可 测 一 的 映射 (mappings of measurable sets》(11.6)，(17.25) 
-17.27), (18.25), (18.39) 
集 态 极 限 (setwise limits) 
测度 的 一 (setwise limits of measures)(19.68)，(19.69) 
象 (image)(2.13) 
测度 的 连续 一 (continuous images of meastres)(12.45) 
缆 集 (image set) 
一 上 的 测度 (measures on image scts)(11.38) 
夭 集 (bowetr set)(1.4) 
强 函 数 (majorant)(7。2) 
强大 数 定律 (strong law of large ntimbers)(22。29)，《22。31) 


十 三 是 
零 保 (ntll set)(9.29) 
局 部 一 (locally null set)(9.29)，(20。1L1) 
零 一 律 (Zero~one law)(22.21) 
零 序列 (null sequence)(5.19) 
零 函 数 (null function)(9.29) 
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局 部 ~ (locally null function})(9, 29)， | 
零 一 测度 (zero~one measures)(20,37) 
置换 (permutation)(4.56) 
稠密 子 集 (dense subset) 
PyNN~ (dense subset of 和 zy(C13。207 ,013.21) 
拓扑 空间 的 一 (dense subset of a topological space)(6。 20) 
租 密 性 特征 标 (densit7y character) 
扫 扑 空间 的 ~ 全 Cdensity character of a topological sbace)(14,26) 
锥 (cone) 
~(convex cone)(114.27) 
简单 浮 数 (simple functions)(11,34) 
一 表 近 (approximation by simple functions)(11.35) 
微分 (differentiation) 
逐 项 一 (term by term differentiation})(17.18) 
Lebesgtue~ 和 定理 (Lebesgte s differentiation theorem)(17.12) 
对 于 一 个 网 的 一 (differentiation on a net)(20.61) 
微 积 分 学 基本 定理 (fundamental theorem of the integrail 
calculus) 
光 于 Lebesgue 积 分 的 一 (fundamental theorem of the integral 
calculus for Lebesgue integrals)(18,.16) 
解析 集 (analytice sets)(10。21) 
滤 子 (filter)(20,37) 
自 册 一 (free filter) (20,38) 
国定 一 (fixzed filter)(20,.38) 
数 (number) 
序 一 (ordinal number) (4.40) 
基 一 (cardinal number) 4. 1) 
数 (numbers) 
实 ~(real numbers)(1.2) 
复 ~(complex numbers)(1.2) 
正规 一 (nermal numbers)(22 .34) 


有 理 一 (rational numbers)(1,2) 
广义 实 一 (extended real numbers)(6,1) 
复 ~ 域 (field of complex numbers)(S 42) 
实 一 的 展开 式 (expansioa of real numbers)(5.40) 
其 一 的 序 关 系 (order relation for cardinal numbers)(4.5) 
弱 大 一 定律 (weak law of large numbers)(22.32) 
强大 一 定律 (strong law of large numbers)(22,.29), (22.31; 
群 (group) (5.1) 
Abel~(Abelian group)(5.1) 
群 代数 (group algebra) 
R 的 一 (group algebra of KR)(2].34) 


十 四 夯 


鞭 C(martingale， 
广义 一 Cmartingale in the wide sense;(16.45) 
负 定 理 (martingale theorem)(20.56)，(20.59)，(20.66) 
截 口 (section) : 
集 的 一 (section of a set)(21.2) 
聊 数 的 一 (section of a fanction)(21.2) 
算 子 (operator) 
级 性 ~ 一 (linear operator)(14.1) 
算术 (arith metic) 
基数 的 ~(arithmetic of cardinal number)(4.23) 
算 子 代数 (algebra of operators)(16.40) 
算 子 范 数 (operator norm)(14.1) 
.算术 平均 (arithmetic means) 
Fourier 级 数 的 一 (arithmetic means for a Fourier series) 
《18.27) 
算 子 的 伴随 (adioint of aa operator)(14.34),(16.40) 
映 点 (endpoint)(6.1) 
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四 to t 1 
A 1 人 
¥™. 3 
整数 (integersj(1; 2 i L 


正 ~(pasitive intezers)(1。 2 
徐 点 (con ensation ‘point) (6. 66) 


二 


a 
Eo 
用. 
和 ™ 1 八 画 


覆盖 (ceover)(6.31) 
Vitali~(Vitali cover)(17.10) 
开 ~(open cover)(6.31) 

驯 请 定理 (cover theorem) 
Vitali~(Vitali cover theorem)(17.11) 


1 
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